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RESUMO

As dificuldades que os estudantes possuem no estubllgelerasido cada vez mais evidentes
descek o Ensino Bndamentaatéao Ensino Médio. Um modo de intérpositivamente neste
cendio comeca poconhecer estas dificuldades, entendesslsuas origeng&ste trabalho tem
como objetivo principal descobrir quais sé@o as principais dificuldadesuggenno processo

de ensino e aprendizagem Akgebra e consequentemente propatividades que possam
minimizélas e ao mesmo tempo desenvolvepensamento algébrico. Pataterminar estas
dificuldades realizose uma pesquisa bibliografica de carater descritiva, objetivando detectar
as causas e origens destas dificuldades. Através de urige apélitativa, esta pesquisa
tambémse preocupoem definir algumas relacdes entre as dificuldades encontEamasma
andlise sistematica e critica das concecdddgibrae Educacio lyébrica firmadas ao longo

do tempo, bem como das rela¢des su@mdal, concluimos este trabalho com uma proposta de
atividades que poderdo ser utilizadas pelos professores em sala de aula, visando contribuir
positivamente para o processo de ensind\tigebra

Palavras-chave: Dificuldadescom aAlgebra Pensamento algébo. Atividades Concecoes
algébricas.



ABSTRACT

The difficulties that students possess in the study of Algebra are increasingly evident from
Elementary School through to High School. A positive way to intervene in this scstaatso

with knowing these difficulties and their origins. The principal aim of this work is to determine
which are the main difficulties that crop up in the process of teaching and learning Algebra and
subsequently propose activities which minimize thenleahey promote algebraic thinking.

To ascertain these difficulties, a revision of the literature was done, with a descriptive approach,
having in mind their causes and origins. Through a qualitative analysis, this research also
focused in defining reletnships amongst the difficulties encountered. In a systematic and
critical analysis of Algebra and Algebraic Education conceptions established over time, as well
as the aforementioned relationships, we conclude this work with a proposal of activities that

can be used by teachers in the classroom, with the purpose to contribute positively in the
teaching process.

Keywords: Difficulties with Algebra Algebraic thinking Activities. Algebraic conceptions
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1INTRODUCAO

Quando se fala erAlgebra comumentegrande parte das pessoas logo pensam em
equacdes, letras, simbolos e como acharda questdoEsta ideia ndo esta erraga que
fi En t -senadlgebracomo parte da Matematica que trabalha a generalizacdo e abstracao,
representando quantidades através demb ol os o ( GI L, K., Apebréa 8, p
€ mais do que manipulagdes matematicas e técnicas mecéanicas de resolugdo, envolve o
pensamento, ou seja, um modo de pensar que objetiva modelar matematicamente uma situagéo
problema transcrevendoda lingua corrente para a linguagem matematica.

Ao analisar historicamente a introducacigebranos curriculos brasileiros, observa
se gque ela passou por vérias transformacdes. De acordo com Miguel, Miorim e Fiorentini
(1992) no inicio da década de @DAlgebraera ensinada de forma mecéanica e reprodutiva,
visando procedimentos sem clareza daquilo que era feitblg@bra passou por diversas
evolu-»es, onde historicamente suas origens
certas técicas de esolucdo de problemas ( PONTE, 2006, p. 5). Cor
conceito de equacio,fdgebrapassa a ser compreendida como o ramo da Matemaética que
estuda as equacOes e seus meétodos de resdBsgimdo Baumgart (1992) padpria origem
da palavraiAlgebrad , r -seendeuina ciéna de restauracao e reducao, seja, de carater

transformista. A partir de uma evolucdo profunda dos estudos relacionados as equagbes

al g®bricas, a aten-«o0 A -secadaved mas panacestuest i c o
estruturas abstractas como grupo, espa-0 VE€
6).

Os objetivos de se ensinar e aprerflgebraforam se alterando ao passar do tempo a
medida que os mateméaticos foram cada vez mais se aprofundanelo esilglo, e com isso
surgem reflexdes sobre o que é importante ser ensinado. AtualmAlgebsa possui um
carater abstrato muito importante no estudo das fun¢des, inequacdes, conjuntos e operacoes.

Durante a minha pratica docente sempre tive muiteudifade em conseguir fazer com
que os estudantes compreendessemoaseitos algébricos, quica lelgs a ver sentido em
aprender tal conteudo. Os indices mais baixos em avaliagdes externas e interagsieiesn
relacionados &lgebra gerando muito desaforto em minha pratica profissial. E comum
nas salas de aulzs muitos relatos de estudantes que se sentem desmotivados ao estudar a
Algebradevido alinguagem formalmente simbolica que ela utiliza para produzir significados,
dentre outras dificuldadeslatadas.

A escolha deste tema de pesquisa se tornou clara para mim durante as aulas de

matematica que eu ministrava na 22 série do Ensino Métlogue o curriculo referéncia da
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rede estadual de educacéo de Goias aborda muitos tépislgetranest série. Os estudantes
guestionavanme s obr e o porqu°®° wusar tantas | etras
e agora colocam feas para complicar ainda mais? At r av®s das avali a-
sala de aula, percebi que muitos estudantes n&egoiam compreender 0S enunciadons

dessa formando eram capazes de solucionar os problemas propostos. Além disso, alguns
estudante ndo conheciam os simbolos mateméticos e seus significados, comprometendo na
traducao da linguagem corrente palinguag@m algébrica e veversa.

Fiquei durante muito tempo refletindo sobre estas dificuldades apresentadas, mas
percebi que até entdo eu ndo estava oferecendo meios Uteis para que o0s estudantes pudesse
superdas. Apesar de teme nsibilizado por esta prigmatica, eu ainda enfatiza o0 ensino
repetitivoatravés de liseade exercicios que refletigram sua maiorigaplicacdessimples e
diretes de conceitos e regrabla tentativa de mudar minha pratica profissipeamecei a
introduzir problemas ligados r@alidade trazendo um contexto mais significativo. A prjori
minha intendo era interessante, contudaninha concess3wessoalde Algebra pautavase
unicamente em vi& como uma linguagena aula era conduzida de moda diretamente do
enunciado até resolucao de alguma equacdo ou expressao algébrica, aiatiaasnio a
aplicacao de regrasprocedimentos.

Essas inquietacbes me levaram a sempre questionar a forma como eu ensinava,
encontrandmo PROFMAT a oportunidade de investigd e me debrucaobre os referenciais
tedricometodoldgicos do ensino ddgebra Foi a partir dese contexto que surgiu o objetivo
principal desta pesquisa: descobrir quais sao as dificuldadssigesmno processo de ensino
e aprendizagem d&lgebra para assim propotigidades que possam ajudar a miniraiag.

Surgiram inicialmente duas perguntas de pesquisa:

a) Quais s&o as principais dificuldades dos estudantes na aagemi dalgebra?

b) Quais os possiversotivos destas dificuldades?

Para resporet a pergura a) foi realizadauma pesquisa bibliografica, a quabrange as
publicacdes correntes em uma determinada aeeastudo, podendo ser feign livros
periodicos, dissertacdes, teses, jornais, sites da internet, entre outras NOXRESONI;
LAKATOS, 2003) Dessa forma, esta pesquisa se classifica axptoratéria dado que se
preocupa em desenvolver e esclarecer conceitos e ideias, proporcionando uma visédo geral do
problema e hipoteses para estudos futuros (GIL, A., 2@8)dados obtidoem a)foram
andisados qualitativamenteara responder @ergunta b)para isscaddaramse & etapas de
pesquisa qualitativa encontradas efn Gil (2008, p. 175), que sdo: reducao, exibicdo e

conclusao.
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A etapa de reducéo consiste em selecionar e simplificar os dadasprdo com temas
ou padrdes definidos conforme o0s objetivos da pesquisa. Esta etapa se consolidowa quando
partir da reviséo bibliografica, identificamos muitas dificuldades no ensino e aprendizagem de
Algebraque foramapresentadasa Sec¢&o dem coro os fatores que originam tais dificuldades
(que neste trabalho chamamos ¢ores dificultadores Estas dificuldades foram
categorizadas sob os temiaisguagem algébricanterpretacéo e traducéo da linguagem escrita
para a algébricansino déligebranas escolaselacio entre Atmética eAlgebra férmulas e
regras de procedimento e utilizacdo de métodos informais.

Naetapa de exibicgms dados séao organizados e apresentados em forma de diagramas,
textos, etc., de modo a possibilitar a andlise deB&ncas, diferengas e intetacdes. Assim,
as dificuldades encontradas e os fatores dificultadores foram sintetizados em dois quadros para
facilitar a analise e apresentagdo dos mesmos. Além disso, utilideagoeamas para expor as
intersedes existetes entre as dificuldade®ara a criacdo destes diagramas utiligeuo
software online de diagramas e comunicacao vituaidchart.

Por fim, na ultima fasea da concluséddpuscase o significado dos dados, explicando
0s e expondo conclus@es validagnds de crédito. A partir das observacdes da etapa anterior,
foi possivel verificar que as dificuldades se relacionavam mediante os fatores dificultadores que
as originavam, permitindo otimizar a elaboragcdo das atividades para minimizar tais
dificuldadesDurante a elaboracéo de algumas atividades foi necessério a criagdo de gréficos e
figuras. Para isso utilizamos o aplicativo de matematica dinamica Geogebra, pelo qual foi
possivel combinar conceitos deeGmetria éAlgebra

Visando sustentar sssanalisajualitativabuscando investigar a origem das dificuldades
encontradadizemos umevantamento bibliografico a partir dos tenmagiculdades no ensino
e aprendizagem d&lgebra Concecdesle Algebrae Pensamento Algébric&sta pesquisa nos
possibilitouconhecer diferentes concecdesMigebrae Educacdo Wyébrica,estabelecidas ao
longo do tempo, permitindo reconhecera relevancia didatica quando
aplicamos/unimos/relacionamdais concec¢desAliando essas concec¢des, enfatizando seus
aspectos positivosom o desenvolvimento do pensamento algébrico, elaboramos atividades
gue ajudardo a sanas dificuldades encontradas: desenvolvengensamento algébrico de
modo a promover a aprendizagem, superasdon aslificuldades.

Ede trabalho foi estruturado efnsecdessendo esta introducéo a primeia secéo 2
foi apresentado amncec¢dedeAlgebrae Edu@cio Agébrica a partir dos trabalhos de Usiskin
(1995), Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) e Lins e Gimenez (2001), além de mostrar sob a

perspectiva deas concegdescomo aAlgebra era abordada nos Parametros Curriculares
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Nacionais (PCN) e o que se espera do seu ensino atual mediante a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC).

Posteriormente, naegado definimos o que € pensamento algébrico e mostramos como
ele pode ser desenvolvido através de atividades que exploram padrdes e regularidades, além de
apresentar a importante relacdo que subsiste entre linguagem e pensamento algébricos.

Logo apds, na &ao4 foi apresentado a partir da revisdo bibliograficgp@scipais
dificuldades encontradas no ensino e aprendizageiigebra

Na Secao 5apresentamos os fatores que originam cada dificuldamgige possibilitou
relaciondlas mediante similaridades na distribuicdo destesrestoestruturando assim
intersedes entre ela3endo em vista essas relagfes, bem como todoremefal tedrico, nesta
secao foram elaboradasvidades que servirdo de subsidio didatico para professores do Ensino
Médio e Fundamental, visando minimizar as dificuldades encontradasjne melhorar o
desempenho dos estudantes na aprendizagéigelera

Na Scao 6 fazemse as consideracoes finais sobre o trabalho que desenvolvemos, e a
seguir, apreserdse as referéncias bibliograficas que foram utilizadas.

Por fim, na parte dos apéods apresentamos o artigo derivado desta pesquisa de
dissertacdo, que foi publicado nos anais do VII Congresso Nacional de Educacdo (VII
CONEDU), no ano de 2020.
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2 ENSINO DA ALGEBRA E PERSPECTIVAS ATUAIS

Um dos objetivos desta pesquisa dbservar a forma como é ensinadalgebrana
educacdo basica e como os estudantes a encaram. A busca em entender melhor as concec¢oes (
Algebra é relevante devido agrandes dificldades em aprender e ensinareessnte(do.
Identificar e conhecer estaoncecdesjudarao os professores a organizar seu trabalho com o
objetivo de priorizar os tépicos mais essenciais naquele momento de ensino, levando em conta
as diferentes abordagens e dificuldadesMgabra

Em geral, digebratem espaco privilegiadws livros didaticos e curriculos, em virtude
de ser reconhecida como uma area de conhecimento necessaria ao desenvolvimento da
sociedade. Contudo, ainda ocorre do seu ensino ser abordado de forma mecéanica, fecalizando
se na manipulacdo, o que pode adarrea desmotivacdo por parte dos estudantes no seu
estudo. As dificuldades no ensino e aprendizagefigibra que serfo apresentadaSecio
3, sinalizam que é necessario repensar a forma como este contetdo € ensinado em sala de aulz
Algumas destas ficuldades podem estar relacionadas@scecbegjue se tinham e tém de
Algebra

Diante das diferentes formas de lidar corlgebra tanto os professores ao ensinar
como o0s estudantes ao aprender, surge a necessidade de analisac@¥egassnos sas
aspectos didaticos, de contetdos e curriculares. Investigaremosoestasiescomparando
as, com o intuito de criar referenciais e critérios que nos possibilitem analisar as dificuldades
encontradas no ensino e aprendizagerlgebra dadaa repercasio que estagncecdestm
na pratica docente e na atividade algébrica. Também na tentativa de compreender as formas
como, e 0s contextos em que, é trabalhadégabranas salas de aula, apresentaremos nas
secde.1, 2.2 e B asconcecdesie Algebrae/ou Educacio Wyébrica a partir dos trabalhos
de Usiskin (1995), Fiorentini, Miorim e Miguel (1992, 1993), de Lins e Gimenez (2001),
respectivamente. Posteriormente apresentaremos o ensindlgdbra pelo olhar dos
Parametros Curriculares Nacionais (PARx fim, examinaremos, comdgebraé abordada
na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), suas possiveis mudancas e perspectivas para o

ensino atual.

2.1AS CONCECOEDE ALGEBRA SEGUNDO USISKIN

Ao tentar definir o que Algebra comumente a relacionas com as opera¢des com
|l etras e a compreens«o dos seus significadc
estudanddilgebraguando encontram vari 8veis pela pri
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Usiskin (1995), as variaveis possuem um conceitdifack, sendo concebidas em diferentes

guadros de trabalho. Esses diferentes usos da variavel, foram sintetiz@uesimn 1

Quadrol - Conceito multiface de variavel

Exemplos de diferentes usos de uma

Situacdes .
variavel
Formula da area de um retangulo, ondq
letras (varidveis) representam coisas
Formub:& AA conhecidas, neste caso, A de area, b

base e a de altura.

. . Variavel como algo desconhecido:
Equacaor m v ™ o
incognita.

_ U Variavd como argumento de uma
ldentidadei Q¢ o€ i3 Qw .
funcao.

_ ) Variavel como generalizadora de
Propriedadep € O-
modelos.

. . .| Variavel traduz uma proporcionalidad|
Expresséo que traduz uma fungéo: Q) ] ] .
direta, onde ha o carater de variabilida

Fonte: producéo do préprio aut apartir de Usinkin (1995, p. 10)

Ao olhar para a variavel em apenas uma de su@cecdes ocorre uma
supersimplificacéo que distorce os objetivosAtizebra(USISKIN,1995). Com o objetivo de
levar os educandos a compreendéigebraem seus diversoaspectos, é necessario que as
atividades trabalhadas em sala de aula sejam significativas, motesnao vislumbre
matematico, através da andlise, observagdo, argumentacdo, identificacdo de padrdes,
generalizgdo, formalizacdo e comunicag@dtANKE,2008.

Para isso Usiskin (1995) identifica quatncecdepara aAlgebra a Algebracomo
aritmética generalizadaAdgebracomo um estudo de procedimentos para resolver certos tipos
de problemas, Algebracomo estudo de relacdes entre grandezahlgedbracomo estudo de

estruturas. Segundo Usiskin (1997, p. 13, grifos do autor),

As finalidades daAlgebra sdo determinadas por, ou relaciona®m
com,concepcdesdliferentesda Algebra que correspondem a diferente
importancia relativa dada aos diversosos dasvariaveis.
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EssasoncecbedeAlgebraassociada ao papel atribuido a variavel, seréio apresentadas a seguir.

2.1.1 AAlgebra como Aritmética Generalizada

Encarar aAlgebracomo uma aritmética generalizada, é fundamental para ajudar a
compreender a nég de variavel e generalizacdo, podendo ser trabalhada desde as séries
iniciais com atividades que a envolvam intuitivamente. Segundo Usiskin (1995), dentro dessa
concecapa variavel é encarada como generalizadora de modelos, sendo imprescindivel para se
trabalhar com a modelagem matematica. Trabalhar atividades algébricas sohastadraz
resultados positivos ndo somenteAigebra mas também em Aritmética, ja que é necessario
gue o estudante conheca a estrutura aritmética e as operacdes aintreros.n

Reconhecemos a utilizacdo destancecaoguando o estudante comecga a manipular
letras em vez de numeros, compreendenddgabracomo uma ferramenta que generaliza
processos, operacbes e propriedades sobre os numeros, utilizando uma linguagem mai
sofisticada para esse fim (SANTOS, 2007). Por exemplo, podemos escrever para Nnossos
estudantesque M T p p,¢ T T ¢ cBh T T v v paraque ele
possa generalizar a propriedade aritmética do elemento neutro na operagcdo soma, escrevendo
se @ M T & & Nesse sentido, segundo Usiskin (1995), generséizde modo a
encontrar uma propriedade, através da traducdo de uma ideia. Podemos exemplificar esse
pensamento, ao generalizar X8 x& chcomo®w & @ dahou seja, através da
inferéncia numérica, eontrase intuitivamente a propriedade comutativa.

Portanto, n@oncecaaleAlgebracomo aritmética generalizadora, a variavel generaliza
propriedadestravés da observacao de relagdes conhecidas entre numeros, ou seja, ndo ha a

ideia de incognita, ou vales a serem descobertos.

2.1.2 A Algebra como um estudo de procedimentos para resolver certos tipos de
problemas

No entendimento dAlgebracomo um estudo de procedimentos para resolver certos
tipos de problemas, ao contrario dancegaoanterior, as ariaveis sao encaradas como
incégnitas, ou seja, um termo descomheco onde a schavd sdsimplificaren st r u
resolverd (USISKIN, 1995, p. 15, grifos do autor).

Esperase do estudante que ele traduza um problema para a linguagem algébtica (ne
momento utilizandese da primeiraoncecaaleAlgebrg com o objetivo de resolv®, usando

certos passos em uma determinada ordem. Muitas vezes sao criadas regras para a resolucéao d
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problemas, com o intuito de facilitar, mas estas sé facilitam studamte entender de onde
elas provém e como estas foram obtidas; caso contrario, elas criam uma falsa sensacgéo de
facilitar o aprendizado. Um exempilo tipico em sala de aula é a resolugéo do seguinte problema:
O dobro de um certo numero adicionado a 4aaeg é igual a 10. Encontre o niumero.
Traduzindeo para a linguagem algébrica, escreveriamms T p mO estudante deve
perceber que é necessario realizar operacdes inversas em ambos 0s membros da equacéao, a fir
de encontrar o valor da incognkacomo descrito abaixo:

Cw T PpTI

Cw T T pmT

Cw @
C 8
W o

Ocorre que, atiarsmosicdo, usandoroperagbes inversas, muitas vezes é
assimilada pelo aluno como O6muda de membr o,
temos uma igualdade, tudo o que € feito em um membro tem que ser feito no outro, caso
contrario, deixa dees uma igualdade. Este comentario é o tipo de coisa que deve ser dita ao
aluno. Talvez até exemplificar com uma balanca em equilibrio: o equilibrio s6 é mantido se o
peso de ambos os lados for o mesmo. Assim se tirar um quilo de um lado da balanca, para qu
ela figue em equilibrio preciso de tirar um quilo do outro: € o que acontece com igualdades.

Segundo Hanke (2008), dese dar muita atencéo neste momento de ensino, para nao
focalizar apenas nos métodos, que muitas vezes ndo sdo compreendidos, reasraniosd
Nesse sentido, os alunos nao estardo tracando caminhos para desenvolver o pensamentc
algébrico e internalizar os conceitos Algebra na verdade estardo apenas manipulando
simbolos mecanicamente.

Dessa forma, essancecace pauta principalnmee na resolucdo de equacdes, algo a
ser resolvido, objetivando encontrar o valor numérico de uma letra (incognita), a qual ndo tem

carater de varidgp, mas de valor desconhecido.

2.1.3 AAlgebra como estudo de relagdes entre grandezas

Na concecdode Algebra como um estudo de relagdes entre grandezas, as letras
(variaveis) podem assumir varios valores, expressando relacbes entre elas. Quando por
exemplo, emmos lidando coma féormula da area deoetangulod @3 OMOQE s&o

respectivamente a area, base e altura) ndo estamos lidando com a luadoeedecomo se
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estivéssemos procura do resultado de uma incégnita. Na verdade, ndo estamos resolvendo
alguma coisa e sim relacionando trés grand@48$SKIN, 1995). E através dessancecio

que se da significado ao estudo de fungdes, onde a no¢do de funcdo pode ser iniciada atraves
de atividades que exploram sequéncias geometricas, pois ao analisar e perceber os padrdes, ¢
estudante esta relacionargtandezas (HANKE, 2008).

Para diferenciar esteoncecdodas anteriores, em relacdo ao sentido que é dado a
vari 8vel, usaremos o exemplo de Usisgdbn (1
quandows e t orna cada vez mai 0rgQ@e apesacCdasimpiciddda mo s
dese exempl o, ele pode provocar addsvndas®npar
encontrado, ou seja, ndo é uma incognita. Nao é tambéngeneraiacao ja que nao faz
sentido analisar o que acontecegpam Unico valor em especifi(dSISKIN, 1995).

Nest concecép a Algebra se preocupa comsomodelos e relagdes funcionais, que
promovem e descrevem relagdes entre grandezas. As letras atuaratteivantente como
varidveis expressarao relacbes de dependéncia e independéncia entre quantidades e medidas
podendo ser representadas graficamente (SANTOS, 2007). Nesse sentido, a variavel
independente pode assumir o papel de argumento e todos os vabrestepode assumir
formam o dominio da funcdo, enquanto que os valores da variavel independente formam a
imagem da funcéo. (O contradominio contém a imagem da funcdo, mas estes podem néo ser
iguais, ou sejaDa"Q pode apenasstar incluso no contraninio). Também as letras podem
ser encaradas como parametros, como por exemplo na equagdan ¢ onded e¢ sdo
parametros (USISKIN, 1995).

Assim, as atividades relacionadas com relagdes entre grandezas sdo importantes, além
de desenvolverem o racimio envolvido na obtencdo de modelos que descrevem fenbmenos

naturais e situacées do cotidiano, também permitem aprimorar a linguagem algébrica.

2.1.4 AAlgebra como estudo das estruturas

Identificase aAlgebracomo estudo das estruturas, quandartids com expressées
variaveis, sem ligacdo direta, pelo menos inicialmente, com um problema numeérico, uma
relacdo funcional, ou um modelo a ser traduzido e generalizadoT(S88/N2007).Usiskin
(1995 exemplifica estaconcecaopelo uso das propriedades ltridas as operacfes com
polinbmios e numeros reais. Por exemplo, suponhamos que se queira fatorar a expiessao
TO W p o . Observamos neste exemplo que a utilizacao e o significado da variavel ndo é o
mesmo que nasoncec¢Oesanteriores. Primeamente ndo ha um modelo aritmético a ser

traduzido e generalizado, como na primemacecdoSegundo, este exemplo néo consiste de
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uma equacao, ou seja, a variavel ndo assume papel de incognita ou algo a ser encontrado.
Finalmente, ndo se trata tambémudea lei funcional, portanto a variavel independente nao é
vista como um argumento (USISKIN, 1995). Sendo assim, nessacaa@s letras podem ser
manipuladas segundo as regras da aritmética, como simbolos arbitrarios, onde os estudantes
muitas vezes asncaram simplesmente como rabiscos no papel (SANTOS, 2007; USISKIN,
1995).

Muitas das dificuldades e questionamentos no ensindlgibravém a tona quando
estamos trabalhando atividades relacionadas acessacéppois exige do estudante maior
amadureanento com relacaosaécnicas e operacdes algébricas, tendo em vista que as letras
estardo em um contexto abstrato. Normalmente esta situagdo ocorre por volta do 7° ano do
ensino fundamental, quando comeca o trabalho com produtos notaveis, fatoracéicagiawpl
de expressoes algébricas e operacdes com mondmios e polindmios. Neste contexto, o estudante
i r8 manipular as vari8veis flusando propried
1995,p.18yuankeapaeBs«o a ser manpiul adaodo ( HANKE

E muito importante que os estudantes saibam lidar abstratamente com as variaveis
utilizando técnicas adequadas, contudo, conforme Hanke (2008), o uso das técnicas ou regras
sem significado, dificulta o aprendizado e consequentemente leva ecgrceguais. Podemos
exemplificar esta situacdo com um exemplo bem comum nas salas de aula, que se trata de
quando pedimos para os estudantes simplificarem uma expressao algébrica. Dificiimente o
estudante vé algum objetivo ou sentido em executar esta a&g@al de contas, ndo € para
encontrar o valor da variavel. Ele ndo entende que simplificar por si s6 € uma resolucéo: nao
sabe distinguir equacdes de expressoes algébricas (HANKE, 2008).

A utilizagéo de atividades sob estmcecapoportuniza aos eslantes experiéncia com
a Algebraabstrata, aprimorando as técnicas de manipulacdo e compreens&o de modelos mais
abstratos e formais. E para isso, € necessario que se dé significado ao calculo algébrico,
justificando os objetivos que levam a simplifiéa efatoracao de expressoes.

Portanto, pra Usiskin (1995) asoncecdesle Algebraestéo relacionadas aos papéis
atribuidos as variaveis, as quais devem ser exploradas e trabalhadas em contextos significativos.
O autor destaca que estasmcecfepodem mudacom o tempo, como por exemplo devido as
aplicagbes matematicas euilizacdo dos computadores. O autor exemplificea@xecoes
através de atividades, mas ndo menciona o pensamento algébrico ou sobre como essas
atividades o podem desenvolver. SeguexamaiQuadro 2, que resuras quatra¢oncecdese

Algebraapresentadas por Usiskin (1995).
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Quadro2 - Sintese dasoncecéesle Algebrade Usiskin (1995)

ConcecaalaAlgebra Uso das variaveis

Generalizadomde padrbes
Aritmética generalizada
(traduzir, generalizar)

Incognitas, constantes
Meio de resolver certos problemas
(resolver, simplificar)

Argumentos, parametros
Estudo de relacbes
(relacionar, gréficos)

Sinais arbitrarios no papel
Estrutura
(manipular, justificar)

Fonte:adaptado dé&siskin (1995, p. 20)

2.2 AS CONCECOES DE ALGEBRA E EDUCACAO ALGEBRICA, SEGUNDO
FIORENTINI, MIORIM E MIGUEL

Os trabalhos de &fentini, Miorim e Miguel (1992,993) tém sido referéncia para
pesquisas sobreoncecbesde Algebra e Educacdo Wyébrica, contribuindo com as
investigacoes e reflexdes sobre as implicacdes dessaescdesa oganizacao dos curriculos,
confeccdodos livros didaticos e no proprio ensino e aprendizagerlgiebra atualmente
(SILVA et al., 2015). Portanto, apresentaosna seguir, as referidas abordagens didaticas do
ensino déllgebra dissertando sobre comd\ebrafoi encarada (como uma forma de pensar,
como linguagem, como procedimento,. etitirante as mudancas significativag qorreram

ao longo do tempo.

2.2.1 Concecoesle Algebra

As concecdesde Algebra segundo Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), s&o
estabelecidas levando em conta o seu desenvolvimento histdrico, e a constru¢do do pensamentc
e linguagem em cada etapa de evolucadldabra Os autores cag@rizam essasoncecoes
em: processoldgica, linguistiastilistica, linguisticesintaticosemantica e linguistieo

postulacional.
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A concecaprocessoldgica dalgebraé encarada como um conjunto de procedimentos
(técnicas, artificios, processos e métddosn o objetivo de resolver um certo tipo de problema,
a partir de passos sequenciais padronizados. Observamos algumas semelhancas entre est
concecae aconcecaale Algebracomo procedimentos para resolver um problema, indicada
por Usiskin (1995). Apes de que em Usiskin (1995) especHsm 0 uso da letra como
incognita e em Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) ndo, as duas possuem em comum o carater
tecnicista e algoritmizado, com o objetivo de resolver um problema.

A concecadinguisticoestilisticade Algebraé encarada como uma linguagem, que é
criada especificamente para expressar objetivamente os procedimentrsegacanterior.
Nesta concecdondo basta existir um pensamento algébrico, mas entsiza forma de
expressdo desse pensamentog(lagem). Distinguse o0 pensamento da sua expressao,
propondo uma ruptura desta linguagem especifica com a linguagem corrente.

Entendese aconcecaade Algebracomo linguisticesintaticosemantica, aquela que,
como naconcecaanterior, é caracterizadampuma linguagem concisa e especifica, contudo
valorizando os diferentes significados para a representacdo dos simbolos (semantica) e as
rela-»es existentes entres eles (sint8tico)
possibilitando o desepnWwimento dessa linguagem ao nivel sintatico e ampliarsdonao seu
poder instrumental ( FI ORENTI NI , MI ORI M, MI GUE L, 1993
que estaoncec¢d@ ainda mais rigorosa que a anterior, pois nela, a condicdo necessaria para
que exish um pensamento algébrico vai além de se conceber uma linguagem especifica para

esse pensamento, mas

[...] a consciéncia de que essa linguagem, para adquirir a dimensao operatoria
e revelar o seu poder transformacional e instrumental, deve atisigituoe

0 estagio mais elevado de uma linguagem verdadeiramente simbdlica, no
sentido anteriormente definido (FIORENTINI, MORIM, MIGUEL, 1993, p.

83, grifo dos autores).

A concecaolinguisticopostulacional, também encarafdgebra sob as lentes da
linguagen simbdlica, contudo os simbolos passam a representar entidades matematicas de
carater genérico e abstrato. Diferente de antes, ndo se restringe a representacao de quantidade
continuas ou discretas, mas estende os dominibdlgdhraao tratar de entidadenatematicas
que ndo estdo sob o tratamento quantitativo, como por exemplo, as estruturas topologicas.

ApoOs a identificacdo e caracterizagcdo destascecOesde Algebra os autores as
relacionam com as principaisoncecdesde Educacdo Wébrica, firmada durante o
desenvolvimento da educacdo matematica elementar. &ssaecoese as referidas relacées

existentes, serdo apresentadas a seguir.
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2.2.2Concecbesle Educacao Algébrica

No tocante a Educacaolg&brica, Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) diem o
desenvolvimento do ensino dégebraem trés principaisoncec¢deslinguisticepragmatica,
fundamentalistaestrutural e fundamentalistaalogica. Iremos ver a seguir essas trés
concecbesobre o ensino dAlgebraque surgiram antes, durante e deplsnovimento da

matematica moderna.

2.2.2.1Concecadinguisticopragmatica

Antes do movimento da matematica moderna, a abordagem algébrica era mecénica e
automatizada, onde Aritmética/dgebra eram vistas numa relagdo de complementacio: a
Algebra era encarada como mais poderosa que a Aritmética, devido a possibilitar
generalizagdes (FIORENTINI, MIORIM, MIGUEL, 1992).

A primeira concecacchamada linguisticpragmética repercutise durante o século
XIX e a metade do século XX. Nela acreditaeaque pra o estudante ter a capacidade de
resolver problemas, seria suficiente e necessario mesmo que mecanicamente, adquirir o
transformismo algébrico por meio da aplicagdo de regras e propriedades, obter expressdes
algébricas equivalentes. Neste momentdlgebraera vista apenas como um instrumento
técnico para resolver problemas, em maior nivel do que era feito em Aritmética, enfatizando
se a técnica (sintaxe) (FIORENTINI, FERNANDES, CRISTOVAO, 2005).

Acreditavase que para ser possivel aplic&lgebranas resolucdes de problemas, era
antes necessario a pratica de manipulacbes algébricas em atividades totalmente
descontextualizadas, a partir do célculo literal. Dessa forma o ensikigateaera baseado
na seguinte sequéncia de topicos: inicisgapeloestudo das expressdes algébricas, por
conseguinte, aplicavse operagcdes nestas mesmas expressdes encontrando outras equivalentes,
e por fim as utilizavam na resolugao de algum problema (FIORENTINI, MIORIM, MIGUEL,
1993). Observae que esta abordagem dida para algebra baseiase naconcecaalgébrica
linguisticosintaticasemantica e processoldgica, onde enfateaprimeiro a linguagem

algébrica e seu poder instrumental.

Devido a essa caracteristica de se investir na linguagem algébrica pasa depoi
resolver problemas, Fiorentini, Miguel e Miorim chamaram essa primeira
concecgdode linguisticepragmaticai aprendiase uma linguagem para a
pratica da resolucao geoblemas (GOMES, 2013, p. 34).
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Para ilustrar essancecapFiorentini, Miorim e Migue(1992) apresentam um exemplo
retirado de Pérez y Marin (1928, p. 35), que trata da multiplicacdo de expressdes algébricas,
onde a explicacao é apresentada em forma de regra, e logo em seguida € indicada a aplicacac

da mesma através de exemplos literajgredentamos esse exemplo no quadro abaixo.

Quadro3 - Multiplicacao de expressodes algébricas

1° caso: Para multiplicar um mondémio por outro, multiplicsanos coeficientes e, e
continuacao, escrevese as letras, afetando cadaaude um expoente igual a soma
expoentes que a mesma letra tem nos monémios, e ao produto okdlo dénal que Ih
corresponde, segundo a regra dos sinais.

Exemplos:

0O M ITEW® P O
Z X0 W vad Z 0w )
va €1 Ozuvde Nl i cuOE N 1iNn

20000 I7COONQ  ehonM

2° caso: Para multiplicar um polinbmio por um mondmio, multidieapela regra d
primeiro caso, cada uwhos termos do polindémio pelo monémio, e sorwOS produto
parciais. E a mesma regra da multiplicacdo de uma soma e de uma diferenca indicad
namero, ja demonstrada ennittnética.

Exemplos:

00 ZTOOZ P €O TOD POOZYIDZP WA TOW®
VWWZCOW WWWZTW O COW)=TPpPBOW W CXPW P Q.

Fonte: producéo dardprio autor, a partir de Pérez y Marin (1928%).apud Fiorentini, Miorim e Nguel (1992,
p. 43)

2.2.2.2Concecadundamentalistaestrutural

Com o movimento da matematica moderna na década de 60, lnmavbusca por
formalizar os conteldansinados na matematica escolar, com a tentativa de uniécairm

de AritméticaAlgebrae Geometria. Isso dese

[...] pela introducdo de elementos unificadores tais como a teoria dos
conjuntos, as estruturas algébricas e as relacdes que, acrsditava
constituiriam a base para a construcao logica do novciedmnatematico
(FIORENTINI, MIORIM, MIGUEL, 1992, p. 45).
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Opondese a concecdo anterior, (caracteristicas pragmaticas com regras sem
justificagOes e procedimentos mecanicos) surgiu uma cmweecaaurante 0 movimento da
mateméatica moderna: a fundamdista-estrutural. Como o proprio nome ja nos indica, ela
tinha o objetivo de fundamentar a matematica escolar, baseadancecéode Algebra
linguisticopostulacional, no qual se estudava as estruturas gerais. Para fornecer os fundamentos
de toda a Matenti@#a, em especial justificar cada passagem do transformismo algébrico,
(célculo algébrico e estudo das equacdes) introekezia estudo dos campos numéricos, da
Teoria dos Conjuntos, das estruturas e propriedades, das relacdes e funcdes (FIORENTINI,
FERNANDES, CRISTOVAO, 2005). Pressupunham que justificando as operacdes através das
propriedades, os estudos das equacdes levando em conta os campos numéricos das solugde:
ajudariam os estudantes posteriormente a aplicar esses conceitos em outros contextos.

Paa exemplificar essaoncecapFiorentini, Miorim e Miguel (1992) langaméao de
exercicios retirados de um livro didatico que refletia o ideario modernista, mostrando a
fundamentacdo do transformismo algébrico a cada passo feito nos calculos, por meio das
propriedades estruturais dos conjuntos numéricos. Esses exemplos sdo apresentados no quadr

a sequir.

Quadro4 - Exercicio resolvido, o qual pede para demonstiélo & @

Transformacdes

Propriedades

Comutativa

e e Definicdo do divisor ers*
W
Associativa
WO ®
Produto de elementos inversos
oPp o Elemento neutro

Fonte: producao dpréprio autor, a partile Gruema (1977, p. 87 e 88) apudr&iini, Miorim e Miguel (1992)

Mostrando a contraposicdo entre essa nomacecaofundamentalista e a antiga
concecaopragmatica, observamos as duas definicbes de equacédo citadas abaixo, onde a

primeiraeracomumnensi no fAantigoo e a segunda no en

Equacdo é toda igualdade que exprime uma relagdo entre as quantidades
conhecidas e desconhecidas de um problema sendo as quantidades
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conhecidas, os dados do problema ou da equacdo e as quantidades
desconkcidas as incognitas (PEREZ Y MARIN, 1928, p.15 apud
FIORENTINI, MIORIM, MIGUEL, 1995, p. 47).

A toda sentenca aberta, que encerra a relacdo de igualdade e que se torna
verdadeira para determinados valores das variavese ddhome de equacdao.

Para ques sentencas se tornem verdadeiras é necessario que se dé as variaveis
valores que pertencam a um determinado conjunto universo (ZAMBUZZI,
1965, p. 14 apud FIORENTINI, MIORIM, MIGUEL, 1995, p. 47).

Observase que na segunda definicdo de equacgdo, asadonta primeira, ndo se
associa inicialmente o conceito de equacao a necessidade de encontrar o valor da incognita. Em
vez de uma preocupacao pragmatica, enfatizaa precisao conceitual e na expressado de uma
linguagem adequada que fundamente o camabdt equacdo. Assim conforme Fiorentini,
Miorim e Miguel (1993), houve uma reorganizacgio do curriculligebra de forma que os
tépicos algébricos fossem antecedidos por tépicos fundamentadores: conjuntos numeéricos,
propriedades estruturais, estudos doantificadores, sentencas abertas e fechadas, conjunto
universo e conjunto verdadejuacoes e inequacbes de 1°graupec edi dos por Ano

algébricos: fungdes, funcbes de 1° e 2° graus, entre outros.

2.2.2.3Concecadundamentalistanaldgica

ApGs o movimento da matematica moderna, no final da década de 1970, surge uma nova
concecaale Educacéao yebrica chamada fundamentalistaalogica, a qual esta vinculada a
concecaode Algebra linguisticosemanticesintatico. Aconcecadundamentalistanaldgica
tenta sintetizar as outras duas anteriores, recuperando o transformismo algébreator
instrumental dé\Igebraatravés das regras e calculos algébricos para resolucéo de prdblemas
e ao mesmo tempo se preocupando em justificar as passagess wansformismo
(FIORENTINI, MIORIM, MIGUEL, 1993). Por mais que essance¢caddambém tenha uma
natureza fundamentalista, assim como ocorria no movimento modernista, a preocupacao agora
de fundamentar as passagens do transformismo algébrico se base@uesos geométrico
visuais.

Segundo Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), nessancecaoacreditase que uma
fiAlgebrage o m®t ri cado seria superior didatic-ament
simbdlicas, devido essa nova abordagem permitwalizar de forma mais concreta as

identidades algébricass@utoesainda acrescemnmaque

Isso, porém, néo significa defender a tese determinista da impossibilidade de
acesso do estudante a uma forma de abordagem meramente simbdlica e mais
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abstrata masimplesmente, acreditar que a etapa geométigt@l constitui
se em um estagio intermediario e/ou concomitante a abordagem simbdlico
formal (FIORENTINI, MIORIM, MIGUEL, 1993, p. 84).

Além de utilizar a ®@ometria para justificar o transformismo algébyioutro recurso
marcante dessancecae o uso de balancas e gangorras, para que através das leis de equilibrio
possam justificar aos estudantes a resolucao de equacdes. Observamosquesgstainda
esta relativamente presente em muitos livrostidids e nas perspectivas atuais de ensino de
Algebra quando se trabalha com produtos notaveis e fatoracdo de expressdes algébricas. Por
exemplo para calcular o produto das expresstes p Aw p, utiliza-se a ideia de area de

um retangulo de lados respigamente iguais a estas expressdes, conforme ilustrado a seguir.

Figural- Produto de expressodes algébrigikzandoa area de um retangulo

Jx+1

X X X 1

x+1

Fonte: producéo dpréprio autor

Com relacdo ao uso da balanca, que também éntecBoje no ensino degebrg é
utilizada para mostrar que quando fazemos as mesmas operacfes em ambos 0s membros de
uma equacao, a igualdade se mantém. Para ilustrar essa situacdo podemos imaginar uma
balanca de dois pratos em equilibrio, onde de umhadim objeto de peso desconhecido e um
peso de 10 kg. No outro ha um peso de 5kg e outro de 10 kg. Ao se retirar dos dois lados o0 peso
de 10 kg a balanca continuara em equilibrio e assim o objeto desconhecido possui peso igual
5kg. Justificase assim, aseguintes transformagfe® p T puU W pTMT UL pPTI
@ U, subtraindesep e ambos os lados.

Os autores Fiorentini, Miorim e Miguel (1993, p. 85) fazem uma sintese comparativa
entre as trésoncecbe® pontuam que elas possuem algo em comum que € didaticamente
negati vo: ofi[do. .p]lenas arneednut-o« al g®bri co ~ -sei ngu
destaque a ideia de um pensamento, que independente de uma linguagem especificamente
algébrica, pode ser manifestado, conferindo assita outra possibilidade para a Educacéo

Algébrica: dsenvolver o pensamento algébrico.
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2.3 ASCONCECOE®E EDUCACAO ALGEBRICA, SEGUNDO LINS E GIMENEZ

Segundo Lins e Gimenez (2001, p. 89), ndo ha consenso do que seja pensar
al gebricament e, mas exi ste ¢ onfdgebnasequaciesn br e
calculo literal, funcbeg . . . ] 0. Tendo isso em vista, 0s
Concecbesle Educacao Wébrica sdo pautadas nos diferentes conceitos de atividade algébrica
ou seja, no significado que se da aquilo que é caracteriaaatigébricoOs autores afirmam
que essa atividade, numa descricao mais superficial, é caracterizada por resolver problemas da
Algebra ou seja, ® deschAlgetrad CbmMNSAf @Gz RMENBZD, u3
Indicam, portanto, algumas abordageasapo ensino e aprendizagemAlgebra que serdo

apresentadas nas secdes a seguir.

2.3.1Concecadetrista e letrista facilitadora

Nessaconcecéoa Algebra (as atividades ditas algébricas) se resume ao célculo com
letras, seguindo a tradicional sequéna ft ®c ni ca (algoritmo) [/ p
ainda dizem que essa abordagem didatica € muito comum na maioria dos livros didaticos
encontrados no Brasil. Essa forma de ensino ndo se baseia em reflexdes ou investigagcbes, mas
apenas tradic® as quais ja se mostraram ineficazes em relacdo a aprendizagem (LINS,
GIMENEZ, 2001). Assemelhge aconcecadinguisticepragmatica de Fiorentini, Miorim e
Miguel (1993), onde valorizavse o transformismo algébrico no qual o célculo literal para a
aplicacéo de conceitos era o foco das atividades.

Os autores questionam porque esta préatica ainda é tao popular, e mostram que a resposta
tem ligacdo com a propr@ncecaaue o professor internalizou, por seguirem por tanto tempo

apenas o que os livros ofeem, sem talvez procurar outras alternativas.

Por um lado, é verdade que ainda precisamos que as editoras e as
universidades colaborem mais, para produzir material que ofereca alternativa
ao gque domina hoje, mas, por outro lado, é mais do que progyaseh
repeticdo dessa pratica por tanto tempo, aliada ao fato de que o livro representa
uma voz que se reveste algtoridade termine por constituir, para a maioria

dos professores, a nogdo de que a atividade algébficalculo literal”,
incluindo-se ai"céalculos" menos ou mais dificeisentre estes ultimos, por
exemplo, a resolu¢cdo de equacles, vista apenas do ponto de vista dos

algoritmos (LINS, GIMENEZ, 2001, p. 106).

Sobre o que foi dito no paragrafo anterior, os autores esclarecem dois pomeisoPr
gue de fato, a pratica letrista representa de certa forma uma atividade algébrica, pois caso
contrario nao teria sobrevivido por tanto tempo. Segundo que, repensar essa pratica, propde
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mudancas, e para isso serd necessario convencer muitas pessaasividade algébrica ndo
se resume apenas em calculo literal.

Seguindo ainda uma tendéncia letrista, mas com uma abordagem facilitadora, propds
se 0 uso de situagdes concretas (uso de materiais manipulativos) para que através da abstragac
se formalze os conceitos de algumas estruturas algébricas. Por exemplo, o uso de areas para
ensinar produtos notaveis e das balancas para a resolucdo de equacgfes. Essa abordagem didatic
possui semelhancas cor@ancecadundamentalistaanaldgica de Fiorentini, Mrim e Miguel
(1993), na qual justificavae o transformismo algébrico utilizando recursos geometrst@is

e materiais concretos como gangorras.

2.3.2 Algebra como modelagem matematica

Nessaconcecapassim como na letrista facilitadora, as propogtatem do concreto,
no entanto em situacoes reais (situacées do cotidiano) ou realistas, (situacdsscorada
finalidade didatica, com um maximo de semelhanca com uma situeggoa partir de
atividades investigativas e exploratorias. De acordo corm €iGimenez (2001, p. 109), essa
abordagem did8tica se estabelece dAf[...] n
algébrico serve ao proposito de iluminar ou organizar uma situagdo, como uma ferramenta e

nNn«o como objeto prim8rio do estudoo.

2.3.3Algebracomo aritmética generalizada

Nessa abordagem didatica, a atividade algébrica se caracteriza como expressao de uma
generalidade. Para mostrar essa ideia de generalidade, podemos pensar em atividades que
envolvam padrdes geométricos, onde o objatieapressar algebricamente uma relagéo geral.

Como por exemplo a relagao entre quadrados brancos (B) e pretos (P), corfayura a.

Figura2 - Atividade envolvendo padrao geométrico

i B

6 ¢0 o
Fonte Lins e Gimenez (2001, {10)
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H& uma certa compensacdo com relacdo a tendéncia letrista, poisasgdode
Algebracomo aritmética generalizada, existe maior preocupacdo com a linguagem algébrica
como meio de expressdo, e ndo somente com os aspectos transformacickigisbda
Portanto, nessaoncecdoe dado maior valor a linguagem algébrica como uma forma de
exprimir ideias e significados, e ao mesmo tempo traduzir e genepaiidessomo é feito

naconcecaale Algebracomo aritmética generalizada de Usiskin (1995).

2.40 ENSINO DEALGEBRA SOB AS LENTES DOS PCN

Os Parametros Curriculares Nacionais eram um conjunto de documentos com diretrizes
curriculares, elaborados pelo Governo Federal com o objetivo de orientar e uniformizar a
educacao brasileira, antes da BNCCisstituida. Os PCN para o ensino fundamental eram
organizados em quatro ciclos, distribuidos em dois volumes (1997 e 1988%ino
fundamental I: ciclo 1 e 2, Ensino fundamental Il: ciclo 3-@dde cada ciclo correspondiam
a dois anos de ensino, naigatdivisdo seriada. Os parametros curriculares nacionais para o
ensino médio (PCNEM) foram elaborados em 1999, e posteriormente no ano de 2002 foram
criadas orientagcbes educacionais complementares a este documenht), @@€alizando em
maior grau ndormacéo profissional. Portanto, nesta se¢do examinaremos céigetaae

seu ensino eram abordados nesses documentos.

2.4.1 Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental

Os PCN do ensino fundamental I, que contemplava o primeiro e segundoictazia
referéncia direta dlgebra mencionavam a prélgebra a qual poderia ser desenvolvida
segundo o documento, nos anos iniciais, entretanto com maior foco nos anos finais do ensino
fundamental.

Embora nas séries iniciais ja se possa desenvoivex préAlgebrag é
especialmente nas séries finais do ensino fundamental que os trabalhos
algébricos serdo ampliados; trabalhando com situgg@dtema, o aluno
reconhecera diferentes funcbes dégebra (como modelizar, resolver
problemas aritmeticamenitesolUveis, demonstrar), representando problemas
por meio de equacgbes (identificando parametros, variaveis e relagbes e
tomando contato com formulas, equacgles, varidveis e incognitas) e
conhecendo a Asintaxed (regras para
1997, p. 39).

Nes® documento ndo havia uma proposta formal para o desenvolvimento do

pensamento algébrico, de forma queigebraera abordada sob o eixo do nimero e operacdes,
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com o objetivo de desenvolver procedimentos de célculos, propriedadesradedes e escrita

numeérica.

Desenvolver procedimentos de célcélomental, escrito, exato, aproximado

0 pela observacdo de regularidades e de propriedades das operagfes e pela
antecipacdo e verificacdo de resultadbgerpretar e produzir escritas
numeéicas, levantando hipéteses sobre elas, com base na observacdo de
regularidades, utilizandse da linguagem oral, de registros informais e da
linguagem matematioc@RASIL, 1997, p. 47).

Ao construirem e organizarem um repertdrio basico os alunos comeg¢am a
perceber, intuitivamente, algumas propriedades das operacdes, tais como a
associatividade e a comutatividade, na adicdo e multiplicacdo. A
comutatividade na adicdo € geralmente identificada antes de qualquer
apresentacdo pelo professor. Isso pode ser m@madsituacées em que, ao
adicionarem 4 + 7, invertem 0s termos para comecar a contagem pelo maior
namero. Também algumas regularidades, presentes nas operagfes, comeg¢am
a ser percebidas, tais como: observar que, nas multiplicagbes por 2, todos os
resultads sdo pares; que, na tabuada do cinco, os resultados terminam em
zero ou em cingeetc. (BRASIL, 1997, p. 74).

No PCN do Ensinodmdamental I, a partir do terceiro ciclo (5% e 62 série), era sugerido
a exploracdo de situacdes de aprendizagem parseawddvimento do pensamento algébrico,

mediante atividades que contemplassem os seguintes objetivos:

9 reconhecer que representacbes algébricas permitem expressar
generalizacdes sobre propriedades das operacdes aritméticas, traduzir
situacBegproblema e faprecer as possiveis solugdes;

T traduzir informagBes contidas em tabelas e graficos em linguagem
algébrica e viceversa, generalizando regularidades e identificar os
significados das letras;

9 utilizar os conhecimentos sobre as opera¢cdes numéricas e suas
propliedades para construir estratégias de calculo algébrico
(BRASIL, 1998, p. 64).

Finalmente, para o quarto ciclo (72 e 82 série), os PCN sugeriam desenvolver o

pensamento algébrico a partir dos seguintes objetivos:

1 produzir e interpretar diferentes esasitalgébricas expressoes,
igualdades e desigualdies identificando as equacbes, inequacdes e
sistemas;

9 resolver situacbegroblema por meio de equacdes e inequacdes do
primeiro grau, compreendendo os procedimentos envolvidos;

1 observar regularidades ea@selecer leis matematicas que expressem
a relacdo de dependéncia entre variaveis (BRASIL, 1998, p. 81).

Nes® ciclo aAlgebraera desenvolvida a partir da phégebratrabalhada no ciclo

anterior, onde os conceitos algébricos eram explorados intugntanpor meio de jogos,
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generalizacdes, graficos e modelos matematicos, e ndo por procedimentos puramente
mecanicos (BRASIL, 1998, p. 84). E indicado que a partir da resolucdo de problemas, os
estudantes poderiam dar significado a linguagem algébricaehexer as diferentes funcdes
daAlgebra

Os PCN para o ensino fundamental afirmavam que para desenvolver o pensamento
algébrico, devisse trabalhar atividades que intetacionam diferentesoncecéesle Algebra
Estasconcectesegundo os PCN, poderiasar interpretadas levando em consideragdo o uso

das letrasgconformea FHgura 3

Figura3 - Dimensdes dalgebrasegundo os PCN

Algebra no ensino fundamental

Dimensdes Aritmética , "
da Algebra Generalizada Funcional Equacdes Estrutural
Letras como
Letras_conlo variaveis para Letras como
Uso das generalizagbes Letras como .
letras do modelo exprossar incégnitas simbolo
aritmatico relagdes e g abstrato
funcbes
Contetidos | Propriedades Calculo
(conceitos d:ﬁ eorg?ig@giz Variagéo de Resolugéo ogigﬁbr}ﬁ%e
d‘? pnos[:e— g de pa drﬁ'ﬁes grandezas de equacdes expneggﬁes
imentos
) aritméticos equivalentes

Fonte: Brasil (1997, p. 116)

Na dimensdo da aritmética generalizada, os PCN recomendavam ativileees
investigassem padrdes, identificando sua estrutura e construindo uma linguagem algébrica para
representda simbolicamente. Enfatizaxse o uso das letras para expressar regularidades,

confame ilustra a situagéapresentada no Quadro 5.

Quadro5 - Exemplo da otnenséao aritmética generalizada

™
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Nest situacdo, o professor pode encaminhar uma atividade para que os alunos enc
expressdo n2 n que determina o niumero de quadradinhos brancosédama figura (ag
retirar-se n quadradinhos pretos do total n2 de quadradinhos). Eles também verifican
guadradinhos brancos de cada figura, a partir da segunda, podem formar um reta
€ D¢ p quadradinhos brancos. Assim os alunos podem constatar a equivaléncia

expressbex ¢eedJ&¢ p 38

Fonte: producao dpréprio autor, a partde Brasil (1998, p. 117)

Na dimenséo funcional, as atividades tinham como objetemtifttar as letras como

variaveis representando niumeros de um conjunto numérico, ou seja, ndo somente como valor

desconhecido (incognita). E a partir da exploracdo de situacdes que envolviam variacdes de

grandezas, desenvolver o conceito de fungcdo. OsrB€&ihendavam a utilizacédo de softwares,

tabelas, planilhas, gréaficos e calculadoras para a realizacdo dos procedimentos. Exemplificando

estaconcecéao

O dono de um grande estabelecimento concluiu que o preco de uma
determinada linha de produtos deveria #endida a varejo com um valor
majorado em 40% sobre o de custo para que a margem de lucro fosse
significativa (BRASIL, 1998, p. 119).

A partir desta situacdo, os estudantes deviam construir uma tabela expondo a relagéo

entre o preco de venda e custonforme apresentado no Quadro 6.

Quadro6 - Exemplo da dimensao funcional

Produto P: preco de custo (R$) V: preco de venda (R$)
) Chy m chpmt chptOft  ohwg
) ) b Tt o vt xmm
) ) ) e v W v Yo Ot p@u
) 6 oft v v i Ot p& o
6 p it pmnpimmoit pinm
a8 a8
0 0 0 Or

Fonte:adaptado de Brasil (1998, p. 119)

No exemplo citado acima, latra representa uma incégnita, ou seja, um valor que

necessita ser encontrado.partir disso, propése a resolucdo de uma equagdo, como por
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exempl o: Aqual ® o pre-o de custo de wuma m¢
(BRASIL, 1998, p. 119).

Na dimensao estrutural, objetivasa explorar atividades que envolviam simplificacao
de expressdes algébricas, para facilitar a resolucéo de equa¢cdes que modelam matematicaments
uma situacagroblema. Enfatizavae também o calculo algébrico, onde etsak possuem
carater abstrato, as quais podiam ser melhor compdsendisando recursos geométricos,

conforme é exemplificado na Figura 4.

Figura4 - Visualizacao de expressoes algéasi através do calculo de areas

A 2
A
1%) Calculo da area doreténgulo pela 2°) Célculo da area do retangulo pela
multiplicagdo das dimensdes do soma das areas das figuras que o
retangulo:ae at+2: a.(a+2). comp&em, o quadrado e o retangulo

menor: a*+ 2a.

Obtendo-se assima.(a+ 2)=a*+2a.

Fonte: Brasil (1998, p. 12

Os PCN recomendavam a interpretacdo geomeétrica dos calculos algébricos por serem
interessantes, mas nem sempre era possivel encontrar um modelo geométristiffzaaraljm
calculo algébricoObservamos uma forte influénaim trabalho de Usiskin (1995) no PCN.

Essas semelhancas serdao melhpresentadas, resumidamente, no Quadro 7

Quadro7 - Semelhancas entre esncecdes de Algebra de Usiskin (1995) e dimensées da
Algebra dos PCN

Concecoes del§ebra segundo Usiskin Dimensdes da Algebra segundo o PCN
(1995)
Aritmética generalizada Aritmética generalizada
1 Letras como generalizadoras 1 Letras como generalizacGes
padrées modelos aritméticos
Objetivos: traduzir, generalizar Conteudos: propedades das operacles
generalizacdo de padroes
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Concecoes de Algebra segundo Usiskit _ . i
Dimensodes da Algebra segundo o PCN

(1995)
Meio de resolver certos problemas Equacbes
1 Letras como incognitas 1 Letras comoricognitas
constantes
Objetivos: resolver e simplificar. Conteudos: resolucdo de equacdes

Estudo de relacbes _
Funcional

1 Letras como argumentos o
R 1 Letras como waaveis parg
parametros . .
expressar relagdes e funcoes

Objetivos: relacionar, construir e anali ) o
Conteudo: variacao de grandezas

graficos.
Estudo das estruturas Estrutural
1 Letras como rabiscos arbitrari 1 Letras como simbolo abstrato
no papel Conteudos: Calculo algébrico e obtencaa
Objetivos: manipular e justificar. expressdes equivalentes.

Fonte: producao do préprio autor, a partittskin (1995) e BRASIL (1998)

Portanto, as atividades algébricas propostas pelos PCN do ensino fundamental
desenvolviarrse a partir da resolucdo de problemas, com o objetivo de conferir significado a

linguagem, dimensionandofgebramediante as diferent@sterpretacdes das letras.

2.4.2 Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio

Nos PCNEM e PCN+ h& um consenso sobre a importancidlgkbra para a
comunicacdo e interpretacdo de situacdes da vivéncia cotidiana, se apresentando como
linguagem(graficos de um noticiario, por exemplo) e como instrumento de célculo (calculos
financeiros, em geral). Os documentos afirmam que o curriculo deve garantir o aprofundamento
dos conhecimentos relativodbyebralevando em consideracéo as questdes hist®#s sociais
do seu desenvolvimento. Elencam também habilidades que devem ser desenvolvidas,

juntamente aos conte¥%dos al g®bricos: Af[. . .]
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simbdlica, a validacdo de argumentos, a descricdo de modelospacidade de utilizar a
Mat em8tica na interpreta-«o0 e interven-«o n

O PCN+ tematiza &lgebracomo ntmeros e funcées, e para o seu desenvolvimento
propde duas unidades: variacdo de grandezas e trigonometria. Destaca c@uionpraos
basicos daAlgebra os processos de calcular, identificar varidveis, construir e interpretar
gréaficos, e resolver equacdes levando em conta os nimeros reais (BRASIL, 2002, p. 120 e 121).

O PCNH+, salienta que o estudo de fungbes deve ser abardddrma de aplicacoes,
de modo que o estudante adquira a linguagem algébrica como uma linguagem utilizada nas
ciéncias. Sugere abandonar em parte o tradicional enfoque na linguagem excessivamente
formal e iniciar diretamente pela no¢éo de funcao eragies que apresentem dependéncia de
grandezas. No tocante as sequéncias, sugerem ctaméideia de funcdo, associands a
graficos e analisando os conceitos de crescimento e decrescimento.

No estudo da trigonometria, indicam que € necessario questelp esteja ligado as
aplicacdes, como por exemplo problemas que envolvem medicao, calculo de distancias e a
construcdo de modelos de fenémenos periddicos. Ainda no carpgettes ha o estudo das
equacdes polinomiais e sistemas lineares, que dewsrseextensdo dos conhecimentos que
0s estudantes ja possuem de equacdes de 1° e 2° grau, e de sistemas de equacdes lineares 2 x
respectivamente.

Os conteudos e habilidades propostos por unidade temética, sao apreser@adaismo

Quadro8 - Conteuidos edbilidades por unidade tematica

Variacdo de grandezas

Conteudos:
1 nocéao de funcéao; funcbes analiticas e-adaliticas;
representacdo e analise gréfica;
sequéncias numeéricas: progressodes e nogao de infinito;

1
1
1 variagbesxponenciais ou logaritmicas;
1 fungbes seno, cosseno e tangente;

1

taxa de variagcédo de grandezas.

Habilidades:

1 Reconhecer e utilizar a linguagem algébrica nas ciéncias, necessaria para ex
relacdo entre grandezas e modelar situapf®sema, costruindo modelog

descritivos de fenbmenos e fazendo conexdes dentro e fora da Matematica.
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1 Compreender o conceito de funcdo, associamnd@xemplos da vida cotidiana

1 Associar diferentes funcdes a graficos correspondentes.

1 Ler e interpretar diferentes linggens e representacdes envolvendo variagoe
grandezas.

1 Identificar regularidades em expressfes matematicas e estabelecer relacd

variaveis.

Trigonometria

Conteuidos:

9 Trigonometria do triangulo retangulo;
9 Trigonometria de um triangulo qualque

9 Trigonometria da primeira volta.
Habilidades:

1 Utilizar e interpretar modelos para resolucéo de situagfddema que envolvar
medicdes, em especial o calculo de distancias inacessiveis, @pstraic modelog
que corresponahe a fenbmenos periddiso

1 Compreender o conhecimento cientifico e tecnolégico como resultado ds
construgdo humangem um processo histérico e social, reconhecendo 0 us

relacdes trigonométricas em diferentes épocas e contextos sociais.

Fonte: producao do proprio autopartirde Brasil (2002, p. 122 e 123)

Portanto, percebemos que nestes documentos referentes ao ensino e divisao curricular
da Algebra a abordagem utilizada é a resolucdo de problemas, priorizando a aplicagdo e
contextualizacdo dos conteudos e ndo @rgjdto tedrica e rigida de conceitos puramente
matematicos. Também podemos observar, que a proposta de trabalho é multidisciplinar, ao
passo que objetivee interpretar modelos e transformacdes, analisar regularidades, relacionar

0s conteudos com sua palnistorica, social e cultural.

2.5 ALGEBRA SEGUNDO A BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de carater
normativo que define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens
essenciais que todos os alurdesem desenvolver ao longo das etapas e
modalidades da Educacao Basica (BRASIL, 2018, p. 7).



44

O objetivo desse documento é ser um referencial nacional para a construcdo dos
curriculos em toda rede de ensino da Educacao Basica, alinhando politicas ediscpara a
formacao de professores, avaliacdo e elaboracdo de conteudos e critérios para a oferta de
infraestrutura. Sera apresentado nas sec¢des seguintes, cAigebea esta inserida neste
documento, nos niveis fundamental e médio, e também serd@adaslés possiveis difegas

e semelhancas com os PCNSs.

2.5.1 A etapa do Ensino Fundamental

Desde os primeiros anos do ensino fundamental, a BNCC na unidade tévgtica

tem por objetivo desenvolver o pensamento algébrico, de forma que padese®tolvimento

€ necessario que os alunos identifiguem regularidades e padrées de sequéncias
numeéricas e ndo numéricas, estabelecam leis matematicas que expressem a
relacdo de interdependéncia entre grandezas em diferentes contextos, bem
como criar, iterpretar e transitar entre as diversas representacfes graficas e
simbdlicas, para resolver problemas por meio de equacgdes e inequagdes, com
compreensdo dos procedimentos utilizados. As ideias matematicas
fundamentais vinculadas a essa unidade s&o: e@nooeia] variacao,
interdependéncia e proporcionalidade. Em sintese, essa unidade tematica deve
enfatizar o desenvolvimento de uma linguagem, o estabelecimento de
generalizacdes, a analise da interdependéncia de grandezas e a resolucao de
problemas por meide equacdes ou inequacdes (BRASIL, 2018, p.270).

Nos anos iniciais, o trabalho cofilgebraé iniciado com as ideias de regularidades,
generalizacdo de padrbes e propriedades de igualdade. Entretanto, ndo é proposto nesta fase
utilizacao de letras parexpressar essas regularidades. Nesta fase, o trabalho com sequéncias
envolve atividades de completar e construir uma sequéncia mediante alguma regra de formacao.
Também é trabalhada a nogédo de equivaléncia através de atividades que envolvam igualdade,
como : ng. .o. pbeset pentdogc o 1T po ( BRASI L, 2018,
Essas atividades sdo muito importantes para desconstruir a ideia de que a igualdade € um
simbolo unidirecional (sempre precede uma resposta numérica ou obedece sempre um Unico
sentido para a resol@g) e também que a igualdade neempresignifica queuma operacéo
deve ser realizada. Ainda nos anos iniciais do Ensino Fundamental, o documento sugere
trabalhar a nocéo intuitiva de funcéo, através da resolugéo de problemas elovalvariagéo
proporcional direta entre grandezas, no entanto sem a utilizagdo da regra de trés.

Ao contrario dos PCN que traziam nos anos iniciais no ensino fundamental uma pré
Algebrainserida no bloco@niimeros e operacdes, na BNCAlgebracompde m dos cinco

eixos tematicos. Nos PCN os conteudos algébricos eram sugeridos mais fortemente nos anos
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finais do ensino fundamental, e faaiamreferéncia direta ao pensamento algébrico nas séries
iniciais do ensino fundamental. Além dissms PCN as repesentacdes algébricas eram
utilizadas para expressar propriedades aritméticas e construir procedimentésudos,
enguantona BNCC- anos iniciais do ensino fundamental, o trabalho algébrico se estrutura
fortemente na forma de pensar com relacdo asripdgules aritméticas e ndo apenas nos
calculos e algoritmosgado que ndo se trabalha ainda a linguagem simbdlica e abstrata.
Percebemos que ndo houve um adiantamento de conteido, mas sim uma mudanca na forma de
trabalhar e o enfoque dado ao desenvolvimdetum pensamento que sera muito Util nos anos
seguintes.

Segundo a BNCC, d&lgebra no ensino fundamental anos iniciais, esta divida

conforme o Quadro.9

Quadro9 - Algebranos anosniciais do Ensino Fundamental

ANO | OBJETOS DE CONHECIMENTO HABILIDADES
Padrdes figurais e numeéricg (EFO1IMAOQ9) Organizar e ordenar objety

investigacdo de reguidades oy familiares ou representacdes por figuras,

padrées em sequéncias meio de atributos, tais como cor, forme
medich.
1°ano (EFO1MAL0) Descrever, apos

Sequéncias recursivas: observacac
regras utilizadas em seriacg
numeéricas (mais 1, mais 2, menos
menos 2, por exemplo)

reconhecimento e a explicitacdo de
padrdo (ou regularidade), os elemer
ausentes em sequémE recursivas d
nameros naturais, objetos ou figuras.
(EFO2MAQ9) Construir sequéncias d
nameros naturais em ordem crescente
decrescente a partir de um niumeualquer,
utilizando uma regularidade estabelecida.

Construcdo de sequéncias repetiti
e de sequéncias recursivas

(EFO2MA10) Descrever um padrao (|
regularidade) de sequéncias repetitivas ¢

2°ang 3 _ sequéncias recursivas, por meio de palay
ldentificacdo de regularidade ( simbolos ou desenhos.

sequéncias e determinacao

elementos ausentes na sequéncia | (EF02MA11)  Descrever os element
ausentes em sequéncias repetitivas e

sequéncias recursivas de numeros natu
objetos ou figuras.

! Cada habilidade é indicada pon cédigo alfanumérico cuja composigdo discrimina pagta componente
curriculare competéncias a que se refere
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ANO

OBJETOS DE CONHECIMENTO

HABILIDADES

B8°ano

Identificagéo descricdo ¢
regularidades em sequénc
numericas recursivas

e

(EFO3MA10) Identificar regularidades e
sequéncias ordenadas de nameros naty
resultantes da realizacdo de adicdes
subtracdes sucessivas, por um mey
namero, descrever uma regra de formaca
sequéncia e determinar elementos faltaj
ou seguintes.

Relacdo de igualdade

(EFO3MA1l1l) Compreender a ideia |
igualdade para escrever diferentes sente
de adi¢bes ou de subtracBes de dois num
naturais que resultem na mesma somg
diferenca.

Sequéncia numeérica recursi
formada por multiplos de um nime
natural

(EFO4MA11) Identificar regularidades €
sequéncias numéricas compostas
multiplos de um nimero natural.

Sequéncia numeérica recursi
formada por nameros que deixarm
mesmo resto ao ser divididos por
mesmo ninero natural diferente d
zero

(EFO4MA12) Reconhecer, por meio
investigacbes, que h& grupos de num
naturais para os quais as divisbes por
determinado numero resultam em res
iguais, identificando regularidades.

4%no

Relagdes entre adicdo e subéa e
entre multiplicagéo e diviséo

(EFO4MA13) Reconhecer, por meio
investigagbes, utilizando a calculad
guando necessario, as relacdes inversas
as operacoes de adicdo e de subtracao
multiplicacéo e de divisdo, para aplied na
resoluc@ de problemas.

Propriedades da igualdade

(EFO4MA14) Reconhecer e mostrar, f
meio de exemplos, que a relagéo
igualdade existente entre dois tern
permanece quando se adiciona ou se su
um mesmo numero a cada um desses ter

(EFO4AMA15) Deteminar 0 numerc
desconhecido que torna verdadeira (
igualdade que envolve as operag
fundamentais com nimeros naturais.

5% ano

Propriedades da igualdade e nocaq
equivaléncia

(EFO5MA10) Concluir, por meio d
investigacoes, up a relacdo de igualda
existente entre dois membros permanect
adicionar, subtrair, multiplicar ou divid
cada um desses membros por um me
ndmero, para construir a nocao
equivaléncia.

(EFO5MAL11) Resolver e elaborar problen
cuja conversaora sentenca matematica s¢
uma igualdade com uma operacao em
um dos termos € desconhecido.
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ANO | OBJETOS DE CONHECIMENTO HABILIDADES

(EFO5MA12) Resolver problemas qf
envolvam variacdo de proporcionalidac
direta entre duas grandezas, para asso(
guantidade de um produto ao valor a pa;
alterar as quantidades de ingredientes
receitas, ampliar ou reduzir escala em ma
entre outros.

(EFO5MAL13) Resolver probleme
ernvolvendo a partilha de uma quantidade
duas partes desiguais, tais como dividir
guantidade em duas partes, de modo que
seja o dobro da outra, com compreensay
ideia de razéo entre as partes e delas cc

todo.
Fonte: producao do proprio autarparir de BRASIL (2018, p. 27295)

Grandezasliretamentgroporcionais.
Problemas envolvendo a particéo d
um todo em duas partes proporcior

5% ano

A Algebra é estudada no 1° ano (antiga alfabetizacéio), através de contetdos que
relacionam regularidades e padrées numéricos e geomeétricos, em operacdes e propriedades
aritméticas, no 3° ano a partir do conceitoedeivaléncia nas igualdades, e no 5° sfio
introduzides os conceitos de variacao de grandezas.

Para os anos finais do Ensino Fundamental, a BNCC propde uma retomada ao que foi
trabalhado emiigebranos anos iniciais, com o objetivo de ampliar e apraitug conceitos.

E proposto que nesta fase os estudantes saibam os diferentes significados das variaveis em um:
expressdo, consigam generalizar uma propriedade, investigar regularidades em sequéncias
numeéricas, indicar valores desconhecidos e estabelececdes entre duagrandezas
(BRASIL, 2018. Para isso € necessario que os estudantes saibam relacionar funcéo ¢ variavel
e equacao e incognita, além de trabalhar a resolucao de equacgfes e inequacgdes, inclusive nc
plano cartesiano, com o objetivo de feso problemas em um determinado contexto. Outro
aspecto que também é considerado neste eixo tematico, é o fato da possibilidade de desenvolver
0 pensamento computacional, em virtude da semelhanca que existe entre as linguagens
algébricas e algoritmicasmeespecial com respeito ao conceito de variavel. Nesta fase, ao
contrario da anterior, € destacado o uso da linguagem simbdlica para representar e argumentar.

Podemos observaabaixo no Quadro 10 o que foi exposto no paragrafo acima
relativamentea divisdo daAlgebra proposta pel BNCC para os anos finais do Ensino

Fundamental.



48

Quadrol0 - Algebranos aws finais do Ensino Fundamental

SERIE

OBJETOS DE
CONHECIMENTO

HABILIDADES

6° ano

Propriedades daugldade

(EFO6MA14) Reconhecer que a relacéo
igualdade matematica ndo se altera ao adicic
subtrair, multiplicar ou dividir os seus dq
membros poum mesmo numero e utilizar es
nocao para determinar valores desconhecidg
resolucao de problerma

Problemas que tratam da
particdo de um todo em dua
partes desiguais, envolvend
razGes entre as partes e ent

uma das partes e o todo

(EFO6MAL5) Resolver e elaborar problemas
envolvam a partilha de uma quantidade em (¢
partes desiguais, envendo relacbes aditivas
multiplicativas, bem como a razéo entre as pa
e entre uma das partes e o todo.

7° ano

(EFO7MA13) Compreender a ideia de varia
representada por letra ou simbolosgpexpressa
relacdo entre duas grandezas, diferencianda
ideia de incognita.

Linguagem algébrica: variave
e incognita

(EFO7MA14) Classificar sequéncias €
recursivas e nao recursivas, reconhecendo
conceito de recursao esta presente ndo apen
matematica, mas também nas artea éteratura.

(EFO7MAL5) Utilizar a simbologia algébrica pg
expressar regularidades  encontradas
sequéncias numeéricas.

Equivaléncia de expressde
algébricas: identificacéo da
regulardade de uma
sequéncia numérica

(EFO7MA16) Reconhecer se duaspressodes
algébricas obtidas para descrever a regulari
de uma mesma sequéncia numérica sao ol
equivalentes.

Problemas envolvendo
grandezas diretamente
proporcionais e gramtas
inversamente proporcionaig

(EFO7MAL17) Resolver e elaborar problemas
envolvam variacéo de proporcionalidade dire
de proporcionalidade inversa entre d
grandezas, utilizando sentenca algébrica
expressar a relacéo entre elas.

Equacdes polinomiais do 1
grau

(EFO7MA18) Resolver e elaborar problemas
possam gSe representados por equacd
polinomiais de 1° grau, redutiveis a forma ax
= ¢, fazendo uso das propriedades da igualda
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OBJETOS DE

SERIE CONHECIMENTO HABILIDADES
Valor numérico de expressd¢ (EFOBMAO6) Resolver e elaborar problemas
algébricas envolvam calculo do valor numeéricade
expressodes algébricas, utilizando as propried
das operacdes.
Associacdo de uma equacd (EFO8MAQ7) Associar uma equacao linear de
linear de 1° grau a uma reta | grau com duas incognitas a uma reta no p
plano cartesiano cartesiano.
, ~ (EFO8MAO08) Resolver e elaborar problen
Sistena de equacdes . .
polinomiais de 1° grau: relacionados ao seu contexto proximo,
~ s possam ser representados por sistemas
resolucao algébrica e ~ o
~ equacdes de 1° grau com duas incognis
representacdo no plano | . . . : )
cartesiano mterpr_etalos, utilizando, inclusive, o plan
cartesiano como recurso.
Equacdo polinomial de 2° | (EFO8MAQ9) Resolver e elaborar, com e sem
grau do tipo a&= b de tecnologias, problemas que possam
representados por equacdes polinomiais d
grau do tipo a%= b.
8° ano (EFO8MAL0) Identificar a regularidade de uf
sequéncia numérica ou figural ndo recursiv
construir um algoritmo por meio de U
Sequéncias recursivas e ng fluxograma que permita indicar os nUmeros o
recursivas figuras seqguites.
(EFO8MAL1) Identificar a regularidade de uf
sequéncia numeérica recursiva e construir
algoritmo por meio de um fluxograma q
permita indicar os nUmeros seguintes.
(EFO8MAL12) Identificar a natureza da variag
de duas grandezas, diretamente, inversamn
Variacdo de grandezas: proporcionai_s ou nao propprcionais, expressg
diretamente proporcionais,| & relacéo existente por meio d_e sentenca algé
inversamente proporcionais © representéa no plano cartesiano.
oLNao proporeionais (EFOBMAL3) Resolver e elaborar problemas
envolvam grandezas diretamente ou inversam
proporcionais, por meio de estratégias variads
Funcdes: representagbes| (EFO9MAO6) Compreender as fungbes co
numérica, algébrica e grafici relagges de dependéncia univoca entre ¢
9° ano varidveis e suas representacdes nume

algébrica e grafica e utilizar esse conceito |
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- OBJETOS DE
SERIE CONHECIMENTO HABILIDADES

analisar situacdes que envolvam relag
funcionais entre duas variaveis.

Razao entre grandezas de (EFGOMAOQ7) Resolver problemas que envolvi

espécies diferentes a razao entre duas grandezas de esp
diferentes, como velocidade e densid
demografica.

_ (EFO9MAO08) Resolver e elaborar problemas
Grandezas diretamente | anyolvam relaces de proporcionalidade dire
proporcionais e grandezas jyersa entre duas ou mais grandezas, inclu
Inversamente proporcionals egcalas, divisdo em partes proporcionais e tay
variacdo, em contextos socioculturais, ambier
e de outras areas.

9% ano

Expressofes algébricas:

fatoracio e prutos notaveis (EFO9MAQ9) Compreender 0S processos

fatoracdo de expressdes algébricas, com bag
suas relacbes com os produtos notaveis,
resolver e elaborar problemas que possam
representados por equagdes polinomiais d
grau.

Resolucaale equacdes
polinomiais do 2° grau por
meio de fatoracdes

Fonte: producao do proprio autor, a pate BRASIL (2018, p. 30317)

Observamos que no sexto ano é retomado o pensamento relacional da igualdade e
problemas de particdondeas primeiras ndies foram trabalhadas nos anos iniciais do Ensino
Fundamental. No sétimo ano, percebemos a introducdo da linguagem algébrica através da
diferenciacéo e apropriacdo dos significados de variavel e incognita, permeando as expressdes
algébricas até chegar naguacgdes polinomiais do 1° grau. Diferentementecteecdesle
Algebraanteriores ja citadas neste trabalho, como a processolégica de Fiorentini, Miorim e
Miguel (1993) e Letrista de Lins e Gimenez (2001), aqui o0 manuseio dos simbolos deve ter
sentidoaquando da traducéo de@uacdes diversas, em equacdes, tabelas e graficos. Nos oitavo
e nono anos nao se trabalham exaustivamente a resolucdo de equacdes, mas a capacidade ¢
resolver problemas através do pensamento algébrico, e dai utilizar equacOes;oeegu
funcdes.

A BNCC estabelece que no Ensino Fundamental os estudantes devem aprender a
Matematica para ser Gtil dentro e fora das salas de aulas, no entanto isso néao significa que toda
situagdo trabalhada deva ser do cotidiano. O foco € n&o tmabaihzerto conteido somente
para calculo e aplicacdo de propriedades, como era fetonu@cadinguisticopragmatica

proposta por Fiorentini, Miorim e Miguel (1993). Portanto privileggaa construcdo de uma
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rede de significados, interligando conheantos adquiridos na escola e 0s que o estudante traz

consigo.

2.5.2 A etapa do Ensino Médio

A BNCC propbe para o Ensino Médio, consolidar, ampliar e aprofundar os
conhecimentos desenvolvidos no ensino fundamental, ainda numa perspectiva de aplicacao a
realidade (BRASIL, 2018). Observamos que a BNCC para o Ensino Médio também objetiva
desenvolver o pensamento algébrico através da exploracdo de problemas em contextos
significativos.

A BNCC enfatiza o uso da linguagem mateméatica para compreender, resolver
comunicar os resultados de um problema, levando o estudante a verificar que a linguagem
especifica da matematica € mais apropriada para buscar solu¢cdes e promover o raciocinio
(BRASIL, 2018). Assim como nos PCN, h& destaque ao uso de recursos teosgbage o
desenvolvimento do pensamento computacional aliado ao pensamento matematico.

Para o Ensino Médio na BNCC é proposto que na area da Matematica e suas
Tecnologias, desenvolvase competéncias especificas, onde relacionada a cada uma delas
indicamse habilidades a serem desenvolvidas. No que se refere aos conteados de NUumeros e
Algebra sintetizamos n@Quadro 11as competéncias e respectivas habilidagesa BNCC

propde para esse tema.

Quadrol1- Competéncias e habilidas refegntes ao eixo Nimerosfdgebra

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméaticos pa
interpretar situagcdes em diversos contextos, sejam atividads
Competéncia 1 | cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, (
guestdes scioecondmicas ou tecnologicas, divulgados por diferent
meios, de modo a contribuir para uma formagéao geral.

(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagcdes econémicas, S¢
e fatos relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a vadea
grandezas, pela analise dos graficos das funcdes representada

taxas de variagdo, com ou sem apoio de tecnologias digitais.
Habilidades

(EM13MAT104) Interpretar taxas e indices de natureza socioecon
(indice de desenvolvimento humano, taxas de inflagétre outros)
investigando os processos de célculo desses numeros, para i
criticamente a realidade e produzir argumentos.

o Propor ou patrticipar de agbes para investigar desafios do mund
Competencia 2 | contemporaneo e tomar decisdes éticas e sdniente responsaveis
com base na andlise de problemas sociais, como os voltado
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situacOes de saude, sustentabilidade, das implicacfes da tecnolc
no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulandc
conceitos, procedimentos e linguagens préojas da Matematica.

Habilidade

(EM13MAT203) Aplicar conceitos matematicos no planejamentd
execucdao e na analise de acbes envolvendo a utilizagédo de aplice
a criacdo de planilhas (para o controle de orcamento fan
simuladores de calculos g@ros simples e compostos, entre outr
para tomar decisofes.

Competéncia 3

Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procediment
matematicos para interpretar, construir modelos e resolve
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidadios
resultados e a adequacgédo das solugbes propostas, de mod
construir argumentagao consistente.

Habilidades

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano
Matemética e de outras areas do conhecimento, que envolvem eq
linearessimultaneas, usando técnicas algébricas e graficas, com c
apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fung
polinomiais de 1° ou 2° graus, para resolver problemas em con
diversos, com ou sem apoio de tecn@edgligitais.

(EM13MAT303) Interpretar e comparar situagdes que envolvam
simples com as que envolvem juros compostos, por mei
representacdes graficas ou analise de planilhas, destacal
crescimento linear ou exponencial de cada caso.

(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fung
exponenciais nos quais seja necessario compreender e interp
variacéo das grandezas envolvidas, em contextos como o da Mateg
Financeira, entre outros.

EM13MAT305) Resolver e elaborar problemaomc funcgdes
logaritmicas nos quais seja necessario compreender e interpl
variacdo das grandezas envolvidas, em contextos como os de
sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira, entre outros

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemesh contextos qu
envolvem fendmenos periddicos reais (ondas sonoras, fases (
movimentos ciclicos, entre outros) e comparar suas representacd
as fungdes seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou sem a
aplicativos déAlgebrae geometria.

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxogra
guando possivel, um algoritmo que resolve um problema.

Competéncia 4

Compreender e utilizar, com flexibilidade e preciséo, diferente
registros de representacdo matematicos (algébrico, gmétrico,
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estatistico, computacional, etc.), na busca de solucédo e comunica
de resultados de problemas.

Habilidades

(EM13MAT401) Converter representacdoes algébricas de fur
polinomiais de 1° grau em representacbes geométricas no
cartesiano, dimguindo 0s casos nos quais 0 comportament
proporcional, recorrendo ou naaftwaresou aplicativos déligebra
e geometria dinamica.

(EM13MAT402) Converter representacfes algébricas de fur
polinomiais de 2° grau em representacdes geométricaplamm
cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma variavel for direta
proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou rsst@aresou
aplicativos déAlgebrae geometria dinamica, entre outros materiais

(EM13MAT403) Analisar e estabelecedacdes, com ou sem apoio
tecnologias digitais, entre as representacdes de funcdes expone
logaritmica expressas em tabelas e em plano cartesiano, para ide
as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, crescimento) d
funcéo.

(EM13MAT404) Analisar fungdes definidas por uma ou mais sente
(tabela do Imposto de Renda, contas de luz, agua, gas etc.), e
representacdes algébrica e grafica, identificando dominios de val
imagem, crescimento e decrescimento, e converterdsas
representacbes de uma para outra, com ou sem apoio de tecn
digitais

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem
programacao na implementacédo de algoritmos escritos em lingd
corrente e/ou matematica.

Competéncia 5

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferents
conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégia
recursos, como observacdo de padrfes, experimentacdes
diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo,uea
demonstracdo cada vez mais formal na validacdo das referida
conjecturas

Habilidades

(EM13MAT501) Investigar relacfes entre nUmeros expressos
tabelas para represedtd no plano cartesiano, identificando padrdg
criando conjecturas pamgeneralizar e expressar algebricamente
generalizacdo, reconhecendo quando essa representacdo é de
polinomial de 1° grau.

(EM13MAT502) Investigar relagbes entre ndmeros expressos
tabelas para represedtd no plano cartesiano, identificimpadrdes ¢
criando conjecturas para generalizar e expressar algebricamen
generalizacdo, reconhecendo quando essa representacdo é de
polinomial de 2° grau do tipo y =%x
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(EM13MAT503) Investigar pontos de maximo ou de minimo
fungBes qadraticas em contextos envolvendo superficies, Maten
Financeira ou Cinemética, entre outros, com apoio de tecno
digitais.

(EM13MAT507) Identificar e associar progressoes aritméticas (F
funcdes afins de dominios discretos, para andlise rdgripdades
deducéao de algumas férmulas e resolucéo de problemas

(EM13MAT508) Identificar e associar progressées geomeétricas (f
Habilidades | funcdes exponenciais de dominios discretos, para analis
propriedades, deducéo de algumas férmulas e resolucao tenpaeb

(EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos

comportamento de duas variaveis numéricas, usando ou ndo tecn
da informacéo, e, quando apropriado, levar em conta a variacao e
uma reta pardescrever a relagao observada.

Fonte: producédo dpréprio autor, a partde Brasil (2018, p. 53344)

A proposta da BNCC paraAlgebrado ensino médio vai além das escolas, propde
habilidades a serem desenvolvidas para preparar os estudantedgeeaara uma profissao.
Ness prgosta o estudante ndo apenas resolve um problema, mas também o cria, refletindo e
explorando as mudangas nos enunciados e dados. As habilidades a serem desenvolvidas
refletem o carater multidisciplinar e interdisciplinar que é daddgebra tendo em vist que
0s conteudos se relacionam dentro da prépria Matematica e ao megoatam outras areas
de conhecimentpsendo as mesmas intraconexdes e interconexdes apontadas nd$oPCN.
entanto, a organizacao da BNCC ndo traz uma diviséo curricular para catteeansino médio
e nem uma sequéncia de habilidades a serem trabalhadas. Para trabalhar um certo contetdo
seria necessario o professor conjugar/ combinar habilidades de competéncias diferentes. Isso
gera uma certa confusdo, e como isso nao ocorre na B4@&Co ensino fundamental, a
principio pode parecer que essa mudanca de linguagem causa uma certa ruptura entre 0 ensinc
fundamental e médio. Portanto cabera aos governos estaduais traduzir essas competéncias ¢
habilidades em curriculos.

Faremos nos pagrafos a segyium breve resumo do que foi discutido nesta sd¢ao.
Secdo 21, foram apresentadasncecdesle Algebrade Usiskin (1995) baseadas na utilizagio
das letras, mostrando o carater multiface da variavel, relaciomasndom as finalidades do
ensino deAlgebra Ja na 8c¢do 22, apresentamos ancecdesle Algebra e Educacéo
Algébrica de Fieentini, Miorim e Miguel (1992,993), onde o foco dos pesquisadores era na
rela@@o entre linguagem algébricgpensamento algébrico, e como refletiam naesso de

ensino. Algumagoncec¢degpriorizavam um em relagdo ao outro, e em alguns casos foi dada
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uma prioridade exacerbadabse a linguagem simbdlica. Nae@b 23, foram expostass
concecdesle EucagcadocAlgébrica de Lins e Gimenez (2001), baseadaglifeientes formas
de atividade algébrica, ou seja, ndemintes formas como se utiliadlgebra Posteriormente,
na Secdo.2 mostramos como os PCN abordavam o ensiddgibranos niveis fundamental
e médio, onde nas séries iniciais do Ensino Fund@inpropunhanuma préAlgebra e nos
anos finais dimensionanaa Algebrade acordo com os diferentes usos das letras, da mesma
forma como em Usiskin (1995).rlmente na SecaoR2apresentamos a forma comblgebra
esta inserida na BNCC, enfatizando dicagédo dos conceitos algébricos na vida real e
profissional do estudante, além de recomendar o uso de tecnajogiaiiamo pensamento
computacional ao algébrico. Na BNCC, diferentemente dos PCN, desde os anos inicias
desenvolvese aAlgebramediante gpensamento algébrico, no entanto sem utilizar ainda a
linguagem simbdlica, mas por meio da investigacdo e exploracéo de regularidades e padrbes
para desenvolver este pensamento.

Discutir sobre essa®ncecdeg de grande importancia para o nosso refeaétemrico,
tendo em vista que as dificuldades encontradas estéo relacionadascnoeg8efrabalhaas
no passado e atualmentea téntativa de propor solucdes para estas dificuldades, analisaremos
como as diferentesoncecdesie Algebrainfluenciam negativamente nessas dificuldades, e
quaisconce¢fesio serem desenvolvidas, aliadas ao pensamento algébrico, podem ajudar a
sanalas. Nos PCN surgem as primeiras iniciativas para o desenvolvimento do pensamento
algébrico como forma de aprendizagemi\tigebra, assim como ja era sinalizado por Fiorentini,
Miorim e Miguel (1993), chegando até a BNCC, onde este pensamento € priorizado e
objetivado por meio de habilidades a serem desenvolvidas. Em virtude de tudo que ja foi dito,
tornase necessario investigar que é opensamentalgébricq que atividades utilizar para
desenvolvéo e a relacdo entre ele e a linguagem algébrica, tendo em vista quearcees
fazem @&sa relacdo.Portanto, na proxima secdo falaremos SoBENSAMENTO
ALGEBRICO, LINGUAGEM ALGEBRICA E A CONSTRUCAO DO CONHECIMENTO.
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3 PENSAMENTO ALGEBRICO, LINGUAGEM ALGEBRICA E A CONSTRUCAO
DO CONHECIMENTO

Nesta secda partir de pesquisas de diversos autores, iremos caracterizar o pensamento
algébrico e as condicbes para que ele sendeb@. Posteriormente abordaremos a
contribuicdo dos padrdes e regularidades para o desenvolvimento do pensamento algébrico e
consequentemente da linguagengéhrica. Enquanto discutirmoa interrelacdo entre
pensamento algébrico e linguagem algébrieaerhos um breveelato sobre a evolucdo
histérica da linguagem algébrica e como ela se relaciona com a construcao do pensamento. Por
fim, falaremos de mudancas que precisam de ocorrer no ensiigetaia para que haja um
desenvolvimento apropriado do pamento algébrico e uma compreensdo construida da

linguagem algébrica.

3.1 O PENSAMENTO ALGEBRICO

Atualmente, defendse que adAlgebraé, entre outras coisasma forma de expressar
um pensamento, ja que através dela grdebter relacdes que nos ajudadialogar e entender
o mundo ao nosso redor. Coel ho e Aguiar (20
sobre o pensamento al g®bri co: A[...] desenyv
busca de padrdes e analogias quando enfrerda pre ma s ¢ dldoih& umaconeesso .
sobre a definicdo de pensamento algébrico, no enta@dianteestapesquisachegamos a
seguinte definicdo: o pensamento algébrico € um raciocinio que ocorre durante a generalizacao
de um padréo ou de uma reguladd, a determina¢do de um modelo, a demonstragdo de uma
propriedade, entre outros, em que a manifestacdo desse pensamento, € mais comumente
expressa, na forma de linguagem algébrica escrita.

Acreditase que ao dar importancia ao pensamento algébrico zaevepenas a parte
técnica e operacional, a Matematica poderia ajudar os estudantes a desenvolver o raciocinio
l6gico e abstrato tdo importanfgara a sociedadeéP?ara desenvolver este pensamento é
necessario que se tenha condicdes para que ele se reabiessta forma, como podemos criar
estas condicbes a fim de favorecer o desenvolvimento do pensamento alggbgua@o
Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), e Fiorentini, Fernandes e Cristovdo (2005), podemos
elaborar atividades que estimulam (ou incemtva pensamento algébrico, ou seja, rcria
condicOes para que o pensamento algébrico se manifeste. E para isso estas atividades devem te

0S seguintes aspectos caracterizadores do pensamento algébrico:
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1 estabelecer relacbes e comparacdes entre expressdésicas ou padroes
geometricos;

perceber e tentar expressar as estruturas aritméticas de uma groid&ima,;
produzir mais de um modelo aritmético para uma situpgalolema;

produzir varios significados para uma mesma expressao numerica,;

= =A A

interpretar agualdade como equivaléncia entre duas grandezas ou entre duas
expressdes numericas;

transformar uma expressao aritmeética em outra mais simples;

desenvolver algum processo de generalizacao;

perceber e tentar expressar regularidades ou invariancias;

= =4 A

desenwvlver uma linguagem mais concisa ou sincopada para exprimir as
situacegproblema.

Concordamos com o0s autores Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), e Fiorentini,
Fernandes e Cristévao (2005), ao dizerem que estes aspectos caracterizadores do pensament
algébiico podem ser apresentados aos estudantes mediante atividades bem planejadas, que
possibilitam a observacéo, investigacéo e exploracao.

Portanto, as tarefas enumeradas acima proporcionam um ambiente favoravel para o
desenvolvimento do pensamento algéirigue, segundo Fiorentini, Fernandes e Cristévao
(2005), pode manifestae antes mesmo da apropriacdo de uma linguagem simbdlica formal.
Ainda segundo eles, os estudantes podem desenvolver o pensamento algébrico com atividades
bem planejadas, que envanes tarefas supramencionadas.

Assim, o professor pode organizar seu trabalho com os estudantes a nivel escolar,
envolvendeos no processo matematico a partir da observacdo das regularidades, analisar
padrdes numericos e as expressdes que generalizasituagdeproblema. Dessa forma, cria
seum ambiente propicio para desenvolver o pensamento algébrico: os estudantesssentem
instigados a raciocinar sobre uma situacdo até ao ponto de tentar expressar solugdes gerais
através de uma linguagem simbdliddaa isso, é necessario identificar a evolugcdo do

pensamento algébrico, o qual

vai de uma faseré-algébrica (quando o aluno utiliza algum [...] elemento
considerado algébricd letra, por exempld mas ndo consegue, ainda,
concebdo como numero generalida qualquer ou como variavel), passa por
umafase de transi¢cao(do aritmético para o algébrico, sobretudo quando o
aluno aceita e concebe a existéncia de um numero qualquer, estabelece alguns
processos e generalizagdo, podendo ou ndo utilizar a linguamédlisa),
atingindo, enfim, um pensamento algébrico mais desenvolvido
(expressando capacidade de pensar e se expressar genericamente, sobretudo
guando o aluno aceita e concebe a existéncia de grandezas numéricas abertas
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ou variaveis dentro de um intervadomérico, sendo capaz ndo s6 de expressa
las por escrito, mas, também, de ogasd. Cabe, contudo, esclarecer que,
para nds, o aluno pode atingir a terceira fase do pensamento algébrico, sem
necessariamente fazer uso de uma linguagem estritamente icalgébr
simbolica (FIORENTINI, FERNANDES, CRISTOVAO, 2005, p. 5 e 6, grifos
dos autores).

O National Council of Teachers of Mathemat{t&CTM), no ano de 2000, publicou um
documento com os principios e normas para a matematica escolar, onde relacionaenpgnsam
algébrico ao estudo das estruturas, simbolizacdo, modelacado e o estudo da variacdo, como seguge
abaixo:

Compreender padrdes, relagdes e funcdes (Estudo das estruturas),

Representar e analisar situacdes matematicas e estruturas, usando

simbolos algébrias (Simbolizagao),

I Usar modelos mateméticos para representar e compreender relacdes
guantitativas (Modelacao)

1 Analisar mudanca em diversas situagbes (Estudo da variagdo)

(NCTM, 2000apud PONTES, 2006, p. 7).

= =4

Observase que o pensamento algébrico alémedeolver o calculo, e para isso a
manipulacdo de simbolos, da importancia ao sentido dos simbolos,-osamamterpretacao
e resolucdo de problemas mateméticos e de outras areas. Conforme Pontes (2006), no
pensamento algébrico a atencao ndo é dada se@mes objetos, mas também as formas como
eles se relacionam, afim de buscar representacbes genéricas, comadaodespadrbes e
regularidades.

Segundo Ponte et al. (2007), o desenvolvimento do pensamento algébrico se d& a partir
de exploracdo, investigao e construcdo de padrdes, tanto em aspectos quantitativos como
qualitativos, em contextos aritméticos, algésie@ geométricos. Portanto, serdo abordadas
abaixo, pesquisas que apontam o uso de padrdes e regularidades no ekgielordeomo o

caminio a ser seguido rumo ao desenvolvimento do pensamento algébrico.

3.1.1 A exploracao de padrdes e regularidades como instrumento paryaesenvolvimento
do pensamento algébrico

Desde os tempos remotos da civilizagdo, as necessidaatesdades humanas do
cotidianoséo pautadas na observacdo de regularidades e padrbes, para assim, poder inferir
convenientemente sobre a realidade. O proprio Universo possui regularidades que a
humanidade comecou a obgar, e através do pensamentd@definir padrées, comestacdes
do ano, movimento de rotacdo e translacdo da Terra e assim definir o dia, constelagbes de

estrelas, etc. Existem varios exemplos em diversas areas do conhecimento que nos mostram a
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utilizacdo dos padrdes, intrinseca as atividades humanas, nespeaml, na Matematica os
padrdes e regularidades tiveram grande contribuicdo para definir teoremas, equacdes, formulas,
a propria definicdo de numero, entre outros.

Cada vez mais térse analisado o papel dos padrdes e regularidades no ensino da
Matemaica, em especial no ensinoAlgebra area tdo temida por muitos estudantes. Segundo
Alvarenga e Vale (2007), essa nova forma de enxergar a Matematica (ciéncia dos padrbes)
alterou o modo como professores e estudantes a encaram. Sob as lentes dosapadrdes,
Matematica ndo é vista apenas como um aglomerado de conhecimentos especificos e abstratos
mas como um processo no qual o estudante faz parte da construgdo do conhecimento,
justificando seus procedimentos e pensamentos.

Nas palavras de Sessa (2009eneralizacao (de regularidades e padrdes, por exemplo)

esta presente nas salas de aula e traz grandes contribuicfes para o ensino de Matematica:

a generalizacao esta no cora¢gdo da matematica. Na sala de aula, € um projeto
sempre presente para o professiamos um problema para poder trabalhar,
através dele ou a partir dele [...] Generalizar é encontrar caracteristicas
unificadoras, reconhecer tipos de objetos e problemas. Ao descontextualizar o
trabalho realizado sobre um problema e discutir a mateméiicalvida,
entramos em um processo de generalizacao, que nos permitira usar e adaptar
0 que fizemos com esse problenm@utros problemas do mesmo tifBESSA,

2005, p. 71, traducdo nossa).

Verificar padrdes no ensino da Matematica, € uma tentativa dagiéiicado ao que
esta sendo ensinado, tendo em vista 0 estudante como artesao e sujeito ativo na constru¢ao dc
conhecimento, privilegiando o pensamento algébrico e desta forma o desenvolvimento da
linguagem simbadlica, que neste contexto € chamadagleatyem algébrica (CARMO, 2013).
A linguagem algébrica € uma linguagem simbolica que usa letras e simbolos para "traduzir"
frases (ou objetos) em expressodes ditas algébricas, expressdes estas que possibilitam/facilitam
a resolucao de problemas expostos aenente (figurativamente). Segundo Ponte et al. (2007),

Os alunos no 1.° ciclo desenvolvem o pensamento algébrico quando, por
exemplo, investigam regularidades em sequéncias e em padrbes quer
numéricos, quer geométricos. No 2.° ciclo, ampliam e aprofunsksa
trabalho, explorando padrées, determinando termos de uma sequéncia a partir
da sua lei de formacgédo e a lei de formagdo pelo estudo da relacdo entre os
termos. Desenvolvem igualmente a no¢éo de variagdo, identificando relacdes
e usando a linguagem didlica para as descrever, e comegcam a expressar
relagbesnatematicas através de equag®BNTE et al., 2007, p. 45)

Compreender a abstracdo dos numeros, suas operagdesesé uma das dificuldades
da grande maioria dos estudantes, o que compromieeamente no entendimento da
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linguagem algébrica e o pensamento que ela manifesta. Dessa forma, € de extrema importancia
a escolha de estratégias de ensino que possam sanar ou mingsezadiéiculdades, e para
ISSO

Pressupdse que a procura de padsde regularidades permite formular
generalizacbes em situacbes diversas, particularmente em contextos
numeéricos e geométricos, o que contribuird para o desenvolvimento d
raciocinio algébrico do alu®ORRALHO; BARBOSA, 2009, p. 60).

O conceito de paded de forma transversal, aborda varios topicos da Matematica
envolvendo conjuntos de numeros ou formas que possuem regularidades que podem ser
continuadas através de sequéncias. Barbosa (2009), sintetiza em uma tabela os conceitos que
sao associados ao sificado de padréo, adaptada@Qoadro 12

Quadrol2 - Definicdo de termos associados ao conceito de padréo

Termo Definicao

o Conjunto de elementos matematicos ordenados de a
Sequéncia
com uma regra.

Padrdo numérico Sequéncia na qual os elementos matematicos sao nan

o Sequéncia na qual os elementos sdo objetos, figurs
Padré&o visual )
simbolos.

Um objeto ou configuracdo que possui simetria € constit
Padréo de simetria | por partes equivalentegie podem ser trocadas sem altg

a aparéncia global.

Sequéncia de numeros ou formas na qual se reconhec
Padréo de repeticdo | unidade (conjunto de elementos da sequéncia) que se

ciclicamente.

. _ Sequéncia de numeros ou fasnque se prolonga de mo
Padréao de crescimento
regular.

e Padrédo de repeticdo que envolve formas que poder
rso
colocadas indefinidamente ao longo de uma superficie

Fonte: Adaptado de Barbog009, p. 47)
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Para exempli€ar essas definicdes, temos @ufa 5 desenvolvila por Carmo (2014),

apresentada abaixo.

Figura5 - Exemplos pautadasas definicbes do termo padrao

0,1,2,3,4,56,7,... Sequéncia
1,1.:2,3./5:8,13.21.... Padrdo numérico

Padréo visual

Padréo de simetria

a,b,c,d,e a,b,c,d,e,. Padréo de repeticao
6, 10, 14, 18, 22, 26, 30,... Padréo de crescimento
) dh dh A dh o

2 b o

Fonte: Carm@2014, p. 26)

Estes exemplos, apesar de ndo estarem aqui contextualizados em um quadro de trabalho,
nos mostramcomo o ensino de padrdes e regularidades podem envolver o estudante e
influenci&lo a desenvolver a habilidade de observacédo e exploracdo, em diversos temas
matematicos. Ao descobrir os padrdes e regularidades,-seiaronexdes entre Aritmética,
Geometriae Algebra ajudando o estudante a refletir sobre os significados e desenvolver
conceitos algébricos, ao invés de apenas seguir algoritmos, 0s quais muitas vezes nao sao
compreendidos. Dessa forma, instigando e ao mesmo tempo motivando os estudantes a
genealizar uma situacao, descobrir a continuacdo do padrdo e pensar/raciocinar sobre uma
forma de expressar seus resultados, envolvendo assim a abstracao.

A capacidade de raciocinar algebricamente utilizando uma linguagem para se expressar,
€ a manifestacdolara do pensamento algébrico, onde o seu desenvolvimento utilizando
padrdes e regularidades é defendido por diversos autores como 0os caminhos a serem seguidos
Segundo Borralho e Barbosa (2009), o pensamento algébrico esta diretamente relacionado com
o deenvolvimento do sentido do simbolo, sua aplicacdo e significacdo num determinado
contexto. Atividades que utilizam como instrumento de ensino a analise de padrdes,

regularidades e variacbes numéricas, podem ajudar os estudantes a compreenderem a naturez.
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dos s2mbol os, em especial a no- «alundseapensar i §v
algebricament® ( B OR R BARB@QSA, 2009, p. 61).

Conforme Radford (2013), a generalizagdo algébrica pode ser trabalhada através de
atividades que envolvam pepcao, gestos, simbolos matematicos e até linguagem natural. O
autor ainda acrescenta gaeyeneralizacdo algébrica de padrdes nas sequéncias emnéslve
aspectos. No primeiro, é observada uma propriedade comum em alguns termos, de forma
particular, comgor exemplody, &, & B F . Posteriormente, essa caracteristica comum é
generalizada para todos os termos da sequéncia, como por ex@mpjay , ® i Por
fim, a deducdo de uma expressédo direta, ou seja, uma férmula queligejgpaé@ todos os
termos da sequéncia, permitindo calcular o valor de qualquer um deles. Esse tipo de raciocinio
é muito importante no ensino éddégebra pois ajudara a compreender a nogéo de funcdes e a
dar significado aos simbolos em expressdes alg&hridém disso, também se desenvolve o
raciocinio légico, quando o estudante busca estratégias para prever o préximo termo da
sequéncia.

Em sua pesquisa Branco (20@®ntua que o estudo de padrdes e regularidades ajudou
os estudantes a dar sentido a lexgem algébrica, reconhecendo a letra como representante de
um nuamero. Isso contribuiu positivamente no trabalho com as equacfes e com expressdes
algébricas equivalentes, que representavam a digaeée de um mesmo padrdo. Assim
atividades de investigaca® exploracdo por meio de padrbes e regularidades devem ser
iniciadas desde cedo com os estudantes, para que possam agucar o raciocinio em busca de
generalizacfes e ja comecarem a organizar o pensamento em busca de solugdes. O trabalhc
deve ser desenvolvidde maneira a trabalhar com as ideias, daadtido as acdes e passos
dados (BRANCO, 2008).

Diante dessa pesquisa sobre padrdes e sua implicacdo no eddebda percebemos
que eles séo oOtimas ferramentas para desenvolver o pensamento algélsgaferde dar
sentido ao simbolo, 0 que acarreta no aprimoramento da linguagem alg&léricalisso, a
generalizacdo de padrdes faciidaransicdo do pensamento numeérico para o algébrico, pois
permite compreender as generalizacdes, sem ter que reamgatoriamente &brmulas,
ajudando a construir significados para a linguagem simbdélica (ALVARENGA, VALE, 2007).
Nesse sentido, a medida que o pensamento algébrico se desenvolve, surge a necessidade d
exprimilo através de uma linguagem, que no seu niags avancado, € a linguagem simbolica.

E muito importante trabalhar a linguagem algébrica de forma a potenci@lErsamento
algébrico e viceversa. Analisaremos agora a relacdo existente entre esses dois termos e as

respectivas implicacbes pedag&sc
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3.1.2 Pensamento e linguagem algébricos: subordinacdo ou subsisténcia?

A linguagem algébrica pode ser entendida como uma forma de expressar ideias e uma
ferramenta muito eficiente para tirar conclusdes significativas dessas ideias, de formague talv
nao se conseguiria usando outros artificios, como por exemplo a prépria linguagem corrente. A
definicdo de linguagem algébrica esta relacionada a uma linguagem que € utilizada para
transmitir as ideias dalgebra sendo expressa nas dimensdes verbdeibgaticas ou gréaficas,

e utilizada para resolver problemas em diversas situacdes. Para isseece@mentos que
compdem essa linguagem, como: expressdes algébricas, formulas, equacfes, inequacdes ¢
funcbes (VOISIN, 2011).

No ensino déAlgebrana educafo basica, esta linguagem tem um importante papel:

Af . . .1 uma constru-«o necessS8ria par a de
(JACOMELLI, 2006, p. 24). Reforcando essa ideia, os Parametros CuegWlN@cionais
(PCNSs) nos dizem:

[...] € interessate também propor situacdes em que o0s alunos possam
investigar padrfes, tanto em sucessGes numéricas como em representacdes
geométricas e identificar suas estruturas, construindo a linguagem algébrica
para descrewos simbolicamentéBRASIL, 1998, p. 117)

Percebese a importancia dessa linguagem nas resolugbes de problemas, como
facilitadora dos calculos e o fato de resumir as ideias através de simbolos. A titulo de
exemplificacdo, temos o momento quando o estudante percebe que pode transformar uma
expressdo algébrica em outra mais simples que facilita encontrar a solucdo, reconhecendo a
importancia da linguagem algébrica como uma ferramenta para exprimir ideias. Conforme
Arcavi (2013), € um instrumento para expressar relacdes e tirar concluséesdpumarhento
transita entre a manipulacéo simbdlica e seus significados. Dessa forma, a linguagem possui
grande importancia na constru¢cdo do pensamento, tanto em aspectos comunicativos como

representativos, em virde de suas diferentes fungoes:

[...] como forma de pensamento, estruturastdocomo instrumento do
pensamento, refletindo: como forma de ser do conhecimento, fixando seus
resultados e possibilitando a apropriagdo dos significados da sociedade
histérica: mediando a comunicacgéo etc. (PANOSSIANZ2p. 112)

Para Vygotsky (1998), existe uma intetacdo entre pensamento e linguagem, de tal
forma que

[...] o desenvolvimento do pensamento é determinado pela linguagem, ou
seja, pelos instrumentos linglisticos do pensamento [...] O crescimento
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intelectual da criangca depende do seu dominio dos meios sociais de
pensamento, ou seja, da linguagem (VYGOTSKY, 1998, p. 62)

O pensamento como um processo mental, possibdgaobservar o mundo e moldar
nossa percepcao de realidade de acordo com o megquemivemos. Ele esta diretamente
relacionado com as atividades humanas e os objetivos, planos e metas de cada pessoa.
Conforme Kopnin (1978, p . 1 7 0 Ydades fpraticas pdra o
satisfazer & necessidades da pratica, é ume@rscs o di ri gido a um finm
pensamento busca uma forma conveniente de se expressar. Nas palavras de Kopnin (1978, p.
150) , AN«o podemos i maginar o conhecimento
consubstancia nas palavras os resultddgse ns ament o. O

Pensando no ensino ddgebra de forma significativa, ndo é possivel dissociar a
linguagem algébrica do pensamento algébrico, de forma a priorizar a primeira em detrimento
do segundo. Entretanto, Fiorentini, Miguel e Miorim (1993), aabed¢cer uma comparacao
entre asconcecoesle Algebra durante seu desenvolvimento e asice¢desle Educacio

Algébrica firmadas ao longo do ensino da Matemética, nos mostram que isso ja ocorreu:

De fato, do mesmo modo como as primeiras tenderam a priafinguagem

em detrimento do pensamento, também as Ultimas acabaram enfatizando o
ensino de uma linguagem algébrica ja constituida, em detrimento da
construgdo do pensamenatgébrico e de sua linguage(RIORENTINI;
MIGUEL; MIORIM, 1993 p. 85)

E neces&rio repensar a relacéo entre pensamento e linguagem no endityeloia
afinal de contas de acordo com FioneinMiguel e Miorim (1993), a Educacgadgebrica tinha
como tendéncia a ideia de que o pensamento algébrico s6 se manifestaria e desenvolveria
através da manipulacéo simbdlica concisa, especifiédgeira Contudo, o autor pontua que
fessa rela-«o0o de subordina-«o0o do pensamento
[...] a linguagem €, pelo menos a principio, a expressao de um gensano . o (FI ORE
MIGUEL; MIORIM, 1993 p. 85).

Concordamos com Fiorentini, Miguel e Miorim (1993), sobre o pensamento algébrico
e a linguagem estarem numa relacdo de subsisténcia, e ndo de subordinacdo. Ao analisar
historicamente a evolucao da linguagaligebrica, percebemos que nas diversas formas de se
expressar algebricamente (ndo necessariamente simbidliotss) o pensamento algébrico
estava presente. Nos paragrafos que se seguem, sera apresentado resumidamente as mudang
que aAlgebra sofreu, né necessariamente com o objetivo de diferefagaa nivel de

importancia, mas com objetivo de mostrar a articulagdo do pensamento e linguagem a medida
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que essas mudancas ocorrem, desde os caminhlgetaraniosimbolica, ou seja, onde o
pensamento er@presentado por palavras.

Conf orme Baumgart (1992, p . 3, grifo dc
algébrica evoluiu ao longo de trés estagiosetorico (ou verbal), asincopadano qual eram
usadas abrevia-»es de palavras) e o0 simb-1i

Segumio Fiorentini, Miguel e Miorim (1993), nalgebrados egipcios, dos gregos pré
diofantinos e babilénicos, que é a fase retdrica ou verbal, ndo semusawbolos para
expressar 0 pensamento algébrico, os procedimentos sobre as equacdes e numeros eran
descitos utilizandoa linguagem correnteNesta fase muitos problemas relacionados ao
cotidiano e a vida do povo, eram propostos usando linguagem comum, sem uma forma
especifica de linguagem para tal fim. Mesmo ndo utilizando uma linguagem simbdlica,
desenvoleuse o pensamento algébrico, ao passo que se propunham solucdes e obsgrvavam
regularidades e movimentos, modelando matematicamente a realidade. Contudo, ndo seria
pratico, procedimentalmente falando, utilizar as palavras comeseqantes algébricg&,que
fA ambiguidade da palavra traz muitas dificuldades para a representacdo do movimento. Com
a retérica, é dificil criar palavras que repragsen quantidades desconhecilas( PANOS S| AN
2008, p. 47).

Alguns séculos mais tarde, Diofanto de Alexandoign&roduzir pela primeira vez uma
representacdo simbdlica para a incognita, (a letra sigma do alfabeto grego) deu origem a fase
sincopada, onde as equacdes e suas operacdes comecaram a ter uma forma mais abreviada. Es
forma sincopada de se exprimir, fambém desenvolvida pelos hindus e algebristas italianos.

A fase simb-11ica, Al . .. ] gue ® como en
al g®brico avan-ado hoje [...]0 (VELOSO, 201
as ideias algébricas passa ser expressas somente através de simbolos, sem recorrer ao uso
dep a | a (FIORBNGINI; MIGUEL; MIORIM, 1993, p.80). Apesar de ainda utilizar o estilo
sincopado, Viete (1540603), contribuiu grandemente para esta fase ao introduzir novos
simbolos naAlgebra sinai s de adi - «0i0 flénd de aitilizarwbghis @ara « o
constantes e consoantes para incognitas. Entretanto, foi Descartes1§2896quem
consolidou a utilizag&o da linguagem simbdlica, ao usar as Ultimas letras do aBalugta

~
(4

para representar variaveis e as primeiras letras do alfa como representantes de
constantes.

Com o passar do tempo, os simbolos ficaram cada vez mais diversificados e
padronizados, e conforme foi apresentado nos paragrafasoeete por volta de 1500 o
simbolismo moderno comecgou a surgir. Mostrando essa evolugao simbolica, seguem exemplos

retiracbs de Baumgart (1992
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Figura6 - Evolucédo da Linguagem algébrica
Cardano (1545): cubus p 6 rebus aequalis 20.
x4+ 6x =20

=y
Bombelli (1572): - p + & - Eguale a 20.
+

xt + 3x* = 20

Viete (1591): IQC —15QQ + 85C — 225Q + 274 N
aequatur 120,

x* = 15x* + 85x% — 225x% & 274x = 120

Harriot (1631): aaa — 3bba=——+2 - ccc.
x! = 3bkx = 22

Descartes (1637); x* — 6éxx + 13x — 10 = 0,

Wallis (1693): a1 + bx? + cxx + dx + e = 0.
Fonte: Baumgar(1992, p. 12 e 13)

A evolucao dallgebranasceu de uma necessidade, ndo estando dissociada da cultura e
dos trabalhos humanos e como tal tenta descrever ou entender o mundo e seus movimentos

(SOUZA, 2004). Nessa evolucdo historica Alebra é perceptivel o movimento do

pensamnt o al g®brico adjunto © |inguagem al g®b
a comunicacao, primeiro por palavras (Diofanto), por &gyEuclides), por simbolos (V&
[...]10 (PANOSSI AN, 2008, p. 113).

Veloso (2012) ao observar a evolucda lihguagem simbdlica, concorda com
Fiorentini, Miguel e Miorim (1993) quanto a linguagem algébrica ser uma manifestacdo do
pensamento algébrico, assim como com Panossian (2008), que a compreensdo daquela
potencializa 0 pensamento algébrico.

Fiorentini, Miguel e Miorim (1993) concluem que o pensamento algébrico pode ser
expresso de diferentes formas:

A analise das situagfes em que esse pensamento pode se manifestar levou
nos, ainda, a concluir que ndo existe uma Unica forma de se expressar o
pensamentolgébrico. Ele pode expressse através da linguagem natural,
através da linguagem aritmética, através da linguagem geométrica ou através
da criacdo de uma linguagem especifica para esse fim, isto é, através de uma
linguagem algébrica, de natureza estrigate simbbica (FIORENTINI;
MIGUEL; MIORIM, 1993, p. 88)

Segundo Coelho e Aguiar (2018), e Fiorentini, Miguel e Miorim (1993), o pensamento
algébrico ndo aparece somente na Matematiddgrbra ele é desenvolvido de acordo com o

ambiente em que o sujeiesta inserido. Com certeza, a forma de se expressar linguisticamente
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(escrita, fala, gestos, simbolos) esta relacionada com o meio social que vivemos, e desta forma,
utilizando da relacdo pensamento e linguagem j& mencionada neste trabalho, o pensamento
al g®brico est8 presente at® mesmo A .. .| g
esport e, qguer seja quando buscamos padr »e
(COELHO, AGUIAR, 2018, p. 177).

Nesta secao foi exposto o forte elo entre pensameni;nguagem, ou mais
especificamente entre pensamento algébrico e linguagem algébrica, onde o primeiro ndo esta
subordinado ao segundo, mas que os dois subsistem, um sustentando o outro, permeando as
mais diversas atividades humanas. Vale ressaltar quensamento algébrico ird se
potencializar com o aprimoramento de uma linguagem mais apropriada e especifica a ele, sendo
de extrema importancia buscar um equilibrio de forma a introduzir a linguagem simbdlica sem

demérito ao pensamento e vigersa, conforma os autores Fiorentini, Miguel e Miorim (1993):

[...] se a introducdo precoce e sem suporte concreto a uma linguagem
simbolica abstrata pode funcionar como freio a aprendizagem significativa da
Algebra o menoprezoao modo de expressido simbotoomal constituise
também em impedimentam o seu pleno desenvolvime{FdORENTINI;
MIGUEL; MIORIM, 1993, p. 89)

Encarando a aplicacéo da linguagem simbdlica, também como um processo que exige
método, essa situacao apresentada por Fiorentini, Miguel eMédescta por Arcavi (2013)
como uma competicdo, na qual deve coexistir procedimento e significado, onde o primeiro
favorece uma aplicacéo rapida e eficiente, mas quando for necessarige detegrompédo

para fazer questionamentos e conectar idaifis) de produzir o segundo.

3.2 MUDANCAS NECESSARIAS NO ENSINO DAALGEBRA

O que foi apresentado até aqui nos leva a questionar ou repensar sobre 0 momento de
introduc&o daAlgebrano ensino da Matematica, ja que o pensamento algébrico ndo necessita
egecificamente de uma linguagem rigida e formal para se manifestar, entdo néo faz sentido a
introduc&o tardia de topicos relativosAiyebrano ensino fundamental. Conforme Aradjo
(2008), o pensamento algébrico est4 presente em varios campos de conhear@estumente
no contexto délgebraformal, sendo assim manifestado por diferentes linguagens, inclusive a
propria linguagem natural.

Esperase do estudante ao desenvolver o pensamento algébrico, que ele consiga dar
sentido aos simbolate modo aonsegir interpretar uma situagcéo e descrever seu raciocinio

utilizando uma linguagem coerente, indo além de apenas entender os algoritmos empregados
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na resolucdo. Para isso, segundo Borralho e Barbosa (2009)sedeviar atividades de
natureza investigativaexploratoria, onde os estudantes consigam observar a nogéo de variavel,
no seu verdadeiro sentido e ndo &ssromo um valor desconhecitiesse sentido, o estudante

ndo dara atencdo somente a natureza transformista e manipulavel das letras que pwdem sur
numa situacdo que envolvaigebra mas também em outros aspectos importantes, como: o
motivo de ter utilizado aquela letra, o seu significado, as relagbes que existem entre esse ente
matematico e outros que podem aparecer nas expressdes algébguasessa letra esta
representando (incognita, variavel, parametro, ...) e quais as operacdes que se estabelecem entr:
essas letras.

O pensamento algébrico esté relacionado diretamente com o conceito de variavel, ja que
€ a partir dela que se obsemavimento, fluéncia, campo de variacdo numérica e o proprio
conceito de numero. De acordo com Souza (2004), é na abundancia e no ajuntamento desses
conceitos que o pensamento algébrico € refinado, possibilitando o estudante obter o
conhecimento algébrico, oujagpela experimentacdo objetiva, cultural, tatil, cognitiva, ele
internaliza os conceitos algébricos, ndo pela simples memorizacdo, mas pela compreenséo. Esse
forma de pensar intencionalizando a construcdo do conhecimento algébrico-sehama
pensamento gébrico. Assim, o pensamento algébrico desenvedvMguando ha o ancoramento
de conhecimentos que o estudante ja traz do cotidiano com os conhecimentos formais
apresentados a ele na escola.

Os simbolos s&o integrantes fundamentaiflgabra entretantmas séries iniciais o
desenvolvimento do pensamento algébrico pode ser favorecido gs@mdeconhecidas e
valorizadasas diferentes formas de se apresentar e/ou representar ideias: o proprio simbolo,
desenhos e imagens, material manipulavel, atividagesgiupamento e ordenagcdo que
envolvam padies (OLIVEIRA, LAUDARES, 2015)0 ensino déAlgebran&o deveria ser
primariamente uma ferramenta para apenas resolver problemas, deveria também focar na
compreensao dos significados e conceitos algébricos. A#éer algoritmo sdo importantes,
entretanto, AEntender, em um primeiro momer
das operacdes € mais importante do que a mera mzegé&o de técnicas operatonas
(COELHO; AGUIAR, 2018, p. 184).

O professor temum papel muito importante como mediador entre o estudante e o
pensamento algébrico, onde através de atividades bem planejadas para este fim, ele pode criar
um ambiente de aprendizado que estimule o estudante a refletir sobre os padrdes e propriedades
de un certo problema. Devee ter estratégs diversificadas, que contempl@s estudantes,
para que possam compreender a linguagem algébrica de forma mais natural, em especial, nas

s®ries iniciais devido ao momlgabrao de #Atrans
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A evolucao da linguagem algébrica mostra a necessidade de se obter um simbolismo
que seja simples de aplicar, onde € facil compreender cada um de seus elementos, com notagde:
adequadas para transmitir ideias. Quanto ao ensino e aprendizadégelata alinguagem
simbdlica usada atualmente implica que o estudante saiba dar significados a cada um dos
simbolos de modo a tornar a leitura de textos matematicos compreensivel. Panossian (2008)
acrescenta que seas significados dos simbolos uso da linguagersimbdlica de forma
indistinta € como um som vazio.

ParaissoK.Gi I (2008, p. 33) diz que A[...] ®
procedimentos algébricos também seja gradual, passando por uma fundamentacéo verbal, a fim
de que os alunos tenhase apropriado deles de uma forefativad. Pode ocorrer de os
estudantes darem varios sentidos aos simbolos da linguagem algébricanesites de
aprender seus significados.

Os sentidos e simbolos que os estudantes constituem para o conhecimento
algébico em geral estao também relacionados a sua atividade, aos motivos
gue os conduzem e aos objetivos que os dirigem. O significado se relaciona
com a realidade objetiva enquanto que o sentido que € pessoal se relaciona a
vida do sujeitopropriamente as suasotivacdes (PANOSSIAN, 2008, p.

172).

E neste momento que os professores tém o papel de identificar como os estudantes
encaram estes simbolafe verificar se os sentidos que eles encontraram condizem com 0s
significadosdesses.

Um dos principais objetds ao ensinailgebra deveria ser o delesenvolver o
pensamento algébrico, indo muito além da habilidade de manipular simbolos e como diz Veloso
(2012, p . 27) A0 pensame detlidar camh gcaldulp.ij esabei n c |
aplicar tais conecimentos na interpretacao e resolucéo de problemamaticos ou de outros
d o m2 nPodastd, 0 pensamento algébrico pode ser estimulado nomi@ies do Ensino
Fundamentahtravées das linguagens utilizadas na Geometria e na Aritmética, questagse
ainda nao utilizam uma linguagem algébrica totalmente simbdlica e formal.

Como ja foi dito, o pensamento algébricencontrase em diversas areas do
conhecimento, consequentemente isso implica pedagogicamente na articulagdciickess
afim de desnvolver ess pensamento nestes campos e linguagens. Para tanto, utilizar situacdes
problema aplicadas em diversas areas (Matematica, Fisica, Quimica, Biologia, ...) podem ajudar
a desenvolver o pensamento algébrico, levando os estudantes a pensasaabée®a como

expressar essa solucdo, ou seja, permitindo construir uma linguagem simbdlica significativa.



70

Carmo e Bianchini (2013) defendem a ideia de introduzir a linguagem algébrica através de
generalizacdes de padrbes, incentivando assim o pensaatggiiaco.

O ensino déllgebradeve sepautado a partir das relagdes que se constevgre a
matematicae a realidadee a partir desas relacfess estudantes poderdo ler e compreender
melhor o mundoconstruindomodelos, socializandmleiase comunicado solu¢cdes para 0s
problemas que suirgm. A partir do pensamento qeenerge desseontextoqueé possiveh
abstracdo matematica, e posteriormeatéormulacdode algoritmos,o reconhecimento de
padrbese a compressdo ddérmulas, ou seja, desenvolge a linguagem algébrichlesse
sentidg quanb mais desenvolvee 0 pensamento e a linguagem, maiores sao as chances de
aprender, e assim resolver problemas. Desta forma éecianportancia do trabalho muatuo
entre pensamento e linguagem quando olhantna stica da resolucdo de problenfassim,

a linguagem simbdlica e formal, no momento apropriado, cumpre seu papel no ensino de
Algebra e no desenvolvimento do pensamento algébrico, por oportunizar a expressdo de
situacbes em sua totalidade de uma formagsranxuta e concisa, permitindo desenvolver um
plano de resolucéo.

Durantea pesquisa percebemos que uma das principais criticas relativas ao ensino de
Algebra referese ao exagero dado a simbologia formal, priorizando a manipulacdo desses
caracteres se lhes dar significado. Contudo, ressaltamos a importancia e a necessidade da
simbologia matematica paraddgebra ja que é através desta linguagem que se possibilita um
desenvolvimento mais aprofundado do pensamento algébrico abstrato, além te éacili
simplificar os célculosPara criar uma linguagem algébrica que tenha significado para os
estudantes, devee antes desenvolver o pensamento algébrico, através de atividades que

estimulam este pensamento, como por exemplo:

[...] tarefas que exijam doltmo competéncia para lidar com quantidades
indeterminadas e varidveis em situagcdes que envolvam processos de
generalizacd® como no caso do trabalho com padrfes e sequéncias. Nessa
proposta, os estudantes tém liberdade de, inicialmente, recorrer aseples

surgem naturalmente no contexto de cada tarefa (gestos, falas), para se
comunicar e expressar uma indeterminagdo, uma incognita, uma variavel

que, até entdo, ndo apresentava uma nomeacdp S e U 6vocabu
matematicdVELOSO, 2012, p. 29)

Assim, a linguagem algébrica pode ser desenvolvida, pelo menos inicialmente, a partir
das descobertas dos estudantes, num cenario significativo que os leve naturalmente a
necessidade de simbolizar e de formalizar esses simbolos a partir da adocdo de amnnvencd
Desta forma, preocugse mais com o sentido dos simbolos num determinado quadro de

trabalho do que com o simbolo propriamente dito, criando, portanto, os caminhegsgue
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pensar algebricamenteRefletir sobre as relacdes entre linguagem e pensamsit
importantes para analisar o contexto de ensino atual, ajudando o professor a montar estratégias
de ensino e compreender os comportamentos dos estudantes.

Nesta secdo vimos como o0 pensamento algébrico pode ser desenvolvido através de
atividades elabadas pelo professor, em espeasmfjue envolvam a generalizacédo. Reforcamos
aqui tambéma importante relagdo da linguagem e pensamento algébricos para a resolucao de
exercicios e a constru¢do de um conhecimento que vai atesads, combatend® ensno
unicamentemecanico e tradicionaDessa formaapensar sobre esse processcer@no e
aprendizagem délgebralevanos a procura dasrincipais dificuldades dos estudantes em
compreender 0s conceitos e procedimentos algébricos. Essas dificuldadiepacto das

mesmas no processo de ensino, serdo apresentadas na proxima secao.
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4 DIFICULDADES ENCONTRADAS NO ENSINO E APRENDIZAGEM DE
ALGEBRA

Muitas séo as dificuldades encontradas no processo de ensino e aprendizagem deste
importanteramo da Matematica chamadtgebra Através da analise de varios pesquisadores
sobre os erros cometidos pelosudsntes, desde a introducdo da Algebm ensino
fundamental até o ensino médio, poderemos identifistas dificuldades. J& que es®rros
A[...] passam a signi f i c dosrechenf nocmesnbaaresoy p
em outros semel hantes [...]0 (SCARLASSARI,

Estas dificuldades ndo podem ser totalmente evitadas, pois elas compdem o processo de
ensino, entretantcabe ao professor conhecer estas dificuldades para que seja possivel facilitar
0 novo aprendizado (SOCAS et al 1998, p. 81). E através da andlise desses erros e dificuldades,
que nos professores poderemos colher informacdes sobre como o estudante sedeparar
com procedimentos algébricos e assim sugerir formas de ajudar.

Esta secdo sera destinaapresentar essas dificuldades, que foram resultado de um

levantamento bibliografico de producdessileiras e de outros paisesm o enfoge no
ensinoe aprendizagem de Algebra na Educacasi@.As dificuldades serdo apresentadas
segundo as categorias: linguagem algébrit@ypretacdo e traducdo da linguagem escrita
para a algébrigansino de Algebraas escolasglacdo entre Aritmética e Algebféarmulas

e regras de procedimento e utilizacdo de métodos informais.

4.1 LINGUAGEM ALGEBRICA

Algumas das dificuldade®lacionados a aprendizagem de Algeira suas raizes na
falta de dominio da linguagem algébrica. Bezerra (2016, p. 27) nos diauiiws estudantes
até sabem fazer, mas ndo possuem elementos simbdlicos para expressar seu pensamento. Ess
situacao € muito recorrente no estudo de equacdes e fun¢des, onde sdo comuns as dificuldades
dos estudantes ao lidar coos diferentes significadodas letras:variaveis, parametros,
incégnitas e constantes (GIRALDO; CAETANO; MATOS, 2013). A primeira dificiédad
relacionada dinguagem algébrica esta na interpretacdo equivocada das letras, sem a devida
diferenciacao mtre variavel e incégnita. Gil (2008) acrescenta que o insucesso no estudo da
Algebrapor parte de grande mai@dos estudantes é devido aaedificuldade.

Quando os estudantes ndo fazem a devida diferenciacéo e sigoifcare variaveis e
incégnitas, eles ndo entendem a ideia d®ovimento, fluxo, variacdo, regularidade
consequentement@do conseguem generalizar uma situagaib.e Felicetti (2016 p. 329

acrescentam:
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Acreditase que ha dificuldade no que se refere a abstracdo das regularidades
gue estdo implicitas nas sequé@sciO fato de ndo abstrair a regularidade
presente impossibilita o aluno de fazer a representacdo da mesma atraves da
linguagem algébrica.

Pesquisadores como Trujillo (201R)ostramnos que esta imaturidade quanéo
linguagem algébrica, em especial coegnder o conceito correto de variavel, leva os
estudantes a terem dificuldades ao lidar guablemas que precisem usaresssnceito. Por
exemplg ao assumir a variavel apenas como um objeto eles ndo conseguem modelar
matematicamente situacdes e dai dlalbm com expressbes algébricas como se fossem
expressdes numéricas.

A segunda dificuldadencontrada em relag&o liaguagem algébrica, comum nos
estudantes, é a ideia fixa que todas as letras sédo representacdes numéricas, o que dificulta da

significadoa linguagensimbdlica utilizada. Sobre esproblemalJsiskin (1995) acrescenta:

Muitos alunos acham que todas as variaveis sdo letras que representam
nameros. Contudo, os valores assumidos por uma variavel nem sempre sédo
ndmeros, mesmo na matematica28grau. Nagjeometria, as variaveis muitas

vezes representam pontos, como se V€ no uso de A, B e C, quando escrevemos
iSe AB = BC, ent«o o @& ABC ® is-scel e
vezes representam proposicdes; na analise, a variavel f muitas vezes
representa uma funcao; Adgebralinear, a variavel A pode representar uma

matriz, ou a variavel v, um vetor; e eNlgebrasuperior a variavel * pode
representar uma operacdo. O Ultimo exemplo mostra que ndo ha necessidade
de representar as variaveis pdrds (USISKIN, 1995, p.11).

As dificuldades em dar significados aos simbolos matematicos utilizaddlgetaa
prejudicam o entendimento de expressodes algébricas que vao além de apenas obter um resultadc
numeérico. Alguns autores concordam que ha a ps&wede considerar a letra como sendo um
valor Unico e sempre possivel de ser determinado, como por exemplozeqn  X: ndo se
considera apenas a expressao ¢, onde wpode assumir uma infinidade de valores
(SCHNEIDER, 2013; VELOSO; FERREIRA, 2011).

Compreender os simbolos operatérios € de suma importancia para ampliar o0s
significados deles na linguagem algébrica. Assim a terceira dificuldade relacionada a
linguagem algébrica, € a que se refeoempreenséo dos simbolos operagrPonte (2005)

degaca que:

Outra dificuldade, ainda, € compreender as mudangas de significado, na
Aritmética e naAIgebra dos simbolos + e =, bem como das convencdes
adotadas; assim, em Aritmética, 23 tem um significado aditivo (20 + 3),
enquanto que erAlgebra2x tem umsignificado multiplicativo (2 x); em
Aritm®tica 3 + 5 significa uma fioper
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em Algebra x + 3 representa uma unidade irredutivel (enquanto nio se
corcretizar a variavel x)PONTE, 2005, p. 39).

Trujillo (2012) mostra que as dificuldades com os simbolos operatérios, além das
operacionais citadas por Ponte (2005), podem estar relacionadas com a notacéo, perfazendo
assim naquarta dificuldade relacionada liaguagem algérica. Exemplificando este fato
Trujillo descree uma situacdo onde o produto de dois nUméi@s ® fpode ser e
como QBN QL HQ"Q Q'Q0Q Na primeira notacdo a crianca poderia entender que se
trata da abreviacado do termo quilograma ou em um numero que pdsgenas g unidades.

Ainda sobre essa ideia de concag@mana A i t m®t i c a, fi Algebra@conclair t 2 p i
que, sew ¢t T@ ( GOMES, 2013, p. 52). Essa co
devido ao fato de ndo ter nocéo de variavel, levando os estadamio dar significados e
utilidades aos simbolos.

O pensamento algébrico esta intimamente relacionado com a linguagem matemaética,
de tal forma que AA |Ilinguagem al g®brica rerg
(SORTISSO, 2011, p. 8Contudq utilizar o raciocinio l6gico e mateméatico para resolver
situacbeppr obl ema A [...] ® wuma habilidade pouc
di ficuldades em articular o pensamento atra
48).

Conclutseentéo que, diversas dificuldades apresentadas pelos estudantes relacionadas
a linguagem algébrica tém profunda ligagdo com a falta de habilidades de organizar ideias,
identificar e diferenciar os simbolos matematicos apropriadamente, compreender o0s
significados destes ultimos e, por conseguinte, ser capaz de propor um raciocinio légico para
escrever a solugdo. Resumindo, € necessario que saiba interpretar os enunciados e traduzir &

linguagem simblica para a linguagem corrente.

4.2 INTERPRETACAO E TRADUCAO DA LINGUAGEM ESCRITA PARA A
ALGEBRICA

E essencial os estudantes saberem interpretar os enunciados, antes mesmo de tentar
traduzir o problema na forma escrita para a linguagem matenid¢idato, € uma traducdo, ja
que a Matematica possui uma estrutigaiinbolos especificos e universais em sua maioria: €
uma nova lingua, que ndo é a maternal, que gera nos educandos estranheza e muitas

dificuldades. Estas dificuldades possuem suas raizes na interpretacdo da linguagem.
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A falta de interpretacao de alguestudantes € um problema sério, que dificulta muito
o aprendizado ndo sé no dominio da Matematica, mas nas diversas areas de conhecimento.
Além das dificuldades na linguagem simbdlicaAdigebra muitos estudantes possuem nivel
limitado na propria linguagm corrent e. Este fato tamb®&m g
uma estreita relacdo entre a linguagem matematica e a lingua materna, visto que, a primeira
depende da oralidade da segundao (GI L; FELI

Muitos estudantes ndo possuenmhabito da leitura, quart menos de textos que
envolvem Matematica. Esse fato interfere diretamente na compreensdo de problemas
contexto algébrico. Commostraa pesquisa de Scotto (20140 resolver exercicios com
equacleslo 1° e 2° grau os estudanéeharam extensos o0s enunciados, levawda iniciar a
resolucao antes de ler o problema inteiro. Consequentemente nao compne@sdgados do
enunciado, bem como aquilo que eecessario para encontrar uméusao e verificar sua
validade.A interpretgdo é o primeiro passo para o pensamento algébrico, em virtude de que
através dela é possivel traduzir matematicameefteseologia de uma situaggmblema.

Gongalves (2013, p.12) aborda experiéncias sobre seu estagio supervisionado, relatando
queumads grandes barreiras enfrentadas pel os
uma situacadé@ r obl ema na | i nguagem escrita para a
com Gongalves (2013), Stocco (2014) também traz como resultado de sua pesquistogue

estudantes possuem essa dificuld&#zerra (201pconclui que

Os alunos muitas vezes tém dificuldades de interpretacéo, de equacionar, de
articular o pensamento e observar as relagdes existentes entre as grandezas e
expressar os resultados comigor cientifico necessario. Por isso, 0 aluno
precisa conhecer os simbolos e aprender a estabelecer relagdes entre variaveis,
e 0 que elas representdBEZERRA, 2016, p. 57).

Egodawatte (2009) relata em sua pesquisa uma situacao semetieBezarra2016)

e Gongalves (2013), onde as dificuldades dos estudantes ao resolver problaigabrdse
concentram em maior nimero durante as fases de processamento e compreerpsecom
50% dos erros relativos ansformacdo do problema na forma escritea g linguagem
algébrica.

Essas pesquisasnostramnos que, se 0 estudante ndo consegoenpreender a
linguagem corrente e os simboloatematicos, as grandezas, 0s elementos matematicos que
compde uma situagdo, ele dificilmente conseguirda interfaetd im de resolvéa, e
consequentemente ndo desenvolvera o seu raciocinio através da escrita.

Portanto é notoria a interseccao que se da entre as dificuldades na linguagem algébrica

e as dificulddes referentes a interpretacdo de enunciados, em espec@adonamatematicos.
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As escolas, tendo como mediador do conhecimento o professor, tém um papel fundemental
fomentacdo déitura e interpretacao de textos mateméticos, para que se tenha prazer e sentido
no estudo délgebra

4.3 ENSINO DEALGEBRA NAS ESCOLAS

4.3.1 AAlgebra Somente para a Escola e Ndo para a Vida

O objetivo da escola € proporcionar um ensino que ajude o educando a se situar como
agente ativo de construcdo de conhecimentos na sociedade. Isso € mais importante que apena:
passar em progaou nhdo ser reprovado no fim do periodo de ensino. Na verdade este
aprendizado escolar deve interligar aquilo que é ensinado na escola com as vivéncias de sua

realidade, para que assim evite um fracasso muito pior que o da escola

Quando falamos de fragso, ndo se trata, naturalmente, de fracasso dentro dos
muros da escola. Embora em muitos casos o fracasso seja completo, isto
significa que o aluno nao aprende o que a escola lhe propde, ha um outro
fracasso, igualmente preocupante, que é a farsa des tpat®oas que
aprendem o que € ensinado naokés mas somente para a escdiNS;
GIMENEZ, 1997, p.17)

Temos entdo, o fato da escola possuir uma matematica que pode néo estar contemplando
a realidade dos estudantes, a qual é passivel de aplicacateratica do cotidiano nédo é téo
formalizada e simbdlica, desta forma aquele que ndo compreende a matematica formalizada se
V€ inapto para pensar sobre ela, e por fim se afasta de seu estudo.

E possivel que o estudante crie até mesmo bloqueios e ansiddsid® a ndo entender
aAlgebra e talvez este seja um dos motivos da criacimaeimagem da Matematica como
fium bicho de sete cabe-asodo. Essa situa-«o0 o0
se sentem frustrados e com isso ndo conseguenmtéom desempenho em Matematica, e
consequentemente passaréa Bnxergar sentido em apren&®RAUJO, 2009.

Segundo Bezerra (2016), a formalidade e o rigor da linguagem algébrica podem
afugentar os estudantes levarmoa encarar Algebracomo algo tailmente fora de sua
realidade, sendo assim impossivel de ser compreendida. E fundamental descontruir essa ideia,
pois ha aqueles estudantes que acreditam que a Matematica ndo serve de nada para a vida for:
dos muros da escola. Isso podeteva s a ri dae tMasttean8t i cad, o0 que
porque intensificara as dificuldades na aprendizagerlgiebra (GIL; FELICETTI, 2016,

p.21).
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Esse tipo de pensamento é que leva ao desinteresse e desmotivacdo dos educandos
contribuindo pea 0 mal desempenho dosesmogdBEZERRA, 2016. N&o que esteja errado
usar esta linguagem, obviamente ndo é este o problema. Poréreedertar fazer uma ponte
que interligue o ensino ddgebra(bem como sua linguagem) com o mundo em que se insere
o estudante, e ndo aprenden certo topico déigebraporque o professor disse que tem que
ser aprendido. Devse abandonar a ideia de que a linguagem matematica € paraadlgass
seletos.

Estas dificuldades n&o se limitam apenas a Matematica propriamente dita, ja que outras
ciéncias utilizam a Matematica como ferramenta para expressar ideias, teorias e resultados em
geral. Devese enxergar dlgebrapara além da prépria Matematica, para além das escolas:
assim ficaria nitido o sentido de estudfgebrapara compreender os fenénos, 0s processos
fisicos e quimicos, a vida em geral. Entretanto, quando se trabalha os contetdos algébricos de
forma fragmentada sem a importante contextualizacdo em outras areas, em dspiecida
prépria Matematica (Geometria, Aritmética @gbnametria), i [...] ignorase totalmente a
formacéo das ideias em qudlgebras e apoi ao ( SORTI SSO, 2011,

Ao entrevistar professores de quimica do ensino médio, Bezerra (2016) traz uma
importante reflexdo, na qual o ensino de Matematica € descoasxdethais ciéncias. Os
estudantes ndo conseguem enxergar a utilizacAtpdhranos exercicios de quimica, citando

assim a fala de um dos professores:

[...] muitas vezes temos gue interromper o contetido de quimica e fazer uma
revisdo dos conceitos matéfitos, necessarios para a aprendizagem daquele
conteiudo. Os alunos ndo conseguem equacionar um problema, tém
dificuldades em resolver equacbes e compreender simbolos matematicos
necessarios para a resolucdo de prohtem analises de dados quimicos
(BEZERRA, 20186, p. 44)

A fala deste professor reflete a realidade do ensino basico, onde os estudantes muitas
vezes ndo enxergam a poderosa ferramenta de aplicabilidade dugebra Nesse aspecto
percebemos que além dAdgebrando ser compreendida paré&ral da escola, ndo é visto sua
grande utilidade ao ser empregada nos diversos ramos do conhecimento.

Em sua formacédo, em licenciatura em Matematica, Sortisso (2011, p. 2) traz reflexdes
sobre aprender e ensinAigebra onde o0s al unosdeidasoprequalBon«o
sentido de estudakigebra aprendend@ somente para o periodo escolar e ndo para &.vida
Novamente langae méao do fato da Matematica escolar, nesse caso especificarigetera

estar desconexa com a Matematica do dia a dia.
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Enfaizando a estranheza que existe entre a Matematica escolar e a da vida dos
estudant es, D6 3Ammmssiad i t M9 uep.nA mat emS8t
congelada. S&o teorias em geral antigas, desligadas da realidade. Foram concebidas e
desevw 0l vi das em outros tempos [...] ©

As operacdes aritméticas e algébricas rigorosamente trabalhadas em sala de aula,
muitas vezes sao distantes dos processos algébricos e aritméticos da vivéncia de mundo do
estudante. Portanto Adgebraensinada dentro daalas de aulas, deve ser para além dos muros
das escolas. Deve ser ensinada também para facilitar os processos do dia a dia, para impulsionat
as descobertas cientificas dos educandos e para aprimorar 0 pensamento e o raciocinio critico.
Todo esse processle (des)construcdo do ensino algébrico se apoia no trabalho conjunto entre
professores e educandos, onde os professores precisam ser pesquisadores e os educand
conscientes da importancia do seu aprendizado. Contudo, essa forma deé\gedimarainda

nao esta totalmente presente nas salas de aula.

4.3.2 Ensino Tradicional

Muitas dificuldades e resisténcias no aprendizaddldebra na sua significacéo e
ampliacdo deconceitos, estdo relacionadasfaama como é abordado esse conteudo
(SBRANA et al.,2016).As abordagens tradicionais que utilizam unicamente a memorizagéo
e repeticdo como forma de aprendizado, dificultam a compreensAtyelara nos seus
diversos aspectos, tanto operacionais como de interpretacao.

Apesar daAlgebraser funéimental nansino da Matematicaestando presentetado
momento em nosso cotidianajnda existe deficiéncias no seu processo de ensino e
aprendizagem que sdo apontadas em pess|le avaliacdes governament@OELHO;
AGUIAR, 2018). Acreditase que as dificuldadele aprendizado encontradas no ensino da
Algebrar ecorrem do fato da i °nfase que se d§
muitas vezes, o desenvolvimento dos conceitos e uma boscanp pensamento mais
abstrato ( COELHO; AGUI AR, 2018, p. 171)

Ha tempos atras, Usiskin (1995) ja nos dizia que estas técnicas de manipulacéo e
simplificacéo se tornaram uma questao relativa, tendo em vista as tecnologias que podem ser

usadas didaticamente. Como afirma o autor:

Consideramos, por exemplo, a questdo tasicas manipulatérias lapis
papel. No passado, tils® que dominar essas técnicas para resolver
problemas e estudar funcdes e outras relacfes. Hoje, como os computadores
sdo capazes de simplificar expressoes, resolver sentencas e fazer graficos de
fungdes, o destino das técnicas manipulatorias teenama questao relativa
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a importancia daAlgebra como uma estrutura, como o estudo de sinais
arbitrarios no papel, como o estudo de relacbes arbitrarias entre simbolos. O
ponto de vista predominante hoje,qaee parece, é que esse nao deveria ser o
critério principal (nem certamente o Unico critério) para se determinar o
contetdo ddlgebra(USISKIN, 1995, p.20).

De acordo com Silva (2008), nas provas do Sistema de Avaliacdo da Educacao Basica
(SAEB), e Rikeiro (2001), nas provas do Sistema de Avaliagdo do Rendimento Escolar do
Estado de Sdo PaulBARESRH, observase a dificuldade dos estudantes ao resolver questbes
de matematica, em especdidfiebra Isso mostra a relevancia em se pesquisar sobre o0 ensino
e a aprendizagem deste tema, j& que os resultados ndo sdo satisfatorios. Corroborando com
esta ideia, Ri beiro (2001, p . 24) em sua
resultados das avaliacdes fortalecem a ideia de que o ensino de Mateméatisandem
ineficienteo.

Gil e Felicetti (2016, p. 21) ao analisar os resultados da Prova Brasil concordam com
Ribeiro (2001), onde indicam que muitos estudantes do ensino fundamental ndo possuem as
habilidades necessarias para resolver problemasdecughbalg co. Como por e
identificar uma expressao algébrica que expressa uma regularidade observada em sequéncias
e identificar uma equa-«0 OU UuUma Iineqgua-«o

Os Parametros Criculares Nacionais (PCNsyizian também essa reflexao:

[...] a énfase que os professores dédo a esse ensino ndo garante o sucesso dos
alunos, a julgar tanto pelas pesquisas em Educacdo Matematica como pelo
desempenho dos alunos nas avaliacdes que tém ocorrido em muitas escolas.
Nos resultados do Sistema Nacional de Avaliagdo da Educacdo Basica
(SAEB), por exemplo, os itens referentedljebrararamente atingem um

indice de 40 % de acerto em muitas regibepale BRASIL, 1998, p.115

116).

Os PCNs trazim ainda a ideia de que paraprendizagem ser significativa, € necessario
criar uma rede de conhecimentos interligados como uma teia de significados (BRASIL, 1998).
Contrapondo a isso, € comum o livro didatico ser o Unico ou principal recurso didatico
utilizado pelos professoresrteo das alas de aula (AGUIAR, 20)6emu i t as vezes 1
que ele retira as explicacbes e 0s exercicios a serem propostos para a turma e também se
informa de alguma novidade dentroadsino da Matematica ( Gl L, p.Kl).SeguadbO 8 ,
Souza (2004 a consequéncia disso sera os estudantes terem a impressao que o conhecimento

cientificoinseridonos livros didaticog lineare imutavel
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Além disso, muitos livros didaticos abordandlgebrautilizando a @ometria como
ferramenta de visualizacdo dos @ssos algébricos, contudo sem se preocupar com a
linguagem, com ®simbolos e seus significad@®CARLASSARI, 2007.

O ensino tradicional dalgebrase estrutura quando desde a introduc&o deste contetido
nas series iniciais do ensino fundamental, seipa@ aplicacdo e memorizacado de formulas
e algoritmos em detrimento dos significados dos mesmos. As dificuldades que surgem a partir
deste cenario sao do tipo didatico, ou seja, referente€emoncomo o professor ensina, a
forma como ele aborda e deselve o contetdo (TRUJILLO, 2032

Portanto ao analisarmos pesquisas sobre as dificuldades que os estudantes encontram
no campo d&lgebra fica claro que muitas vezes a maneira canddgebraé trabalhada em
sala de aula ndo é suficiente para que aglastes tenham as habilidades e competéncias
necessarias para interpretar/analisar o enunciado de um problema. Estas dificuldades se
iniciam desde a inser¢do ddgebra nas séries iniciais do ensino fundamental, ja que
tradicionalmente, muitas escolas atmmn a aritmética separada do estudoAdigebra
(BECHER; GROENWALD, 201D

4.4 RELACAO ENTRE ARITMETICA EALGEBRA

Ao analisar pesquisas de diversos autores sobre o ensigat¥ae Aritmética, a
primeira dificuldade encontradantesuas raizes no ensifundamental onde Algebramuitas
vezes € introduzida de forma pronta, sem que os estudantes saibaplisagdes e utilizacoes
(SORTISSO, 20111

Esta situacdo aconteaevido acompartimentalizacdo dos ensinos Algebra e
Aritmética, onde se ensina dhaneira isolada 0s respectivos tdépicos sem que haja conexao e
amadureci mento dos conceitos de um em rel a-
preciso comecar mais cedo o trabalho comlgebra e de modo que esta e aithética
desenvolvanse juna s , uma I mplicada no desenvol vi men
10, 1997).

Quando a Aitmética nio é trabalhada concomitante cofigebra ndo é natural para
0 estudante trabalhar com simbologias. Isso mostra a atencéo que o professor desseda
momento de passagem daitfnética para d\lgebra sem haver uma brusca ruptura, como se
fosse duas 8reas disjuntas. Concordando con

do ensino fundamental nos dizem:
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Os adolescentes desenvolvem de forma bast@mi¢icativa a habilidade de
pensar fabstratamenteo, se | hes fore
envolvendo noc¢des algébricas, a partir dos ciclos iniciais, de modo informal,

em um trabalho articulado com a Aritmética. Assim, os alunos adquirem base
para uma aprendizagem ddgebra mais solida e rica em siginados
(BRASIL, 1997, p. 117).

Evidenciando essa grande conexao entrig#ética eAlgebraSortisso (2011, p. 8) nos
di z ai nAlgebrano eontéx® essencialmente matematico, ndo passaaaritmética
generalizadora ou a estruturaAldatmeética, criada para supms necessidades que a simples
Ar i t m®t i ca n « o Partantosasegundaalificaldagerrefdeca relagdo que existe
entre Aitmética eAlgebra estdo ligadas abordagem que se da no ensino démética.

Goncalves (2013 nos aponta que, os estudantes mostravam dificuldades em
procedimentos algébricos devidoférma como foi introduzida &lgebraa partir de uma
aritmética formal, com resultados numéricos mecaogagm conexdo com a realidade. Em
virtude dissotornasedificil a compreensao da linguagem matemal@ada ebrusca mudanca
na forma de pensar.

Souza(2004) nos diz que, ao ensinaritiética se o foco for as técnicas de célculo,
perdese a capacidadie pensar de forma genérica. Complem@tdassa ideia, Booth (1995)
nos alerta sobre a necessidade de amadurecer os procedimentos aritméticos ralizaqjese

no préprio campo damtmética, destacando esse fato, conclui:

Nisso esta a fonte das difldades. Para compreender a generalizacdo das
relacdes e procedimentos aritméticos € preciso primeiro que tais relagbes e
procedimentos sejam apreendidos dentro do contexto aritmético. Se nao forem
reconhecidos, ou se os alunos tiveremcecdeserradas respeito deles, seu
desempenho erlgebrapodera ser afetado (BOOTH, 1995, p. 33).

Em um artigo da revistiteruniversitaria de Formacion del Profesoradtidacticas
de las matematicas para los profesores de educacion secuiiBlariaacéo Interuniveitaria
de Professores: didaticas de matematicas para professores do ensino médio) Collis (1974),
conforme citado por Socas et @998), aponta que quando se inicia o estudalgabra as
criancas enxergam as expressdes algébricas como incompletae tisalevido a natureza
abstrata que Algebrapossui, &jual elas nd@stavam acostumadas. Um exemplo dé&so
propriedade aritmética do fechamento, na qual ao realizarmos as opera¢des numéricas as
respostas continuam ainda sendo nimeros. Ao contradgearaque generaliza ideias e

operacdes, Booth (1995) diz que:
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Em aritmética, o foco da atividade € encontrar determinadas respostas
numeéricas particulares. Ndgebra porém, é diferente. Nalgebrao foco é
estabelecer procedimentos e relagBes eeszplos numa forma simplificada
geral. [...] Muitos alunos ndo percebem isso e continuam achando que devem
dar uma resposta numéri@OOTH 1995, p.24)

Gil e Felicetti (20.6) em sua pesquisgyontam aerceira dificuldade referenteélacéo
entre Aitmética eAlgebra simplificacdes algébricas. O autor relata dificuldades nas reducdes
de expressdes algébricas, onde o resultado nem sempre é um monexxemplo Araujo
(2009 nos mostra que muitos estudantes cometem erros ¢omo, ¢ p@® ¢ (A W 8
No tocante a relacdo entreitnética eAlgebra temos a quarta dificuldade encontrada:
erros quens estudantes trazem paraontexto algébrico, originados nontexto aritmético;
utilizacdo deprocedimentos aritmétds em situacdesgébricas de forma equivocafiall,

K., 2008. Socas et al(1998, p. 82) exemplifica esses erros erAlgebra oriundos da
Aritmética:

—+ —-= > -+ - =—
—4 - = > -+ - =—
—+ —-= _— _t —=—

8 8

E muito recorrente os erros relacionados a operacdes simpieagdesO exemplo
acimamostranosque os estudantes podem transportar estes erros para as operacoes algébricas
gue envolvam fragdes. Consequentemente, o estudante tem dificuldade em entender o sentido
das operacdes algébricas, suas estruturas e simplificacdes.

Gomes (2013) e Egodawatte (2009) apontam a existéncia de erros cometidos pelo mau
uso ou a falta de uso dos parénteses, como por exemplo, quando se tem um sinal negativo
antes de um paréntese,® ® ® ® ou ainda, um sinal negativo na frente de uma
fracdo, — —8

A quinta dificuldade relacionadafdgebrae Aritmética, esta no fato de se pressupor
que os estudantes inio@o o estudo dd\lgebrapossuem a bagagermmeérica e operacional
necessaria para tal estudo. Mas ha pesquisas que mostram que iSSO hem sempre acontece
como o de Gil e Felicetti (2016), e KGil (2008, p.84) ao citar a fala de uma professora
entrevistada: fés vez e duridadeparacesténgedgeraizgsd s ®r |
para min também é um fator importastéMuito além da maturidade, quando os estudantes

nao possuem conceitos bem definidos das séries anteriores (em especial os aritméticos), fica
comprometido o aprendizado éxgebra
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N&o somente os iniciandos ékfgebra mas os estudantes que estdo no ensino médio,
também demonstrafalta de requisitos basicos emitinética, essenciais para a resolucao de
problemas algébricos. Stocco (2014, p. 10) meastsgue alguns estudantes r@mseguiram
resolver o0os problemas al g®bricos devido a
subtracdo, multiplicacaodivisaa.

Temos ainda a sexta dificuldade encontrada: erros sakadds a nocdo de igualdade
em Aritmética. Os estudanteani@® habito de pensajue o membro que fica a esquerda da
igualdadeconsistede uma sequéncia de operacdes que t®mo resposta um numegoe
fica a direita da igualdade (SERRES VOISIN, 204lém dsso utilizan mecanicamente
regras do tipo: mudou de lada igualdade troca o sinal. Esta forma decorada de se resolver
uma relacdo de igualdade leva os estudantes a cometerem erros, que consequentemente gerat

dificuldades. Exemplificando este fato, Scarlassari (2007) nos relata

Muito comum na sala de aulaagbode induzir o aluno a erros durante a
resolucéo das equacdes do tipo: 2x = 10, entdo xi=21(pois se troca de
sinal, o 2 estava sem sinal, portanto compreendido como positivo, entédo vai
para o seguto membro com o sinal negati®CARLASSARI, 2007p.30)

Ainda sobre o conceitcedgualdade Trujillo (2002indicanos que ha dificuldades em
diferenciar expressdes comaz P ® pPTE ® O ® CO® ®.O0serros
recorrentestransformarmse em dificuldades quando ndo compreendem que na primeira
igualdade existe um valor particular para a incognita, ja na segunda as variaveis podem
assumir quaisquievalores no conjunto dos numeros reais, visto que a segunda igualdade
corresponde a uma simplificacdo na qual se pegou o lado esquerdo e se procedeu ao produto
de & & por simesmo e assim obtendo o lado direito.

Os estudantes também apresentamuldfades no estudo ddgebradevido & confusdo

que fazen com a linguagem utilizada narifnética e naAlgebra sendo essa sétima
dificuldade encontrad&ferente a relacéo entreittnética eAlgebra Os estudantes confundem
0s simbolos utilizados neste®is ramos da Matematica, achando que possuem o0 mesmo

significado, devida ter o mesmo simbal&obre esta situagé autora Booth (1995) afirma:

As letras também aparecem em aritmética, mas de maneira bastante diferente.
A letra m, por exemplo, pode setilizada em aritmética para representar

6metrosd, mas n«o para reprhidgsbeant ar o
confus«o decorrente dessa mudan-a d:¢
referenci al num®r i cood, por p ardase do

letras emAlgebra(BOOTH, 1995, p. 30).
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Entender a relacdo entre aitiética eAlgebra sob o ponto de vista das dificuldades
encontraas, é muito importante deviddraplicacdo que existe no entendimento e correcdo
dos erros nos procedimentos &igéos. Percebensoque muitos erros oriundos datfética

s&o cometidos nAlgebra os quais podem ser estendidos nas aplicacées de férmulas e regras
em situacBes algébricas.

4.5 FORMULAS E REGRAS DE PROCEDIMENTO

Algumas dificuldades se originam de erapmetidos ao usarroneament&rmulas e
regras A [...] que e x-textmelqueaisam thlsquabiasicophecerh out i [
as adaptam incorretamente a uma situa-«0 no

Tanto Gomes (2013) como Socas et al. (1998)citpe esses erros se devem a
generalizac@efalsas que talvez se verifirn@m alguns casos particulares, como por exemplo,
guando os estudantes usam indevidamente a linearidade nas férmulas e regras de
procedimentoSocas et al. (1998) nos dao alguns exestgesse uso indevido da linearidade
0s quais foram sintetizados Quadro 13.

Quadrol3- Erros de linearidade

Uso indevidoda linearidade

Fonte: producao do préprio autor

A andlise desses erros € muito importante, pois observamos que diversas areas da
prépria Matematicad aféadas negativamente devidesas falhas de procedimentos. Nota
se claramente essa situacao ao resolver um exercicio que envolva o Teorema de Pitagoras, onde
aplicase indevidamente a linearidade acreditando que a raiz da soma de quadrados, € igual
soma das raizes dos quadrados.

Gomes (2013, p. 5660), Socas et al. (1998, p.83) e Trujillo (2012, p. 33) citam erros

de procedimentos que envolvem o es@dode formulas, regras e generaliza¢des, conforme
sintetizado o Quadrol4.
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Quadrol4 - Erros de Procedimento

Grupos de erros Exemplos
Uso incorredb de  propriedade Hiah Oad
distributivas o O o
5 6 &6 06
: PP P
Usoerradodos inversos - = =h o w ¥
o W X
—— W q
: ®w q
Erros relativosio cancelamento .
wo @ .
—
¢

Falsas generalizacdes sobre os nime

Fonte: producao do préprio autor

Exi stem tamb®m certas conven- baesidosddmac et
o objetivo de facilitar o aprendizado. Mas que na verdade s&o afirmacdes imprecisas. E muito
importante no momento da aprendizagem, atentar par a A [ . . . Jretam€&i r ma
precisas da Matemateéa ( VEL OS O; F ERR E IEReAplificanfaoledsa falfade 6 2 )
rigor aritmético que interfere diretamente no desenvolvimalg@brico, Booth (1995) nos
diz
Alguns alunos acham que a divisdo, como a adi¢do, é comutativa. Outros nao
véem a necessidade de distinguir as duas formas, actcbdigue o maior
namero sempre devera ser dividido pelo menor. Isso parece decorrer da
recomendacado beintencionada feita pelo professor de matematica, no inicio
do aprendizado da divisdo, e da prépria experiéncia dos alunos, pois todos os

problemas de gisdo encontrados em aritmética elementar, de fato, exigem
gue o numero maior seflividido pelo meno(BOOTH, 1995, p. 29).

Ensinar € uma tarefa complexa, que esta ligada a diversos fatores, e € nesse momento
de ensino e aprendizagem que pode surgilsa fimpressdo que uma regra decorada ou um
padrédo estabelecido imutavel, podera facilitar o ensino, jA que bastara apenas seguir 0S passos
previstos. Contudo, Algebranecessita de pensamento, e que este seja expresso usando uma
linguagem simbdlica, afinde ser possivel proceder matematicamente. Quando existem
dificuldades com esta linguagem, sera uma tarefa dificil a compreensao de situacdes algébricas,

e aliadas com um ensino tradicional que nao prioriza o pensamento algébrico, os estudantes ndo
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consegirdo resolver um problema. Assim, é pouco provavel que enxerguetitidade de
aplicar corretamente gsrocedimentos algébricos, recorrendo a métodos informais para a

resolucao de problemas.

4.6 UTILIZACAO DE METODOS INFORMAIS

A Algebraé uma ferramea de grande importancia para resolver diversos problemas,
dos reais aos abstratos. Contudo, € comum os estudantes usarem métodos informais para
resolver estas situacdes, comecando com problemas aritméticos e se estendendo negativaments

para os de cunhog@brico. Booth (1995) nos relata um exemplo

Se um aluno geralmente ndo determina o nimero total de elementos de dois
conjuntos de, digamos, 35 e 19 alunos utilizando a nogéo de adigéo, como 35
+ 19, mas resolve o problema, utilizando o processo de comtayedo €
pouco provavel que o numero total de elementos de dois conjuntos de x e y
elementos seja prtamente representado por x tBOOTH, 1995, p. 35).

Observamos que muitos estudantes ao se deparar com um problema, optam por usar
séries de calculasumeéricos testando possibilidades; como por exemplo atribuir valores para
uma incoégnita até encontrar a solugdo. Temos como exemplo a situacao descrita por Stocco
(2014), onde os estudantes tiveram dificuldades em encontrar um modelo matematico para
um poblema envolvendo equacdes, decorrendo assim na utilizacdo da deducéo, tentativas e
l6gica para a resolucdo de equacdes do 1° gra Este tipo de resolucdo ndo da a
possibilidade de generalizar situagfes, e assim muitos problemas ndo sao resawidbs; al
gue se perde imenso tempo com as tentatlgas. porque esses métodos informais podem
funcionar bem para problemas simples, entretanto nos de natureza mais complexa nao ha
éxito.

Apresentamos nesta sec¢do, as principais dificuldades que encontesnidsraturas

que abordano ensino e aprendizagem ddgebra Tendo em mente todo este arcabouco
tedrico, inclusive das secdes anteriores, seremos capazes de olhar sistematicamente sob ume
perspectiva didatica para as dificuldades que encontramos negwalseensinaprendizagem

de Algebra, demodo a propor solucdes para ess@srcebemos que ess dificuldades
perpassam varios topicos de Algebra, refletisde originandese até mesmo na Aritmética.
Portanto, essasorrelacdes seradiscutidas mais pfandamente na proximaecde onde
analisaremoss informac¢des obtidas negtesquisae proporemosatividades para minimizar

essas dificuldades.
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5 ANALISE E APRESENTACAO DOS DADOS

Nesta secéo iremos analisar as dificuldades encontradas na Secao 4 pgtimoods
descobrir as possiveis relagcbes que elas possnam & esugerir algumadormas das
ultrapassar por meide atividadesPara isso, iremos comecar por ver quais sao os fatores que
dao origem a essas dificuldades, que passaremos a chanfatos dificultadores
Posteriormenteproporemos atividades que ajudam a ultrapassar essas dificuldades, ou até
mesmo que as elimine. Usando as concecbes de Algebra apresentadas na Secdo 2, essa
atividades foram elaboradas sobretudo com o intuito de dd@senw pensamento algébrico.
Portanto, iremos sugerir maneiras de trabalhar cAigebra mostrando como o pensamento
algébrico pode contribuir para solucionar as dificuldadeseqeontramos em nossa pesquisa

bibliografica.

5.1 AS DIFICULDADES E OS FAORES DIFICULTADORES

Com base em nosso referencial teéramresentadoas Secoes 2 e gue relatam as
concecbes délgebrae as principais dificuldades no ensinapgendizagem desta matéria,
respectivamente, e na nossa experiéncia profissional,elestainos os principais fatores
dificultadores. Apresentamos no Quadrd dsses fatores dificultadores, que resolvemos
representar simbolicamente par i= {1,2,3, ...,13}, com o objetivo de facilitar a analise e
apresentacao dos dados.

Quadrol5i Principais fatores dificultadores

Fatores Dificultadores Reprgser]tggéo
Simbdlica
Conhecimento sobre simbolos e seus significados F1
Diversos usos para as letras F2
Falta de atividades ligadas a leitura F3
Falta de estimulos ao raciaio F4
Uso inapropriado de letras pelo professor F5
Metodologia empregue pelo professor que induz em erro F6
Falta de aplicagbes em outras &reas de conhecimento F7
Aplicacdes desconexas da realidade F8
Ensino baseado em memorizacdo de formulasaginmentos F9
Compartimentalizacio dslgebrae aritmética F10
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Fatores Dificultadores Reprgseqt_a(;éo
Simbdlica
Erros originados em aritmética e transferidos pakiabra F11
Uso de métodos informais F12
Falta de atividades voltadas a memorizagéo F13

Fonte: producéo do préprio autor

Os fatores fficultadores apresentados no QuadiodBo origem as dificuldades no
ensino e aprendizagem ddgebra Cabe aqui dar algumas explicacdes sobre estes fatores
dificultadores. Os fatores F1 a F4, e F7 ndo requerem esclarecimentos, dado que seus nomes
indicam claramente do que tratam. O fatdso inapropriado de letras pelo profess@ib)
remetese ao exemplo citado pdruijillo (2012, p. 32), onde o produto de dois nimdi@s e
Ai® pode ser QANCRNDDQUXTDBADEBO fato do professor usar, por
exemplo, Q"(para representafxn’Qé um mau emprego das letras: os estudantes estdo
habituandese a usar letras, portanto em uma fase incialofessor ndo deve usar simbolos
com significados especificos, como é o caso de kg (abreviatura de quilograma), para néo
confundilos. Isso também acontece quando se utiliza em certos contextosrgateaindicar
uma medida ou para representar unovalimérico, logo no inicio do estudoAlgebra Pode
causar confusdes, ja que o estudante esta acostumado a associar a letra m a representacao
unidade de medida metros.

Outro aspecto relevante a considerar sobre F5, € a utilizacdo das letras peseriiana
literal de uma afirmacéo algébrica. Por exemplo, quando lemos a formula da area de um
retangulod @w®® not adamente ® uma ver s Amadiguaa mi da
base mul ti pl i faditdralo agrenpreenséd gortizzspecificamente as letras
dhde & No entanto, isso ndo acontece em todas as afirmacdes algébricas, podendo influenciar
os estudantes a sempre fazer essa aliteracdo. Deve ser dito ao estudante, que no caso de area:
volumes as letras usadas cormytem a primeira letra da palavra, o que facilita a
memoriza¢ao, mas no caso de outras féormulas pode nao haver essa ligacao.

O professor deve ficar at esignificaaquaniidader o d L
de bananas, entdo quanto val® o poslesadevar o estudante a concluir gieorresponde
au bananas e ndowmultiplicado pelaguantidadede bananas. Ainda sob este enfoque,-deve
se evitar o uso inapropriado de | etras no
b a n a n a adazilas pasaort rcc Como ja exemplificado, isso leva os estudantes a terem
uma visdo muito limitada do emprego das letras, podendo até gerar errasicomg® v @

~

i 8 que ® vpéradmakeb acgnuaen afs 0 p o duepéras @ bananas Uraal a ~n
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sugestao de solucéo para esse problema pode ser por exemplofutiliqampara quantidade
bananas e quantidade de péras, respectivamente.

O fator Metodologia empregue pelo professor que induz em @6 remetese a
algumas convencdegou métodos de ensino que de inicio podem parecer técnicas facilitadoras,
mas que na verdade produzirdo erros e confusbes. Por exemplo, a representacdo da
multiplicacdo emAlgebrautilizando a justaposicéo, ( com& em vez de& &’Q ¢ ouc D
MO ) onde suprimae muito cedo o sinal de multiplicacéo levando o estudante, o qual esta
familiarizado a mais tempo com a Aritmética, interpref@como¢ dezenas Qunidades.
Segundo Booth (1995), os estudantes tém tendéncia a enxergar essaigigiagpmo uma
soma ou como representacao de valores posicionais, portanto, aconselha que na fase inicial do
estudo daAlgebra devese escrever estas multiplicacbes por extenso. No entanto, surge aqui
uma questao: porqué os estudantes tendem a visuglaraexemplo, o nimero 31 como a
justaposicdo de dois algarismos, em vez de um nimero como um todo? Talvez isso aconteca
guando os professores introduzem a multiplicacdo por decomposicdo nos anos iniciais do
Ensino Fundamental. Por exemplo, eles mostraenagproduto de 31 com 13 pode ser obtido
através da multiplicacdo da decomposicao dos niumeros 31 e 13, como segue.

30 1

10 300 |10

3 90 3

300
10
90
+ 3
403
Como € possivel verificar, os numeros 31 e 13 correspondem, respectivamente, a (30+1)
e (1043). Porque os estudantes depois ndo haveriam de pensarggea a 26x? De acordo
com o exemplo anterior essa € a l6gica. Portanto, ndo seria melhor os estudantes visualizarem
0s numeros 31 e 13 como um todo? Entesalque a ideia de decompor os edos 31 e 13
seja para simplificar a multiplicacdo, mas esse método acaba introduzindo uma forma errada de
visualizar expressdes coma. Zalvez seja melhor voltar a forma tradicional de multiplicar

nameros com mais de um algarismo.
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Também se relacionaodao F6, exist® algumas convencfes de resolucdo e
representacdo de expressdes algébricas que ndo podem ser adotadas tdo apressadamente
exigidas pelos professores antes que os estudantes entendam 0s motivos e 0s conceitos por tra
de suas utilizacdes.oP exemplo, sabemos que € interessante que 0 estudante escreva as
constantes antes das letras, comioty G Contudo, dependendo da forma que o estudante
interpreta o enunciado de um problema, ele podera traduzir algebricamente a fraseologia do
textocomo ¢gfv  ¢p (€ comum os estudantes escreverem o nimero 1 quando ainda ndo o
reconhece como elemento neutro na multiplicagéo), nao interferindo no resultado. O importante
€ o estudante dar significado a essa expressdo, e com o tempo ele ird seapoostuas
convengoes.

Outro exemplo é a supergeneralizacdo que se faz na resolucdo de uma equagao, onde
professor e mpassanas tegnasede lomalaald da equacao para o outro, fazendo as
devidas opera-»es i nver searandposicddtcomoiinfaalucdo@as s a
resolucdo de equacdes produz muitos problemas e traz pouco significado ao papel da igualdade,
pois os estudantes nao estdo familiarizados e nem tém ciéncia do que é essa operacao inverter
nao sabem se € para multiplicakjidir, somar ou subtrair. Assim, para que fique clara a ideia
de igualdade, os estudantes deveriam ser inicialmente familiarizados com a ideia de igualdade
com o uso de uma balanca: se se tirarem objetos de um lado da balanca, a balanca ficara
desequilibada (Vide atividad®.2.8.3 A igualdade e a balancisfiais adiante, quando se ensina
como resolver equagdes deseusar a mesma ideia da balanca: se se tirar algo de um lado da
equacao e ndo do outro, esta deixara de ser uma igualdade. Assimseuagerguinte forma

para resolver a equacéoi32 = 5 + 3.

XT 2=%+3 Y
3XT 21 3=5x+ Y
3XT 5=5+3 Y
: XT 3x+ 1 Y
i 5=2X Y
1/2 (i 5) Y

i 5/2 =x.

Os caracteres a vermelho devem ser colocadms guae 0s estudantes entendam:
obviamente é um pouco entediante para o professor colocar todos esses passos;losas pula
em uma fase inicial € um erro. Aqui deve ficar claro que as operacdes em ambos os lados da

igualdade tém que ser as mesmas, casoatantteixa de ser uma igualdade, tal como acontece
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com os dois lados de uma balanca. Uma vez que os estudantes tenham percebido que ao faze
isso, em um dos lados o termo que estava la sugoaforme ilustram os termos cercados nas
equacdes acima, os egantes poderdo limitase a usar a metodologia de transposicao.

De certa forma relacionado a F7, o fapticacbes desconexas da realid#E8) ocorre
quando o trabalho desenvolvido digebraé totalmente descontextualizado da realidade, em
especial daealidade do estudante. Esse fator esta diretamente relacionado as dificuldades que
os estudantes possuem em ver sentido no estubligelara Por exemplo, se foolcitado ao
estudante queesolva a equacd®mé i— ¢J Q& i Q&— c¢h eles enxergardo
justificativas paraimplificar, ja que reconhecer@dacilidade em trabalhar com uma expresséao
mais simples. Resolvendo a expressdo acima, temas gue— | Q&— p, eassim¢ O
iQ¢— p.Logo,i Q& -

Assim, contextualizar através de situacdes realisticas (por exemplo, a expressao citada
acima poderia ser um modelo matematico de uma sity@oitema) da sentido aos conteudos
ensinados. Uma recomendacéo seria inizodalguns topicos délgebraa partir da ideia de
como eles poderiam ser aplicados, instigando os alunos a atividades investigativas.

O fatorEnsino baseado em memorizacdo de formulas e procedin{Efjasta muito
presente nas salas de aula, ondesine é focado em simplesmente expor um algoritmo ou
f-rmul a, e de imediato uma aplica-«0 cont €
mo d e IO @rohlema estd em sempre ou somente fazer isso, onde os estudantes decoram a
férmula para depois aplicameuma imensa gama de exercicios semelhantes que ndo adicionam
significado algum. O ensino da regra por si so, € de fato um processo mecéanico que nao tem
muito significado na realidade do estudante, contudo quando utilizado em aplicacbes e
demonstrado a suarigem ou logica, a regra ou algoritmo passa a ter sentido. Um detalhe
importante a ser mencionado é que, em especial na Matematica, o governo e a sociedade exigem
de nés educadores bons indices e altas notas em exames cada vez mais padronizados. Muita
vezes essa exceléncia exigida é confundida com altas notas nas avaliagdes internas e externas
sem mencionar sobre as aprovacdes quase que automaticas. Nesse contexto, na tentativa d
atender a essas exigéncias, o professor-septe pr essi onada passafnaan
ou seja, d4 mais importancia em habilidades mecéanicas faceis de serem medidas (e assim
melhores notas), enfraquecendo o0 processo de avaliacdo e maquiando o indice de
desenvolvimento educacional.

Com relacéo ao fat@ompartimentalizedio daAlgebrae aritmética(F10), observamos
que aAlgebra é ensinada de maneira isolada da Aritmética, sem que haja conexdo e

amadurecimento dos conceitos de uma em relacédo a buge Gimenez (2001) defendem
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que essas duas areas da Matemaética deeemiesenvolvidas juntas desde ceddligebraé

vista também como uma aritmética generalizada, no entanto como compreender certas
generalizacbes e procedimentos a nivel algébrico se o estudante ndo reconhece que essa:
generalizacdes e @redimentos podeser encontrados e derivadiscontexto aritmético? Por
exemplo, o estudante entendera mais facilmente @ue® 0% ®@ & @, Gedn

s, se mostrarmos através de varios exemplos numéricos, que ao substianto do lado
esquerdo commo direito, a igualdadenantémse Outro caminho também é mostrar que
desenvolvendo o lado esquerdo, aplicanpleracées aritméticashegase ao resultado do lado
direito. Outro exemplo ainda, bem simples mas importante, é entender a propriedade
comutatva da multiplicacaa3Jn 3w verificandoa sua validade no contexto aritmético.
Esses exemplos remetesa & concecdo ddgebracomo Aritmética generalizada, de Usiskin

(1995).

Um dos exemplos mais recorrentes do fdiwros originados em aritmética e
transferidos paraa Algebra (F11) é a incapacidade dos estudantes em somar, subtrair,
multiplicar e dividir corretamente fracdes algébricas, por ndo serem capazes-kectané
fracbes numeéricas. Por exemplo, € muito comum o0s estudantes cometerem erros como,

¢ T ¢

cou Y
Transferindo assim esta forma equivocada de somar fracdes para o contexto algébrico:

Assim, antes de comecar a introduzir as operacdes com fracdes algeébricas, o professor
deve garantir que os seus estudantes dominam essas operagdes com fracdes numericas. Outr
exemplo é aquele mencionado no fator F6, em gestoslantes pensam qu@corresponde a
¢ T w dado que nos anos iniciais do Ensino Fundamental, os professores introduzem os
nameros, no processo de multiplicacdo, como a justaposicdo de algarismos em vez de nUmeros
como um todo. Aqui, na nossa opiniA®vdse abandonar este processo e usar 0 modo

convencional de multiplicar nimeros.

O fatorUso de métodos informais12) foi observado nas pesquisaBdeth (1995) e
Scotto (2014), onde os estudantes recorriam para métodos informais, utilizando sedeéncias
calculos aritméticos para resolver problemas algébricos, em especial nas resolucbes de
equacdes: utilizavam o método da tentativa, ao atribuir valores para a incognita. O uso desses
métodos pode implicar negativamente na destreza do estudante aarse dem situacoes

mais complexas, onde esses procedimentos informais ndo podem ser aplicados de maneira tao
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imediata. Booth (1995) enfatiza que os estudantes devem enxergar a necessidade de utilizar os

procedimentos formais, e para isso é necessario:

1 queo professor reconheca que os estudantes podem arranjar métodos informais para

resolver problemas;
1 que seja discutido e reconhecido esse método e os valores encontrados a partir dele;

1 que seja avaliada as limitagbes deste método, utilizandm situacdes ais
complexas, para que assim o préprio estudante reconheca a necessidade e a eficacia de

um método formal e geral.

O fatorFalta de atividades voltadas a memoriza¢Bd3) pode parecer uma contradicdo
guando comparado com o fator Ensino baseado em megéoizie formulas e procedimentos
(F9). No entanto, ndo ha contrassenso nenhum aqui: o ensino ndo pode ser feito baseado
Auni camented na memoriza-«o de f . -rmulas, al
n«o pode ser fitot al megdb semptecésassaciatlasadapeéticio, gue me
também é fundamental, uma vez que o estudante cria um repertorio que pode ser utilizado em
outros calculos e situacdes. Contudo, sdo necessérias atividades que levem os estudantes ¢
construir o raciocinio, encontrdo sentido no que aprenderam. Por exemplo, para memorizar
uma férmula trigonométrica pod® mostrar ao estudante como ela foi originada,
desenvolvendo até mesmo atividades ludicas com material concreto aliado a visualizacao
geométrica. Dessa forma decoreesultados, férmulas, conceitos, fatos, etc., € uma

consequéncia final desse processo de construcao do raciocinio.

Outro exemplo é a tabuada: os estudantes e/ou professor podem criar indmeros métodos
para memorizar os resultados das multiplicactes,éstrda composicao e decomposicao dos
nameros, além de ser uma oportunidade para mostrar a importancia de algumas propriedades
(comutativa, distributiva, associativa). O foco destas atividades €, portanto, levar os estudantes
a memorizar conceitos e formulalgébricas a partir da compreenséo dos significados de tais
conceitos e formulas.

Ainda com base em nosso referencial teéritevando em contasadificuldade que
foram percebidas durantemainha trajetéria como professaesumimos no Quadra6 as

principais dificuldades dos estudantes relativamentigébra

Quadrol6 - Principais dificuldadedos estudantes relativamente a Algebra

Representacéo

Dificuldades dos estudantes NN
Simbdlica

Dificuldade em pensar P
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Dificuldades dos estudantes Reprfeser,\t.agéo
Simbdlica

Dificuldade em pssar da linguagem escrita para a linguagem algéb LEvVsSLA
vice-versa
Dificuldade em entender o que |é e exprimir 0 que pensa EEP
Dificuldade em interpretar as letras IL
Dificuldade em enxergar a utilidade do que esta sendo ensinado Ut
Dificuldade ®m simplificacdo de expressdes algébricas SEXpA
Dificuldade com a nocao de igualdade Ig
Dificuldade em usar as férmulas, as propriedades e procedimentos FPP
Dificuldade em generalizar G
Dificuldade em memorizar Mem

Fonte: producéo do préprio autor

Como o0 objetivo de elaborar atividades gagidam asana as dificuldaes
supramencionadas no Quadrqg hécessitamos analit#s mais profundamente: precisamos
descobrir que fatores dificultadores lhes dao origem. No restante desta secao iremos justificar
porque certos fatores dificultadores levam ao surgimentiadas dificuldades e na Seca» 5
mostraremos algumas formas lidgar com esses fatores de modo a tentar eliminar essas

dificuldades.

Dificuldade em pensari P

Segundo Charpentier (1992) a criangdo pode ler ou escrever sem compreender.
Portanto em primeiro lugar, a crianca precisa de compreender, antes de aprender a ler. No
entanto, uma vez que a crianga ja sabe ler, de acordo com Cunningham e Stanovich (2001),
guanto mais ela |é, mais ela degalve o raciocinio. Daqui conchsie que os atos de raciocinar
e ler estéo interligados. Sendo assim, é crucial instigar a leitura de modo a aprimorar o ato de
pensar (F3). Além disso, o ato de raciocinar tem que ser treinado, tal como os musculos, quanto
mais o raciocinio é estimulado mais ele fica desenvolvido (F4). Para ajudar o desenvolvimento
do pensamento, € também importante que formulas e procedimentos matematicos sejam
explicados pelos professores, pois quando os estudantes entendem a légieasDFUE
foram usados para determinar uma dada férmula, algoritmo, etc., eles conseguem replicar e
aplicar esse raciocinio a outras situacdes (F9). Para facilitar o raciocinio os estudantes precisam

também de possuir algumas informacées em mente, canex@mplo, para demonstrar que

]

Gt b= 1 oeh
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eles tém que se lembrar das definicbes de seno e cosseno (F13). Resumindo, para suprimir a
dificuldade em pensar dexge cuidar dos seguintes fatores dificultadores:

1 Falta de atividades ligadasleitura (F3);

1 Falta de estimulos ao raciocinio (F4);

1 Ensino baseado em memorizacéo de formulas e procedimentos (F9);

)l

Falta de atividades ligadas a memorizacéo (F13).

Dificuldade em passar da linguagem escrita para a linguagem algébrica e vieersai
LEvsLA

Para que os estudantes ndo tenham dificuldade em passar da linguagem escrita para a
linguagem algébrica é necessario que acima de tudo compreendam o que esta escrito em
linguagem corrente, pois sem entender corretamente 0 que esta escritse toifiGl
transcrever a escrita para a linguagem algébrica. O que mais frustra um individuo aquando da
resolucdo de um problema ndo sao as operacdes matematicas ou os principios cientificos
envolvidos, mas sim a complexidade do préprio texto (KINTSCH; GREBN®4; NESHER;
KATRIEL, 1977 apud THOMAS, 1988). Para tentar resolver essa falta de habilidade em
interpretar, deverse propiciar atividades ligadas a leitura (F3). Estas por sua vez iréo
desenvolver o raciocinio (F4).

Com conhecimento dos diversos ustes letras (F2), havendo uma melhoria na
interpretacéo do texto, os estudantes serao capazes de discernir se o0 problema apresentado pec
para estabelecer uma relacdo entre fatores, caracteristicas, componentes, etc. (variaveis), ou s
pede para determinaum valor ou varios valores que satisfazem as condicbes dadas
(incognitas), ou se nao varia ao longo do tempo (constante), ou se apresenta uma familia de
solucdes (parametros), entre outros. Obviamente, sem o conhecimento dos simbolos e seus
significados, pssar da linguagem escrita para a linguagem algébrica -@ersa tornsse
impossivel (F1). Por fim, para que se possa eficientemente passar de uma linguagem para a
outra sem grandes dificuldades e demoras, é crucial que as informacdes sobre simbslos e us
das letras j4 estejam interiorizadas (F13). Portanto, para eliminar a dificuldade LEVSLA,
devemos tratar dos seguintes fatores dificultadores:

9 Conhecimento sobre simbolos e seus significados (F1);

9 Diversos usos das letras (F2);

i Falta de atividades ligag a leitura (F3);

1 Falta de atividde voltadas a memorizacao (F13);
1

Faltade estimulos ao raciocinio (F4).
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Dificuldade em entender o que |Ié e exprimir 0 que pengaEEP

Conforme ja foi mencionado acima, ha uma estreita relacao entre leituracéniaco
desenvolvimento de unmpulsiona o dsenvolvimento do outroPortanto, paraue seja
possivel entender o que Ié e exprimir 0 que pensa € necessario que os estudantes acima de tudc
tenham o habito da leitura, o qual pode ser estimulado pelos professawvés de atividades
que tragam textos interessantes para os estudantes (F3) e ao mesmo tempo esses textos deve
instigar o raciocinio (F4).

Entender o que esta senddolienvolve ter conhecimento sobre a linguagem que esta
sendo utilizada, dando sigruéido a cada elementte forma individual e conjuntAssim, esse
processo de leitura e compreensdo exige que o estudante tenha uwonb@cimentade
simbolos (F) e que saibam reconheces seus diversos usos (F2). Portanto, para o estudante
superar a diculdade EEP devemos minimizar os seguintes fatores dificultadores:

1 Conhecimento sobre simbolos e seus significados (F1);
1 Diversos usos das letras (F2);
9 Falta de avidades ligadas a leitura (F3);

i Faltade estimulos ao raciocinio (F4).

Dificuldade em interpretar as letrasi IL

Como ja mencionado nesta pesquisa, em especial na Secdo 3, muitos estudantes ao se
depararem com as letras em enunciados matemat@osonseguem entender os motivos de
se utilizar tais letras, n&o reconhecendo suas utilidadassesgnificados. Conforme Usiskin
(1995), os objetivos do ensino ddgebra as concecdes dessa matéria e a utilizagdo das
variaveis estdo intimamente relacionados. Dessa forma, o professor deve trabalhar em sala de
aula as diferentes concecdedMigebra, as quais possibilitaao estudante conhecer os diversos
usos para as letras (F2). Assim, contribuindo para que ele tenha conhecimento sobre os simbolos
em variados contextos algébricos, dafttes, portanto, significados (F1). Nesse sentido, o
professoitem um papel fundamentaém dese atentar as notacdes e representacdes utilizadas
no ensino dalgebra especialmentguardo se esté iniciando seu estuttonando o cuidado
de ndo utilizar letras que podem gerar confusfes na interpretacdo dos es{&@qnBzoth
(1995) apresenta algumas situacdes mostrando que o uso inapropriado de letras pode levar o0s
estudantes a ndo as interpretar corretamente, como por exemplo, encarar a variavel apenas comc
um rétulo, onde a letra utilizada representa sempriezaaiédal de um certo nome ou objeto.

A compreensio das letras difyebra especialmente no enunciado de um problema,
deve ser conduzida a partir de estratégias éeendo estudante rapidez e destreza em sua

analise.Para isso € necessario que o esttedgntenha interiorizado certos conceitbgssa
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forma, atividades que viabilizem estratégias de memorizacdo, podem ajudar nesse processo
(F13). Portanto, visando sanar a dificuldade IL, eswetratar dos seguintes fatores
dificultadores:

1 Conhecimento dare simbolos e seus significados (F1);

91 Diversos usos das letras (F2);

1 Uso inapropriado de letras pelo professor (F5);

1

Falta de atividades ligadas a memorizacao (F13).

Dificuldade em enxergar a utilidade do que esta sendo ensinad®t

Paraque se tenhama aprendizagem significativa € necessario que o estudante enxergue
utilidade naquilo que esta sendo ensinado. Segundo Ausube),(f@Bque a aprendizagem
tenha significado, o ensino deve oportunizar o estudante a relacionar os conhecimentos novos
aprendidos com aquilo que ele ja sabe, ou seja, levar em conta o seu conhecimento prévio.
Assim, & novas informacfes ancora® aconceitos ja existentes na experiéncia do estudante,
adquirindo significad¢F8).

Além disso, o ensino ndo pode se restringireanarizacao de regras e procedimentos
(F9), pois ndo é suficiente para que se dé sentido ao que estd sendo eNdioatimdo ao
estudante motivacdes para progredir neste processo, mas pelo contrario, causando desanimo.
Por fim, é necesséario que os conhamtos adquiridos sejam aplicados em outras areas de
conhecimento de modo que os estudantes possam visualizar a utilidade desses (F7), conforme

exposto por Rodrigues (2005):

E importante que a presenca do conhecimento matematico seja percebida, e
claro, analisada e aplicada as inUmeras situacfes que circundam o mundo,
visto que a matemédtica desenvolve o raciocinio, garante uma forma de
pensamento, possibilita a criacdo e amadurecimento de ideias, o que traduz
uma liberdade, fatores estes que estdo intimtari@ados a sociedade. Por
isso, ela favorece e facilita a interdisciplinaridade, bem como a sua relagéo
com outras areas do conhecimento (filosofia, sociologia, literatura, musica,
arte, politica, etc. ) RODRIGUES, 2005, p. 5).

Desta forma, ao daresentido ao ensino, reconhecendo sua impagdrara a vida, 0s
estudantes \@n sentido em estuddlgebra Portanto, para acabar com a dificuldade Ut,
devemos suprimir os seus fatores originadores, que sao:

1 Falta de aplicacbes em outras areas de conhetonie?);
1 Aplicacdes desconexas da realidade (F8);

1 Ensino baseado em memorizacdo de formulas e procedimentos (F9).
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Dificuldade com simplificacdo de expressfedgébricasi SexpA

O objetivo de simplificar expressdes algébricas é ttamanais faceis de cqreender
e usar, resolvendo um problema proposto através de um problema mais simples (USISKIN,
1995; POLYA, 1957)Segundo Granell (1977, p. 265) muitos erros que os estudantes cometem
devemsef [ aa fatd de terem aprendido a manipular simbolos delaomm determinadas
regras, sem se deterem no significado dos n
consiste na manipulacdo de simbolos, portanto antes de preceaifaplificacdodevese
conhecer a simbologia utilizada, bem como os seus tesgesignificados (F1)Além disso,
os estudantes devem conhecer corretamente os diferentes tipos de usos para as letras, de mod
a permitir a resolucao correta dos problemas (F2).

Outro fator que dificulta a simplificacdo de expressdes algébricas émapsopriado
pelo professor de certos métodos (F6). Por exemplo, quando o professor usa o produto cruzado
para resolver a equacgéo
Cw p
d)—p S P
sem querer ele acaba induzindo em erro os estudantes, pois estes depois pensam que poder
usar o produto cruzado para resolver a inequacao
% ¢8 q
Para resolver a dggualdade em j20s estudantes devem primeiro simplificar a expresséao, ou
seja, colocar todos os termos nao nulos em um lado da desigualdade e escrever a aapressa
forma de uma so6 fracdo, s6 assim sera possivel determinar corretamente a solucdo. Se o
professor usar esta forma para determinar a &old@ equacao Y1o professor ira obter a
mesma solucdo que obteria com o uso do produto cruzado. O exemplogdadandéem
mostra que o ensino baseado em memorizacdo de procedimentos sem compreender 0 que est:
acontecendo gera dificuldades aquando da simplificagdo de expressdes algébricas (F9).
Portanto, o professor deve ter o cuidado com os métodos usados.

No entamo, € necessario também que o professor trabalhe expressdes algébricas sob
referenciais concretos indo além da pratica repetitiva de exercicios, através de situacoes
realisticas e aplicac6es em outras areas do conhecimento (F8). Diante disso, 0 eslxédante v
sentido em resolver/ simplificar uma expresséo, porque enxergara objetivos a serem alcancados
num determinado contexto: generalizar uma situacdo, representar algebricamente uma
informac&o, simplificar a linguagem corrente, etc. Eles serdo estimulado®einar através

destas expressoes, ou seja, dar/criar justificativas para que elas sejam simplificadas.
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Igualmente ao conceito de aprendizagem significativa, o ensino de expressoes
algébricas deve ser pautado naquilo que os estudantes ja conheaamméma continuacao,
mas como uma interacao e complementacao de conhecimentos aritméticos ja aprendidos (F10).
Nes s e s eAlgebradio esta Beparada da aritmética; com efeito, ela €, em grande parte,
aritmética generalizada. Dai que, para enteadeneralizacéo de relagdes e processos, requer
se que eles sejam assimilados primeirament e
Assim devese trabalhar desde cedo com os estudantes exemplos de generalizacdes
representadas através de express@gbatas, adndas do contexto aritmético,rsostrar a
validade que existe numa expressao algébrica como forma de resposta de uma situacao, assin
como acontece com 0s humeros huma expressao aritméticasMeites adificuldades que
0s estudantes apresam ao simplificar expressdes algébricas, sdo na verdade, problemas que
nao foram corrigidos no estudo das expressfes aritméticas (F11). Gomes (2013) aponta que
erros em operacfes com fracdes, parénteses e poténcias influem na resolucdo de expressde
algéoricas.

Finalmente, devem ser desenvolvidas atividades voltadas a simplificagdo, de modo que
os estudantes consigam interiorizar todos os procedimentos ligados a simplificagdo (F13). E
importante compreender como se simplifica e porqué, mas € necessauo pgestreza visto
que o processo de simplificagdo é fundamental em qualquer resolucéo de problema.

Diante de tudo que foi apresentado, superar a dificuldade SExpA, significa suprimir os
seguintes fatores dificultadores:

1 Conhecimento sobre simboloseus significados (F1);

Diversos usos das letras (F2);
Metodologia empregue pelo professor que induz em erro (F6);
Aplicacdes desconexas da realidade (F8);
Ensino baseado em memorizagédo de formulas e procedimentos (F9);
Compartimentalizacéo dalgebrae artmética(F10);

Erros originados em aritmética e transferidos pakigebra(F11);

= =4 =4 4 -4 -4 -2

Falta de atividades voltadas & memorizagao (F13).

Dificuldade com a noc¢ao de igualdade Ig

Segundo Tinoco (2008, p. 4, ap@dVINSKI; BAIER, 2014, p. 9 as dificuldades
ligadasa igualdadei [ . . . ] S «o0, de fat o, probl emas he
importancia de valorizar o trabalho, desde as séries iniciais, com a no¢ao de igualdade, como

equival °nciao (F11). Assi m, 0 e nde eamdarame nt o
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mostrar equilibrio e apresentar propriedades de equivaléncia (simétrica, reflexividade e
transitividade) devem ser trabalhados logo de inicio durante o ensino da Aritmética, e ndo
apenas quando iniciar o ensinoAlgebra(F10).

Segundo Bootl{1995), uma das recomendacdes para minimizar asildifides dos
estudantes quantorec¢ao de igualdade estd associada ao significado que se da aos simbolos
desde as primeiras experiéncias aritméticas (F1), em especial ao papel que é dado as letras (F2)
Assim, se considerarmos a expresea if i Q¢— phpara qualquer—em s, esta

corresponde a uma identidade algébrica por ela seadedrd para qualquer valor numériee
ems ; neste caso a letra corresponde a uma variavel. No ergamonsiderarmad € +— -,

entdo aqui s6 alguns valores numéricos pa@nam a igualdade verdadeira; neste caso diz
se que a letra é uma incégnita.

Quando se ensina a nocao de igualdade apenas sob a 6ética da Aritmética, o estudante
muitas veze encara o sinal de igualdade como algo unidirecional, estendendo esse conceito
para a resolu-«o0 de equa-»es, onde A[ ... ]
(LIMA, 2007, p. 282). Dessa forma, quando ndo é ensinado o conceito de igualdame c
equivaléncia ao resolver equacdes, ou seja, a realizagdo da mesma operacdo em ambos os
membros, o ensino é prejudicado e dificuldades irdo surgir (F6).

Nesse sentido, o sinal de igual ® Vvisto
resposta da opagdo ou de uma equacao através de passos a serem seguidos, ressengindo
memorizacdo de um conjunto de regras (F9). Assim, muitos pesquisadores recomendam
introduzir o conceito de igualdade sob a ideia de equiliaiiayés do uso da balanca (F8).

Gomes (2013) também nos ajuda a entender esta dificuldade, quando aponta que é
comum os estudantes utilizarem métodos informais para resuacdes, gerando erros
(F12). Logo, para minimizarmos a dificuldade Ig, devemos tratar dos seguintes fatores
dificultadores:

Conhecimento sobre simbolos e seus significados (F1);

Diversos usos das letras (F2);

Metodologia empregue pelo professor que induz em erro (F6);
Aplicacdes desconexas da realidade (F8);

Ensino baseado em memorizacao de formulas e procedime@jos (F
Compartimentalizacéo dalgebrae aritmética (F10);

Erros originados em aritmética e transferidos pakigabra(F11);

A =2 =4 4 -4 -4 -4 -

Uso de métodos informais (F12).
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Dificuldade em usar as férmulas, as propriedades e procedimentos-PP

As formulas, propriedadespeocedimentos foram criados para facilitar a resolucao de
problemas e efetuar calculos de maneira mais prética, contudo, introduzir tais ferramentas nem
sempre é uma tarefa facil. E necessario que os estudantes entendam o sentido das formulas, a:
propriecades e procedimentos, ou seja, asslosi@a um determinado porqué, sabendo como e
quando utilizdos em diversas areas do conhecimento (F7).

A nossa memoria tende a lembrar melhor de um conteddo ou conceito quando o0s
associamos as informacdes que ja eaemos, ainda mais quando mostramos a origem de tais
conceitos ou aplicamos a situacdes realisticas (F8). As abordagens tradicionais de ensino de
Algebrafocam apenas na memorizacéo de formulas e propriedades, e aplicagdes mecanicas de
procedimentos, afetao negativamente na aprendizagem Adgebra (F9) (OLIVEIRA,;
LAUDARES, 2015; LIMA; SILVA, 2017).No entanto, isso ndo significa que a memorizacao
deve ser descartada; ela deve ser usada apenas uma vez que as formulas, as propriedades e «
procedimentos fam entendidos (F13Essa metodologia de ensino pode desencorajar 0s
estudantes a utilizar os métodos formais, levaogla enxergar os métodos informais como
sendo mais faceis (F1Bssesnéetodos informaigeram dificuldades gdo sdo suficientes para
o desenvolvimento amplo dslgebra Assim, em vez de apenas decorar, os estudantes devem
ser instigados a raciocinar através de diversas situacdes que colocam epsgegurétodos
informais(F4).

Alguns erros ocorrem devido ao fato dos estudantes wilizanadequadamente
férmulas ou regra que lhes foram apresentadas, fazendo falsas generalizacdes sobre operacdes
e numeros (GOMES, 2013). Acontece que 0s estudantes muitas vezes ndo possuem o
conhecimento necessario sobre os simbolos e o significadondel@&smulas e propriedades
(F1), eassim aplicammasii ¢ e g a ma Bejagsém entendeprocessaParaqueo estudante
sdba utilizar corretamente as formulas, os proosghitos e as propriedades demetes
re/conhecer os diversos usos para as letrasNi6Zntanto, ndo se deve fazer unjaturaentre
as abordagens Aritméticas e Algébricas (F10), como se a segunda fosse uma nova Matematica:
a Matematica das letras com novas regras, das formulas e aplicacdes (OLIVEIRA,;
LAUDARES, 2015).Muito pelo contrao, antes de introduzir as férmulas, propriedades e
procedimentos, o professor deve mostrar exemplos numéricos que facilitam o entendimento;
levando o estudante a perceber que ndo é pbssimpartimentalizar Algebra erdmética.

A sugestao € que se i##é 0s conceitos ja aprendidos em Aritmética para ajugde
forma mais natural erAlgebra visto que ja foram compreendidos no contexto aritmético.
Portanto, os fatores dificultadores que devem ser sanados, pois originam a dificuldade FPP, séo:

1 Conhecmento sobre simbolos e seus significados (F1);
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Diversos usos das letras (F2);

Falta de estimulos ao raciocinio (F4);

Falta de aplicacdes em outras areas de conhecimento (F7);
Aplicagbes desconexas da realidade (F8);

Ensino baseado em memoriza¢ao de formelarocedimentos (F9);
Compartimentalizacéo dalgebrae aritmética (F10);

Uso de métodos informais (F12);

=4 =2 =42 4 -4 4 A4 -

Falta de atividades voltadas a memorizagéo (F13).

Dificuldade em generalizari G

Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) apontam como um dos caracwoizs do
pensamento algébrico, a presenca do processo de generalidasén, atividades que
envolvemgeneralizacdgéo 6timas para desenvolver o pensamento algébstmulando os
estudantes a raciocinar e exprimir suas ideias através da linguagencal@®essa forma, a
generalizac@o esta intimamente relacionada com o desenvolvimento do penssemgato
assim necessario estimutinos estudantes (F4).

Para Usiskin (1995), Algebrapode ser encarada em uma de suas concegdes, como uma
Aritmética geeralizada, na qual as letras tém o papel de generalizar modelos. Isso nos leva a
concluir que ndo ha como separar Aritmétiddigebra ainda mais se tratando de topicos da
matematica que s&o ensinados a partir da abstragcdo e generalizagdo (F10) (PEREIRA,

Dessa forma, a generalizacdo € essencial para a matematica: simplificando ideias, encontrando
modelos para relagdes entre numeros, descrevendo matematicamente situagdes, etc. Nesse

sentido, é necessario conhecer as funcdes das letras (F2), beroscsimtbolos utilizados

(F1), j 8 que AMuitas vezes encontramos r el
mat emati cament e, e as vari 8§veis S «O0 i nstru
1995, p. 13).

Por outrolado, para que o estudante corssigeneralizar sem grandes dificuldades, é
necessario que se tenha atividades que prezem nao sO a aplicacdo, mas a busca pele
generalizacdo de férmulas e expressdes algélmieatratam de exemplos ligados a realidade
(F8). Nesse sentidose o ensino for dseado apenas na memorizacdo de formulas e
procedimentos (F9), sem lhes mostrar como elas se originasa@studantasioverao sentido
em generalizar e buscar solucdes através dos padrdes encoitsadnsum processo crucial
para criar experiéncias guportunizam os estudantes generalizar, é a selecéo e elaboragao de

tarefas pelo professor (VALE, 2013). O professor deve, portanto, propor aos estudantes
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atividades desafiadoras que permitam explorar padrbes em diversas aplicagcdes matematicas
(F7).

Vale (2013) propde que a generalizagéo vai além de permitir os estudantes escrever uma
f-rmul a, ® raci oci n-seraelésgréprione absouteos, daovalidaderdesgar e
regra ou formula que obtiveram através da generalizacdo, recorrendo a iEcieaifme os
n%meros e/ ou figuraso (VALE, 2013, p.-se72).
tratar dos seguintes fatores dificultadores:

1 Conhecimento sobre simbolos e seus significados (F1);

91 Diversos usos das letras (F2);

1 Falta de estimulos aoaiacinio (F4);

1 Falta de aplicacdes em outras areas de conhecimento (F7);

1 Aplicacdes desconexas da realidade (F8);

1 Ensino baseado em memorizacao de férmulas e procedimentos (F9);
f Compartimentalizacio dalgebrae aritmética (F10).

Dificuldade em memorizari Mem
A capacidade de memadcao se desenvolve a medigee exercitamos e utilizamos a
memodria, assim como o corpo humano: caso ndo seja exercitado, pode atrofiar (SOISTAK;
PINHEIRO, 2009). Nesse sentido, é necessario estimular a criatividade atraiemciges
novas, instigando o raciocinio logico (FAlém disso, a leitura € um dos melhores exercicios
para estimular a memoaripgrtanto, deverse desenvolver com 0s estudantes, atividades que
envolvam a leiturgF3). Ler com entendimentequerrelaconar informag¢des novas com outras
preexistentes no cérebro, e para isso a memdesseéncialFLORES; CARDOSQ 2014).
Assim, a capacidade de memorizacédo sera adquirida através de atividades que estimulem as
acdes de reter, armazenar e recobrar informagdesérebro, usandas para as diversas
situacdes na vida (F13).
Dessa forma, para minimizarmos a dificuldade Mem devemos tratar dos seguintes
fatores dificultadores:
1 Falta de atividades ligadas a leitura (F3);
1 Falta de estimulos ao raciocinio (F4);

{1 Faltade atividades voltadas a memorizacéo (F13).

O Quadro 1fesume os fatores dificultadores que originam as dificuldades.
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Quadrol7 - Fatores dificultadores associados as dificuldades

DIFICULDADES FATORES DIFICULTADORES
P F3, F4,F9, F13
LEvsLA F1, F2, F3, F4, F13
EEP F1, F2, F3F4
IL F1, F2, F5, F13
Ut F7,F8, F9
SExpA F1, F2,F6,F8,F9,F10, F11F13
g F1, F2, F6, F8, F9, F10, F11, F12
FPP F1, F2, F4, F7, F8, F9, F10, F12, F13
G F1, F2, F4, F7, F&9,F10
Mem F3,F4, F13

Fonte: produc¢éo do préprio autor

O Quadro 17 nos oportuniza apontar algumas observagfigs podem ser feitas
analisando similaridades na distribuicdo dos fatores dificultadores em relacdo as suas
respectivas dificuldadespm o intuito de elaboratividades que ajudem a sanar mais de uma
dificuldade.

Para melhor analisarmos os dados colhidos no Quadro 17, orgarsmras
informagdes na forma de diagramas: essa organizacao foi baseada nos fatores dificultadores
comuns entre as diferentes difidatles.Na Figura 7, fezse a juncdo das dificuldades em
interpretar as letras (IL), em passar da linguagem escrita para a linguagem algébrica e vice
versa (LEvsLA), em entender o que Ié e exprimir o que pensa (EEP), em pensar (P) e em
memorizar (Mem), dadque:

1 o ato de interpretar as letras consiste de um ato de raciocinio;
1 saber interpretar as letras ajudara a passar da linguagem escrita para a linguagem
algébrica e viceversa;

a linguagem e o pensamento tém uma relacdo de subsisténcia;

e, finalmentep raciocinio e a leitura auxiliam a memorizacao.

Assim, na Figura 7 podemos ver que a unido dos fatores dificultadores da dificuldade
interpretar as letras (IL) com os da dificuldade em pensar (P), incluem todos os fatores
dificultadores das dificuldadesntender o que |é e exprimir 0 que pensa (EEP), passar da
linguagem escrita para a linguagem algébrica e-wécsa (LEvsSLA) ememorizar (Mem).

Portanto, seriarem atividades que tentam sanar as ddades IL e P, muito provavelmente
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estas também irdoemediar as dificdades com EEP, LEvsSLA e Mem. Isto ndo €
surpreendente, visto que criar uma atividade que tente eliminar as dificuldades IL e P, implica
criar uma atividade:
1 que propicie a aprendizagem dos simbolos e seus significados, assim como o0s
diferentes usos que alguns desses simbolos possuem;

gue possibilite 0 desenvolvimento da leitura e da capacidade de raciocinar;

e consequentemente, que permita a memorizagdo das féormulas, propriedades e

procedimentos ai desenvolvidos.

Percebese aqui que, ofatores dificultadores mau uso das letras pelo professor (F5) e
ensino baseado na memorizacao de férmulas, propriedades e procedimentos (F9), sdo fatores
gue as atividades nao resolvem diretamente: esses fatores estédo relacionadosémdos
de ensinale difereres professores, sobre o0s quais o professor que esta dando a atividade ndo

tem controle.

Figura7 - Relacao entre as dificuldades LEvsLA, EER,Rle Mem

LEvsLA

F9 O EEP
O IL

P

O Mem

Fonte: producao do préprio autor

E interessante notarmdambém a relacdo entre a dificuldade em u$éamulas,
propriedades e procedimentos (FP®)a dificuldade em generalizar (Ghnde a primeira
engloba todos os fatordfficultadoresda segunda dificuldadg aravés da generalizacgoe
muitas fdmulas, propriedadese procedimentose originam, portanto, a dificuldade em
generalizar pode originar affiduldades com tais formulapropriedade® procedimentos
Relacionada a estas duas dificuldades, temos tambémudddifie em enxergar a utilidade n
gue estasendo ensinado (Ut), onde todos os fatores dificultadores que a originam também
originamFPP e G.Isso levanos a concluir que o ensino mecanico e descontextualizado pode
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levar os estudantes erém dificuldade em utilizar férmulagtopriedade® procedinentosge

encontrar general¢desA Figura 8 contém um diagrama questra essas relagoes.

Figura8 - Relacéo entre adificuldadesUt, G e FPP

F7 F8 F9
Ut
F1 F2 F4 G
F10
FPP
F12 F13

Fonte: producao do préprio autor

Temos também quesalificuldades com a nocédo dpialdade (Ig)estédo relacionadas
com adificuldades em usdérmulas propriedades e procedimentos (FRRJJo qugossuem
seis fatores dificultadores em comum. Muitas das férmulas e propriedatdezsm as
igualdades, parastabelecer ehtidades, re0es e expressogsstificandeseassim aelacao
supramencionada.

Outra notoriedade & relacédo entre dificuldade com a noc¢do de igualdade @ga
dificuldade com simplificacdo de expressoes algébricas (SExpéE as duas possuem sete
fatores difizltadoressm comum, dentre os oitatores que originam cada uma deleste fato
ndo € espantoso, dado que muitas igualdades envolvem expressbes algBbmias.
consequéncia imediata disso € @qudificuldadecom simplificacdo de expressdes algébricas
também se riaciona com a dificuldade com o usofdemulas, propriedades e procedimentos
Dessa formags estudantes tém dificuldade em utili@amulas propriedades e procedimentos
para resolver/simplificagxpressdes algébricass quas muitas vezes &b contidas em uma
igualdade. Essa relagdo remséparticularmente aosrros cometidos nas equacdes, onde
simplificar as expressdes algébricadusas na relacdo de igualdade corresporrésaver a
equacao.

Além disso, dada a relacao entre as diflades em esrgar utilidad€Ut), generalizar
(G) eusar formulas, propriedades e procedime(f&$), temse que as duas primeiras também
se relacionam com as dificuldades em simplificar expressées algéBifizas) e a nocao de
igualdade(lg): muitas vezes os estudantes ndo coemtem o propésito de fazer certas

simplificagBes algébricas em igualdades, por terem recebido um ensino muito mecanizado e
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com pouca énfase no pensamento algébiResumense na Figura 8s relacdes citadagstes

dois ultimos paragrafos.

Figura9 - Relacéo entresadificuldadedJt, G, FPP,lg e SExpA

= Ut
F7 F8 F9

F4
/ ( F1 F2 F10 F FPP
\Fﬁ\ O SExpA

F6 F

Fonte: producéo do préprio autor

Ainda observando as relacdes entre as dificuldades, € valido reqsalts fatoes
dificultadores que originam alificuldade em mewrizar (Men), além @ diferentes
combina@es dessesstarem presentes nas dificuldadespassar da linguagem escrita para a
linguagemalgébrica e viceversa (LEvsLA) em entender o que Ié e exprimir o que pensa (EEP),
em interpretar as letras (ILpenpensar (P)como ja supramencionadestdo também psentes
nas dificuldades em usBirmulas,propriedades e procedimentos (FPB30 nos sidiza que
atividades que estimulem a capacidade de memorizagdo podem ajudar significativamente no
processo de ensino e aprendizagda Algebra Na Figura 10ilustramos as relacdes

mencionadaseste ultimo paragrafo.

FiguralO- Relacdo entre as dificuldades FPP, LEvsLAEPPe Mem

LEvsLA

Fo O EEP
O IL

P

O Mem

FPP

F12

F10

Fonte: producéo do préprio autor
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Existam outras combinacdes entre as dificuldades, no entanto, apreseratiavés dos
diagramas e das relagdes supracitaagque tinham maiores sobrepdsgmedianteosfatores
dificultadores.

Apresentaremos abaixo au@dro 18 que discrimina para cada fator dificultador todas

as dificuldades que ele gera, auxiliandarass andlie destas dificuldades.

Quadrol8- Quantidade de dificuldades relagamlas a cada fator dificultador

QTD. DE DIFICULDADES
FATORES QUE CADA FATOR DIFICULDADES
ORIGINA
F1 7 LEvsSLA, EEP, I, SExpA, lg, FPP, G
F2 7 LEvsSLA, EEP, I, SExpA, lg, FPP, G
F3 4 P, LEvsLA, EER Mem
F4 6 P, LEvsLA EEP,FPP, G, Mem
F5 1 IL
F6 2 SEXpA,lg
F7 3 Ut, FPP, G
F8 5 Ut, SEXpA, lg, FPP, G
F9 6 P, Ut,SExpA,lg, FPR G
F10 4 SEXpA, lg, FPP, G
F11 2 SEXpA, Ig
F12 2 lg, FPP
F13 6 P, LEVsSLA, IL, SExpA, FPPMem

Fonte: producgéo do préprio autor

O Quadrol8permitenos constatar quais sao os fatores dificultadores que ocorrem com
maior frequénciagde forma que possamos elaborar atividadesoguw®ntemplem gambém
aqueles que itfienciam diretam@e na préaxispedagogica do professotnicialmente
observamos que os fator€snhecimento sobre simbolos e seus significfiebse Diversos
usos para as letragF2) foram os de maior incidéncia nas dificuldades, totalizasede
dificuldades que cada um deleguda aoriginar. O fato do F1 e F2 serem os fatores que mais
aparecem nas dificuldades nédo é surpreendente, visto que as letras e simbolos fazem parte dz
linguagem usada para resolver diferentes problemas.

Os fatores com menor quantiiade dificuldades originadas ddeo inapropriado de
letras pelo professdiF5), Metodologia empregue pelo professor que induz em(EGRErros
originados em aritmética e transferidos para a Algetifa1) eUso de métodos informais
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(F12).Todos os fates dificultadores sédo importantes; a ocorréncia dos fatores ndo diminui a
relevancia dos fatores com menor incidéncia. Por exemplo, quando um professor usa o produto
cruzado para resolver igualdades, ele introduz uma metodologia que produzira véarios erros

Suponhamos que um professor de calculo em mais de uma variavel, peca aos seus estudante:

para desenhar as curvas de nivel do grafico da funcde—. Os estudantes que usarem o

produto cruzado irdo obter curvas de nivel que séo retas que passam pela origem e nem
perceberdo que essas retas séo "furadasirigem ndo esta contida em nenhuma dessas retas.
Como podese ver, uma nedologa usada no Ensino Basipode propagase até ao Ensino
Superior.

Portanto, mediante tudo o que ja foi apresentado até aqui, percebemos que nao ha outro
caminho para um ensino de qualidade/dgebra tendo como base a compreensioseja,
desenvolvenos estudantes pensamento algébrietravés de atividade& partir dos quadros
mencionados nesta secém,possivel tratar as dificuldades de forma mais ampla, descobrindo
causas mais gerais que contemplem também outras dificuldguesconseguintégi possivel

elaborar atividades que sanam algumas dessa dificuldades simultaneamente

5.2 SUGESTOES DE ATIVIDADES QUE PODEM SER DESENVOLVIDAS COM OS
ESTUDANTES COM O OBJETIVO DE SANAR AS DIFICULDADES

As atividades sugeridas aqui, foram escolhidasd#sanvolvidas levaimdem conta os
Quadros 16, 17 e 18 da Secad, Hem como as conclusfes que eles oportunizagaos,
aspectos caracterizadores do pensamento algébrico, segundo Fiorentini, Fernandes e Cristévaa
(2005).

5.2.1 O problema dos pinguins

O problema doginguins apresentado na Figura fbi parcialmente retirado de uma
prova do Programa Internacional de Avaliagao de Alunos (PISA) do ano de 2012: aqui vamos
considerar apenas as trés primeiras questdes do problema dos pinguins, onde adaaestoe
ligeiramente alteradas.

Figurall- O problema dos pinguins
PINGUIM

O fotdgrafo de animais Jean Baptiste fez uma viagem de um
ano e tirou indmeras fotos de pinguins e de seus filhotes.

Ele se interessou particularmente pelo crescimento do
tamanho de diferentes colbnias de pinguins.

Fonte: PISA (2012, p. 27)
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O problema dos pinguins na prova PISA oferece questdes de multipla escolha, que séo
uma forma de avaliacdo apropriada para a escaleoda, pnas aqui nesta atividade o intuito é
fazélos pensar. Ver as possibilidades de respostas pode-lndazientar adivinhar a resposta,

0 gue vai contra o objetivo desta atividade: que é fomentar o raciocinio.

Conforme pode verificase, este problea consiste de uma aplicagao real, pois trata do
importante tema do crescimento populacional de uma espécie animal. E um problema que, sem
sombra de davidas ajudara os estudantes a enxergar utilidade no que é ensinado (Ut).

Neste problema podem surgir ¥ dificuldades: dificuldade em entender o que Ié e
exprimir o que pensa (EEP), dificuldade em pensar (P), dificuldade em passar da linguagem
escrita para a linguagem algébrica (LEvsLA), dificuldade em usar procedimentos (FPP), e
dificuldade em generaliza(G). Para que os estudantes ultrapassem essas dificuldades, é
necessario serem expostos aos problemas onde elas surgem. S6 assim, eles poderao as super:
Assim com este tipo de problema, os estudantes tém uma oportunidade de pdr em pratica a
leitura, olsiga-0s a pensar e desenvolver uma forma simbdlica de representar o que pensam,
pbr em pratica procedimentos, e por fim, este problema foi formulado de um modo que orienta
0S seus pensamentos: cada passo da resolugcdo contribui para a generalizacadaddoformu
crescimento populacional dos pinguins. A resolucéo de problemas como este também ajuda os
estudantes a memorizar determinados conceitos: como séo eles que constroem a formula, é mais
provavel que eles ndo se esquecam, por conta de se sentiremgueis isgois pensam,
mesmo que eu ndo me lembre da formula, eu consigo damgnovo.

Neste tipo de atividade, voltada ao desenvolvimento do pensamento algébrico, 0s
professores devem evitar cair na tentacao de resolver na lousa o problema, eldisnitavem
se a orientar os estudantes. Levando em conta as fases do pensamento algébrico de Fiorentini.
Fernandes e Cristovdo (2005), esta atividade pode levar os estudantes a transitar entre o
pensamento pralgébrico e um pensamento algébrico mais deseidegl em virtude de
estabelecer alguns processos de generalizagdo podendo ou ndo utilizar a linguagem algébrica
simbdlica. Dessa forma os estudantes estardo lidando com conceitos de recorréncia de forma
simples, focando na observacgao e no raciocinio, senos professores déem uma resposta a
todos os erros cometidos, mas sim instigansla pensar e ao mesmo tempo dando dicas para
gue alcancem o objetivo.

A BNCC sugere para a etapa do Ensino Médio a seguinte comjetspecifica de
Matematica:

Utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solucdes
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propostas, de modo a construir argumerdgagihsstente (BRASIL, 2018, p.
535).

Portanto, a atividade apresentada nesta secao € indicada a estudantes da primeira seérie
do Ensino Médio em diante, podendo ser um exercicio fomentador dos conteudos de

potenciagdo e fungdo exponencial, os quaiestduidos no curriculo desta série.

Figural2- Questdo 1
Questao 1: PINGUINS PM921Q01

Normalmente, um casal de pinguins produz dois ovos por ano. Em
geral, o filhote que nasce do maior dos dois ovos € o unico a
sobreviver.

Com os pinguins saltadores, o primeiro ovo pesa em tornode 78 g e
o segundo em torno de 110 g.

N

oy o g o
Em que proporgdo aproximadamente o segundo ovo € mais pesado \\\\\\\\wjﬁ%{\ u

Lt .
que o primeiro? A &\}\\\\\\,\
Fonte: PISA (2012, p. 27)

\\\\\\

A primeira questdo do problema, apresentada na Figura 12, serve como diagndéstico, no
sentido de balizar se os estudantes sabem lidar comeaacOps aritméticas, em especial
fracOes e porcentage tendo em vista que erros emitdética podem originar diretamente
erros emAlgebra Além disso, permite ver a nogéo de diferenca de pesos dos ovos em termos

absolutos e em termos relativos.

Figural3- Questéo 2
Questado 2 : PINGUINS PM921Q02-0 1 9

Jean se pergunta como o tamanho de uma colénia de pinguins vai evoluir ao longo
dos proximos anos. Para determinar essa evolucgéo, ele levanta as seguintes
hipéteses:

¢ No inicio do ano, a colénia tem 10 000 pinguins (5 000 casais).
e (Cada casal de pinguins procria um filhote a cada primavera.
e No final do ano, 20 % de todos os pinguins (adultos e filhotes) estardo mortos.

Ao final do primeiro ano, quantos pinguins (adultos e filhotes) havera nessa colénia?
Fonte: PISA (2012, p. 28)

A questdo presente na Figurd exige que os estudantes compreendam uma situacao

real, na qual ocorre variacdo de dados (quantidades de pinguins), para que possam calcular o
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valor pedido. Bs questdo pode ser resolvida de forma discursiva, permitindo ao professor
explorar a producgéo escrita dos estudantes, pedindo que escrevam 0s passos que seguiram par
determinar a solugdo. E comum neste tipo de questdo (que envolvem porcentagens), 0s
estudantes e professores utilizarem/ensinarem como estratégia de resolucdo a famosa regra de
tr°s, devido a ser encarada como uma Af - r mu
passos, 0s quais muitas vezes nao sao compreendidos. Podemos aprovaitgraatjunidade

para mostrar que a regra de trés nao funciona, porque a relacédo entre as quantidades néo € linea

Apresentamos a seguir, a forma ideal de resolver a Questéo 2.

1) Primeiro devemos transcrever as informacdes importantes em simbolos. tAsgis),
que
Po i quantidade inicial de pinguins na colbnia,
FoT quantidade de filhotes que nasce na primeira primavera,

t1 taxa de mortalidade (adultos e filhotes) por ano.
Portanto, énos dito que

gt mNo P cn Tt 8
L8t T CT ST

-
nl€

0 p Bt O

2) Queremos determinar quantos pinguins havera no fim do primeiro ano, ou seja,
queremo® 8
Sed ¢ mb it éataxade mortalidade, entiog 6 YT b ThPé ataxa de

sobrevivéncia. Portanto,

0 pzo6 0 O pz o6 0

N| e
Q

pz 0o -0 Thp plv p Bt T TT p G T EINguins.
E possivel que os estudantes fossem resolver do seguidte m
mg 0 O rig pBrmm vt o8t TMIEQE QG RE ihé i

0 € O Qe Q7 U Q@04 0 ¢ p Btmto8t T T p G 8T
Aqui os estudantes acabam vendo que é mais rapido resolver a conta ganda ta

sobrevivéncia, mas que ambas as formas sdo equivalentes.
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Figural4- Questao 3
Questao 3: PINGUINS PM921Q03

Jean supde que a colbnia continuara a crescer da seguinte maneira:

¢ No inicio de cada ano, a colénia tem um numero igual de machos e fémeas que
formam casais.

¢ Cada casal de pinguins procria um filhote a cada primavera.
¢ Ao final do ano, 20 % de todos os pinguins (adultos e filhotes) estarao mortos.

e Os pinguins com um ano de idade também terao filhotes.

De acordo com os dados apresentados acima, qual € o nimero total de pinguins no
final de 7 anos? A partir de suas descobertas, determine umdd@eral que permita

calcular o nimero total de pinguins no finalrdznos.
Fonte adaptada de PISA (2012, p. 29)

Para resolver a Questéo 3, os estudantes tém que seguir a mesma linha de raciocinio que
na questao anterior e determinar a formulagoeluz o nimero total de pinguins no final do
segundo ano. Observando as férmulas para os numeros totais de pinguins no final do primeiro
e segundo arsee ndo 0s numeros totais de pinguins no final desses anos, é possivel verificar
um padrado e usar a fortauem (3, para reescrever a formula do nimero total de pinguins no
final do segundo ano em termos do valor inicial da populacdo de pinguins naquela colénia. Os
estudantes tém que entender que se usassem sO 0S numeros totais, eles seriam incapazes (
verificar o padrdao emergindo. Talvez aqui os estudantes ja sejam capazes de generalizar a
férmula do numero total de pinguins no final do anomas caso nao sejam, pode ser
interessante eles fazerem o mesmo processo para determinar as formulas dos name®s tot
pinguins no finhdo terceiro e quarto agoE importante neste tipo de problemas;-ltas
tempo para pensar. Muitas vezes o0s alunos pensam um pouquinho e se ndo chegam a ume
concluséo, desistem logo. Devemos evitar que iSso acontecga, eles &mtegder que pensar,
tal como nos esportes, requer treino. Quanto mais eles fizerem esse tipo de treino, melhor eles
ficardo. Vejamos como eles poderiam proceder.

A primeira coisa que os estudantes deveriam fazer é representar simbolicamente os
dados da gestdo. Assim, temos que

0 i quantidade de pinguins no final do primeiro ano,

0 i quantidade de pinguins no final do segundo ano,

"O7 quantidade de filhotes que nasce na segunda primavera,
01 taxa de mortalidade (adultos e filhotes) por ano.

Noés sabemos que
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0 pETMTRO ¢mnb s
Deste enunciado, salse que no final de cada ano, da totalidade dos pinguins metade

sdo machos e a outra metade sdo fémeas e cada casal procria um filhote. Logo

. v
O —
C
Entdo a quantidadde pinguins no final do segundo ano é
i 605 O 5 020
Pz C P C

o
Ty c pgnm pB MMQE QB QE i
Procedendo similarmente, tese que

0 pz 600

N e

o) :)06
Pz c

ruip:)g:p B PR PITQE Q8 Q¢ i

Daqui os estudantes percebem que pz 06 O -0  hpara’Q plfgh8 : isto é uma
equacdo de diferenca que os estudantes aprendem a resolver em cursos de matematica n:
universicade. No entanto, ndo € preciso saber resolver este tipo de equacédo para poder resolver
esta questao.

Se reescrevermds em termos de& , os estudantes descobrirdo o padrdo que esta

emergindo. Ent&o reescrevendo priméirem termos dé edepois em termos de, obtemos
5 1 0 ‘O
0 pz0 9 c D

Y P
Pz o0 C)C—C)pzo OE:D

o <

— 0Jpz00

C

o <. L
— 0Opz000pz7z0 0=
C C
o AT

E Jdpzovdu 8

Daqui os estudantes conseguem concluir que
~ o AT E e
U] E Jpz0 d M Wi W phgBh
ou seja, os estudantes foram capazegderglizar. Note que isto aqui ndo € uma demonstracao.

Consequentemente,

- o - . .
0 c JOpz0 QU plv Otp P Bt g Qe QB8 Q¢ i
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Agora,éinteressante comecar uma discussao com os alunos sobre o modelo obtido para
o cresciment@opulacional dos pinguins. Faz sentido? O que eles acham que vai acontecer com
o crescimento dos pinguins? Tem algum fator ou varios fatores que podem limitar o crescimento
dos pinguinsZEssa discussao ajudara os estudantes a compreenaduncionamentala
expressao algébrica encontrattem como sua limitacdo quando se leva em conta alguns

fatores da realidade.

5.2.20s numeros triangulares

A sequéncia dos nameros triangulares € composta por nUmeros naturais, com 0s quais
sempre € possivel constrtiiidngulos retangulos isésceles, onde estes nimeros representam a
guantidade de pontos dessa forma triangular. Trabalhar com esse tipo de sequéncia oportuniza
varias formas de resolucao, possibilitando aos estudantes proporem diferentes formas de pensar
e solucionar o problema.

Atividades como esta, que envolvem sequéncias numéricas, ajudam a desenvolver o
raciocinio dedutivo nos estudantes, induz#oda encontrar termos desconhecidos e observar
a existéncia de padrbes ou regularidades. Este tipo ddadgvajudara a combater as
dificuldades relacionadas a generalizacéo (G), dado que ela implica a representacao dos padroes
ou regularidades através de uma expressao algébrica geral vélida parastagosos,
permitindo encontros em qualquer posicdo @ordem. Também proporcionara aos estudantes
uma oportunidade para desenvolver a capacidade de raciocinio, ajudando a minimizar as
dificuldades em pensar (P): essa atividade insigg@a estabelecer relagbes entre termos,
observar as mudancas e variacdagjeantidades e formas, e assim propor modelos algébricos
gue sejam validos.

Conforme ja foi falado n&ecao 5L, as dficuldades em ler/esever e pensar estdo
interligada. Assim, muitas vezes aliada a dificuldade em pensar vem também a dificuldade em
exprimir 0 que pensa (EEP): esta atividade aqui proporciona um treino a exprimir o que pensa.
Outra dificuldade que o estudante tem que pode ser superada mediante esta atividade é a de
enxergar utilidade naquilo que Ihe é ensinado (Ut): o estudante pércpleepara resolver
necesitard conhecimentos sobree@netria plana ou progressfes aritméticas, os quais
facilitardo a determinacdo do termo geral da sequéncia. E dessa forma dessnwwlve
pensamento algébrico a medida queeskabelece relacbes e congudies entre expressdes
numeéricas e/ou padrdes geométricos, desenvebeeprocessos de generalizacdo e expressao

de regularidades através da linguagem algébrica.
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Vale ressaltar que nesta atividade estamos aliandoneecédode Algebra como
aritmética gengmalizada proposta tanto por Usiskin (1995) como por Lins e Gimé001),
com as concec¢des de Educacdgéhrica:fundamentalistaanalégicade Fiorentini, Miorim e
Miguel (1993) e Letrista facilitadorgproposta por Lins e Gimenez (2001). Isso devadato
desta atividade ter como um dos objetivos expressar algebricamente o termo geral e também
por esta poder utilizar recursos geométnuais para auxiliar no entendimento e justificar os
procedimentos algébricos.

A BNCC indica como objeto de conhece nt o para o 7U ano a

express»es al g®bricas: identifica-«0 da r ec¢
habili dade de fiReconhecer se duas express»e
de uma mesma sequéncianungrics « 0 ou h«o equi valentes. 0 |

ao Ensino Médio, a BNCC cita a seguinte competéncia especifica de Matematica:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando tégies e recursos, como
observacdo de padrbes, experimentacdes e diferentes tecnologias,
identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstracdo cada vez mais
formal na validacéo das referidas conjecturas (BRASIL, 2018, p. 540).

Portanto, esta atividagede ser aplicada tanto no Ensino Fundamental 1l (7° ano em
diante) como no Ensino médio (especialmente na 12 série), dependendo de como o professor
trabalhard com os estudantes os conceitos. Por exemplo, para o Ensino Fundamental o enfoque
deve ser nosspectos geomeétricos, de visualizacdo dos padrdes sem a utilizacdo do conceito de
progressao aritmética, o qual é visto somente no Ensino Médio.

Abaixo, noQuadro 1%®ncontrase a questao que iresidesenvolver nesta atividade.

Quadrol9 - Atividade utilizando nameros triangulares

Considere a seguinte sequéncia de numeros

1, 3,6, 1015, ...
i) Quais sao os proximos 2 numeros da sequéncia?
ii) Mostre que o #&simo termo da sequéncia é iguala—38

Fonte producéo do préprio autor

Para solucionar o primeiro item, os estudantes devem inicialmente observar esta
sequéncia de modo a analisar as mudancas entre 0os niUmeros consecutivos, buscando algun

padrdo ou regularidade, criando assimsshipoteses de resolucdo. Para isso, seguindo uma
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tendéncia letrista facilitadora, o professor pode utilizar materiais concretos, como tampas de
garrafas pet, ou bolinhas feitas de massa de modelar, para representar esses niumeros na form.
de tridangulos rétngulos is6sdes (ver Figura 16 Isso ira tornar o problema menos abstrato
permitindo que os estudantes enxerguem as mudancas que ocorrem a cada triangulo retangulo

construido, levando em consideracao o triangulo retangulo anterior.

Figural5- Construcéo dos triangulos

1 3=1+2 6=1+2+3 10=1+2+3+4
® ®
o

SRR SN

T=1 T=Ty+2 To=T,+3 T,=T +4

Fonte: producdo do préprio autor

Assim, a partir da analise desses triangulos, os estudantes perceberédo que otrfiangulo
é obtido da adicdo de uma linha, corpontos, a um dos catetos adjacentes aaléngto do
triangulo™Y , ou seja, m-ésimo termo da sequéncia de numeros corresponaelx@§imo
termo mais. Daqui eles conseguem concluir gue os proximos dois nimeros da sequéncia sao:
PL @ CEC¢pPp X ¢ YOs estudantes poderiam ter respoo@id item da questdo sem
0 uso dos triangulos, mas o uso destes € crucial para responder ao segundo item da questao
especialmente no caso dos estudantes dasfemais do Ensino Fundamental.

Portanto, esta estratégia ajudara os estudantes a obserear-@simotermo € igual a
soma dog primeiros nimeros naturais, ja que

Y
Y Y ¢ p ¢ o
Y Y o Y ¢ O p ¢ O @
YO OY 1 Y o 1 Y ¢ O T p ¢ O 1T pTm
é

Y ¢ Y E p E 8 Y ¢ o &8 ¢ p ¢ o 8B¢
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mas pincipalmente, permitira mostrar que-@simo termo, que corresponde a somangwsneiros
nameros naturais, € igual a n(n+1)/2. Existem varias formas de demonstrar quanto é a soma dos
primeiros termos da sequéncia dos numeros naturais:

a) utilizando a fémula da area do triangulo retangulo is6scéles

b) utilizando a soma da progressao aritméticardm$meiros nimeros naturais;
c) utilizando a inducéo finita sobpe E & —

d) utilizando equacdes de diferencas.
Para os estudantes dos anos finais do Ensino Fundamental, vamos contiladiraa tra
com os triangulogetangulos presentes na Figura Agui convéndarlhes uma dica na forma
de uma pergunt a: AQual ® a f -r mul-msafudara8r e a

demonstrar que a soma doprimeiros termos naturais € igual a

Os estudantes irdo olhar para nangulos retangulos da Figura &5provavelmente
aplicar a formula da area de um triangulo. Dai perceberdo que a formula da area de um triangulo
nao da origem aos numeros de pontos presentes nos triEngulo
A par a &Yatormul®daged deu 2 em vez de 3 pontos;

A par a @Yatormul®dagied deu 4,5 em vez de 6 pontos;
A par a d§Yyatérmul®dagred deu 8 em vez de 10 pontos.

Se os estudantes nao tiverem ideia daaproceder, o professor pode pdbes para
completar os triangulo%y, “Y e Y e ver quantos pontos estdo faltando para completar os
quadrados (eles verdo que estao falta”ldY e “Y, respectivamente). Eles perceberdo que
paracada figura o numero de pontos faltando é inferior ao niUmero de pontos presentes no
tridngulo: 0 que esta faltando sdo os pontos da diagonal. Como a férmula da area de um
triangulo € a base vezes a altura dividido por 2, entdo os pontos da diagonahtsgio ta
divididos por dois e por esse motivo, 0 numero obtido com a formula da area de um triangulo
ndo produz o nimero de pontos no triangulo, mas um valor inferior.

Se o professor vir que os estudantes ndo estdo conseguindo descobrir o que fazer a
seguir,ele pode pedithes para que considerem dois triangdlgsada um com 10 pontos, e
gue formem um retangulo com eles. Eles deverdao chegar a um retangulo comquazjasté

ilustrado na Figura 16.
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Figural6 - Juncao de doisingulos formando um retangulo

[ ] o L] L ] ]
[ ] ] [ ] L ] L ]
[ ] ® L ] [ ] °
[ ] L] L] L ] L ]

Fonte producao dréprio autor

Aqui os estudantes perceberdo que para obter o nimero de pontos no tignglel®
terdo que calcular a area de um retangub@re  p e dividi-la por 2, em vez da area de um
quadrado n por n dividido por 2. Portanto,

EeE p

w EE Pg
C

Para que os estudantes enveredem pelo método de resolugdo no item b, eles precisam
descobrir que a soma dos numeros naturais forma uma progressao aritmética de razéo 1, e comc

a soma dos primeiros termos de uma progressao aritmética (P.A.) é dada por

ondeO é o primeiro termo da sequéacdet termos ed € o Ultimo termo, entéo

p ¢
C

8

Os meétodos sugeridos nos itens ¢ e d, para demonstrar o,ite0 podem ser usados no
Ensino Basico, por estes ndo fazerem parte do curriculo.
Ao final da atividadedeveréoser propostasalgumas questdes investigativas acerca dos

nameros triangulares, como:

1- Quando somamos dois numeros triangulares subsequentes, o resultado é sempre que
tipo de numeroTalvez eles perceberdo que ja viram isso antes: enquanto investigavam
como podiarnusar a formula da area do triangulo para demonstrar o item ii.

2- Em uma festa, todos os convidados se cumprimentam com um aperto de maos. Se nesta

festa h& pessoas, qual a quantidade total de apertos de maos?
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3- O que sao numero figurados? Dé exemplos.

Portanto, através desta atividade desenveéve pensamento algébrico e tresgaa
exprimir esse pensamento a medida que se descobre as regularidadespanadroes e se
modela o termo geral. Dessa forma o estudante aprimorard a habilidade do raciocinio,

oportunizando aplicéa em outras atividades que também netmrasde generalizar situacdes.

5.2.3 Constuindo o circulo trigopnométrico

A trigonometia éum dos ramos da matematica que constantemente utififgebra
para expressar seus conceitos, formulas, relagfes e identidades. Na sala de aula muitas vezes
um desafd para os professores e alundaasicéo da trigonometria do triangulo retaoqudra
a do circulo trigonométricoAs dificuldades desse processe transicdcse concentram
especialmente em entender as férmulas e procedimentos trigopnométricos, no sentido de nao
enxergar as suas origea ndo saber onde e como apla@sficorretamentéConsequentemente,
por ndo compreenderem as propriedades e 0s conceitos trigonométricos, 0os quais sdo
representados por expressOegéhticas, ndo conseguem memoiiza a fim de serem
utilizados convenientemente em outras situacgoes.

Iremos propor como &idade, a constru¢cdo do circulo trigonométrico utilizando
materiais simples, como cartolina, isopor e um prendedor de latdo ou percevejo. Também sera
proposto a construcao de triangulos retaogyutom os quais sera possivel obsemegpratica
as definies de seno e cosseno. Nesta atividade o pensamento algébrico se desenvolve a
medida que os estudantestabelecem relacées e comparacdes entre expressdes numericas ou
padrbes geométricos, observados mediastaudancas que ocorrem no posicionament® do
triangulcs no circulo trigonométrico.

N&o iremos detalhar precisamente o0s passos para a construcdo do circulo
trigonométrico, tendo em vista que o professor podera determinar as medidas e os materiais de
acordo com a necessidade e a realidade dos estaidéatBigura 17temos um exemplo de
construcdo do circulo trigopnométrico e dindngulos, utilizandanateriais reciclaveis e/ou de
baixo custo, comdsopor,papel E.V.A, e um im& de neodimio para fixacdo e movimentacao

dos triangulos.
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Figural7 - Construcao do circulo trigonométrico e dos triangulos

Fonte: producaodapréprio autor

Nosso objetivo com esta atividade é através de algumas sugestdes, mostrar como usar

essa construcdo para dar sentido aos conceigmnaninéticos de forma a memoridés e
aplicalos, levando os estudantes a raciocinar sobre como obter as formulas e relagdes
trigonométricas (que sdo expressodes algébricas). Sugerimos que esta atividade seja aplicada
para os estudantes da 22 série do Ensino Médde geralmente s&o introduzidos os conceitos
de trigonometria na circunferéncia. Corroborando com isso, a BNCC indica que na etapa do
Ensino Médio, um objeto matematico deve ser representado e utilizado de diferentes formas
(nesta atividade, represerdiacalgébrica e geométrica), a fim de poder compreender as ideias
matematicas e quando possivel fazer a conversdo destas ideias em diferentes contextos (nests
atividade, referindee a origem e constru¢do das formulas) (BRASIL, 2018, p. 538). Dessa
forma es$a atividade ajudara a solucionas seguintes dificuldades:

1 dificuldade em usar as férmulas, as propriedades e procedimentos (FPP);

1 dificuldade em memaorizar (Mem);

1 dificuldade com simplificacdo de expressdes algébricas (SExpA);

1 dificuldade em pensar (P);

1 dificuldade engeneralizar (G

A memorizacdo € muito importante, pois ajuda na resolucdo de problemas, dando mais

praticidade. No entanto quando a memaria falha é crucialdagge ter meios para deterauin
as férmulas trigonométricag assim us#éas. Muitas vezes as formulas e relacdes
trigopnométricas, sado ensinadas de forma mecanica sem focar na compreenséao, levando o
estudante a decorar. Com esta atividade o estudante memorizard os conceitos pdosssocia

ao que ele construiu e observou visualmartada passo, formalizandodeginicbes por meio
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daAlgebrae Geometria sem a necessidade de focar em uma linguagem exageradamente formal.
Para elaborar esta atividade nos apoiamos teoricamentmoeciale Algebracomo estudo

de relacbes entre grandsale Usiskin (1995), encarando a variavel como argumento, e também
naconcecaale Educacao l§ébricafundamentalistaanaldgica de Fiorentini, Miorim e Miguel
(1993), na qual a Geometria € utilizada para justificar o transformismo algébrico.

Para iniciar aatividade o professor deve propor para os estudantes construirem um
circulo trigonométrico com cartolina ou outro papel mais resistente, com um decimetro de raio,
e alguns triangulos retangulos todos iguais, com hipotenusasstdaonteamanho que raio do
circulo. O professor deve deixar claans estudantes quepor definicdo o circulo
trigonométrico tem raio igual a 1 e est4 centrado na origgmeiramente os estudantes devem
posicionar um dos tridangulos retangulos no primeiro quadrante do ctodiorme ilustrado
na Figura 18

Figural8- Circulo trigopnométrico

—

T —

Fone: producao do préprio autor

O professor pedird que os estudantes apliquem as definicdes de seno e cosseno no triangulo
retdngulo, as quais neste momento miEr® j& sdo conhecidas por eles. Dessa forma, a partir

daFigura 18 os estudantes concluem que:

L. OO DG E I wE e
Bt ————— - wwoR§éi o0t
Mn € 0 Qe i w

e . DN BROODAD O Q. L e
Al ———————————— . - . 0000 DRDOWQE 0Q
MNEO0OQEOPW®

A partir dessa atividade o estudante compreendera que um dad® gErtencente a

circunferéncia, determina um arco correspondente a um argylossuindo como proje¢cdes
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nos eixos das abscissas e ordenanasalores da | -& O E-Frespectivament®s estudantes
perceberdo que quando 0 seno cres@sseno decresce e viersa. Aqui também poderao
perceber ge 0 cosseno Bositivo no pimeiro e quarto quadrante, dado @@eno o cosseno €
lido noeixo we este é positivo nesses quadrantes. Do mesmo modo, eles compreenderao que o
seno é positivmo primeiro e segundo quadrante, visto queeno € lido no eixo dbe este é
positivo noprimeiro e segundo quadrantéssim, mediante a compreensaesiudante ira
memorizar esses conceitos, que sao elementares para o entendimento da Trigonometria.
Como os estudantes ja formalizaram gue A T f@w O E-te aplicando o Teorema
de Pitagoras, eles conseguirdo obtegaacédo cartesiana de um cilowcentrado na origem
deraiol @ & p. Estaequacdo poderatambém ser reescritaGofnb— & i—
p, denominada dRelacdo Fundamental da Trigonometria
Com essa atividade o professor pode demonstrar muitas férmulas e conceitos
trigonométricos para seus estudantes, de um modo mais intuitivo e facil de entender. Iremos
propor através da construcdo desse circulo trigonométrico os seguintegosorsbma e
diferenca de angulpseducédo de angulos dos segundo, terceiro e quativantes ao primeiro

guadrante, e angud@omplementareg\presentaremos nas sec¢des a seguir tais sugestoes.

5.2.3.1 Soma e diferenca é@agulos

O professor pedira para os estudantes tentarem encontrar a formula do seno e cosseno
da diferenca de dois@s, como ilustrado rfaigura 19 Existem varias maneiras de determinar
essas formulas, ndo necessariamente como é apresentadaraal9 portanto os estudantes

devem ser incentivados a encontrar outros modos.

Figural9 - Diferenca déingulos

e e

r2

Fonte: producéo do préprio autor
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Da figuraacima podemos obter a férmula do seno da diferenca entre dois angulos como
segue abaixo.
Considere os triangulo®SRe QSV, 0s quais sdo semelhantes, poiyy 0"Yo

(opostos pelo vértice) Y0 "0 (angulos retos). Logo¥'Y % " w. Do triangulo

QOV, temos QUO E+ % — 0 pmash cpor sua vez é igual a
0®e % 1 AT M. (4)
Temos ainda que
i Q¢+ i v i Q& d+h (5)
e i obtémse aplicando a definicdo de semelhanca nos trian@8&e OPT,
0°YO'Y OE% Ai% . .. . OE%
%Y ﬁa ‘| ATQH l Al_gAT%’BE; (0]

Substituinda em (5) e o resultado disso en),(dbtemos a férmula pamseno da diferenca

entre dois angulos,

2 A

%o

fen o~ 2 O . fem e e o oo
i Q& %o O E+ AI-@A.I.%,BAI%} OE+AT %R Al ©30E%S8

A partir desta formula os estudantes poderdo encontrar varias outras, dedszihdo

exemplo, podee encontrar seno da soma de dois angulos, considerand@e- %o
i Q& %o .

5.2.3.2 Reducgdes ao primeiro quadrante

Um dos desafios que também se encontra no ensino de Trigonometria, acontece quando

0 estudante esta lidando com angulos que nédo pare@@rimeiro quadrante, ou seja, um
dado angulo] que ndo estd no intervalorh- . Através da construcdo do circulo

trigopnométrico, posicionando os triangulos, o professor pode provar visualmente para o

estudante que sempre é possivel reduzir esgeldd de forma a encontrar um angulo
correspondente no primeiro quadrart®- . Apresentaremos nos pardgrafos abaixo as

reducBes ao primeiro quadrante, através da observacdo visual a medida que fixamos um
tridngulo no primeiro quadrante e posi@amos o outro nos demais quadrantes (através de giros

e reflexdes).

5.2.3.2.1 Reducéo do segundo ao primeiro quadrante
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NaFigura 20remos mostrar a reducao do segundo ao primeiro quadoad&p ponto
Q é simétrico de P em relacao ao eixax® professor deve orientar o estudante a posicionar
os dois triangulos de forma a haver usiraetria em relacdo ao eixo dasienadas, ou seja,
refletir em torno do eixaa Um tridngulo é fixo no primeiro quadrante, e o outro sera

posicionado no segundo quania, conforme ilustrado na Figura 20.

Figura20i Reducédo do segundo ao primeiro quadrante

—

Fonte: producéo do préprio autor

Da construcdo acima o estudante podera concluir que
OE1T — o OEH
AT O — w wéEi —
Existe outra reducao de angulo do segundo quadrante ao primeiro, fazendo uma rotacao

de—i @ '@nforme ilustra &igura 21

Figura21- Outro exemplo de reducao do 2° ao 1° quadrante

.
@ X
// ‘ L] \\
S LV . P
B =T /2+6
[ f \
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h 0 T
\ Y X |
. /
N S
o _—

Fone: producgéo do pprio autor
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Como os dois triangulos sado iguais, temos que a projecdo ortogonal do ponto Q sobre o
eixo das ordenadas determina um comprimento de medida igdapaajecdo P sobre o eixo
das abscissas). Da mesma forma, temos também que a projecagarab do ponto Q sobre
0 eixo das abscissas determina um comprimento de medida igual (em médidpyajecao

do ponto P sobre o eixo das ordenadds@ estudante deve ser instigado a observar que na
verdade o segundo triangulo é uma rotacdo-dlecd @ primeiro triangulo no sentido anti
horério. O professor pode ajudar a construir esse raciocinio dizendo que o triangulo esté girando

no sentido contrario aos dos ponteiros de um reldgio.

Como osestudantega aprenderaratravés da Figura 1ue @ o & +— e quew

P ~

O E4-hiréo concluir daFigura 21que
OEI c AT 6h
Al & - ®w OE+s8

5.2.3.2.2 Reducéo do terceiro ao primeiro quadrante

A partir da mesma estratégia, a reducado do terceiro ao primeiro quadrante pode ser
demonstrada aos estudantes, posicionando o segundo triangulo no terceiro quadrante de forma
que o vértic& seja simétrico ad em relacéo & origem, ou seja, representgivonde180° no

sentido anthorario.

Figura22i Reducao do terceiro ao primeiro quadrante

- N _____.---"

Fonte: producéo do préprio autor
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Existe outro angulo do terceiro quadrante que pode ser reduzido ao pguarante:

reducdodd Q& —edowé i— —.Assim,da Fura22osestudantes podem concluir
que

OEL © 6  OELR

Al © ¢ Al o8

5.2.3.2.3 Reducéo do quarto ao primeiro quadrante

Para a reducao do quarto ao primeiro quagraos estudantes posicionardo o segundo
triangulo no quarto quadrante, de maneira que o vértiega simétrico ao vértideem relacéo
ao eixo das abscissas, ou seja, mostrar para os estudantes que o segundo triangulo represent
uma reflexdo do prini triangulo em relacéo ao eixo das abscissas, ou ainda que o primeiro

triangulo sofreu um giro dg — . Q

Figura231 Reducéalo quarto ao primeiro quadrante

[ ]

|
'

fas]

_ |

Fone: produc¢édo do préprio autor

Ha também outreeducado do quarto ao primeiro quadrante, na gsi@studantes terdo
que desenvolvero Q& —e®é i— —.
O estudante podera concluir a padtirFigura 23
OEi— OE¢d* — ® OE+h

AT 66— AT® — o A &8
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5.2.3.3 Angulos complementares

Em vez de comecar com conceitoformal deangulos complementares, o professor
pode pedir as estudantepara construilo a medida que posiciomaos dois triangulos no
primeiro quadrante de forma que aconteca teflaxdo em torno da reta @« A Figura 24

mostraesta construcao.

Figura24i Angulos Complementares

—

x ¢

Fone: producgéo do préprio autor

Partindo do fato dos dois tridangulos serem iguais, temos que a projecéo ortogonal do
porto P sobre o eixo das abscissagual aprojecdo ortogonal do ponto Q sobre o eixo das
ordenadaspu seja,ca Analogamente, a projecdo ortogonal do ponto Pesobeixo das

ordenadas € igual @rojecao ortogonal do ponto Q sobreiro das abscissas, seja,ca O
estudante conseguira observar que os valores de seno e cosseno do-angdlpodem ser

encontrados a partir das projecdes ortogonais do ponto P sobre o eixo das ordenadaas absc

respectivamente. Assjm estudante podera conclgire

OEL — o Al-@
Ale — o OE®

Portanto, através da construcéo de véariogelos apresentadem sla de aula, como

por exemplo aeducdes ao primeiro quadraygeas somas e diferencas de angulos, as férmulas
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e procetmentos podem se tornaatarais e simples de serem fsit#ssim, melhor do que
apenas decorar as formulas € senmmpe¢hortentar visualizdas, facilitando a memiacgéo e

aplicacado das mesmas.

5.2.4 As méquinas de transformar

A atividade que aprestaremos nesta secao é retirada e adapiadalcdo (2003), o
qual propbe a importancia de se iniciar o estuddldabradesde o primeiro ciclo do Ensino
Fundamental. Olgetivo destaatividade € desenvolver o pensamento algébrico, mostrando que
o profesor poder&stimulalos através da resolucdo de problemas desafiadores, quedsvem
estudantea utilizarem recursos que podem ser considerados como ativalgdbrica.

O conceito de funcdo pode ser explorado atravésnteatividade que tenha como
objetivo identificar o0os princ2pios que rege
Esta atividade podera ser aplicada desde os anos finais do Ensino Fundamental, tendo em vista
que a BNCC indica para o 7U anoidmadevajael o de
representada por letra ou simbolo, para expressar relacdo entre duas grandezamrdiferen
adaideiadeincognda ( BRASI L, 2018, p. peBnaeguesestudantesm, e
observenas transformacdes e mudancasqueocorra cada obj eto que A ¢
estabelecendo algum tipo de relacdo entre eles e represeotardi@vés de simbolos
adequados. Dessa forma esta atividade ajudara a sanar as seguintes dificuldades:

1 Dificuldade em interpretar as letras (IL)sto que desde cedo os estudantes comegam
a internalizalas, ajudandms futuramente a interprel@s de forma correta ao
reconhecer suas funcionalidades e utilidades;

71 Dificuldade em passar da linguagem escrita para a linguagem algébricaversie
(LEvsLA), pois desdecedo os estudantes serdo condicionados que é possivel e
interessante representar de forma mais simbdlica e simplificada objetos e
acontecimentos do mundo reldesta atividade, a sequéncia de todas as gh@paeia
toda as fases da linguagealgébrica, ou seja, comecando por uma linguagem verbal
(expressar os objetos ou transformacfes em linguagem natural), passando por uma
linguagem sincopada (representar os objetos pelos homes, ou conjunto de letras) e por
fim chegando a uma linguagem talamente simbdlica compativel com o nivel de

ensino (representar os objetdsizando apenas uma lejra
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9 Dificuldade em entender o que |€ e exprimir o que pensa (B&#R),quessta atividade
instigao estudante a interpretar situacdes de mudancasae ésgtever seu raciocinio
através de uma linguagem;
9 Dificuldade em generalizar (G), visto que os estudantes serdo estimulados a descobrir
férmulas que regem as mudaneasontradas em certas maquinas;
i Dificuldades em pensar (P), visto que algumas das®tdpsta atividade ajudam a
desenvolver o pensamento.
Esta atividade aumentara de forma gradual o nivel de linguagem algébrica, de forma
gue o estudante tenha tempo para pensar e comparar a sua utilidade. Para iniciar a atividade, o
professor dara aos agiantes um modelo de maquina, como ilustrad&igara 25 a qual

modifica os objetos.

Figura25 - Maguina magica

Fonte: Falcdo (2003, p. 12)

O objetivo aqui é que o estudante consiga expressar em termos gerais tais mudancas,
escrevendo verbalmente seu raciocinio solne@danca do aspecto perceptual de objetos nelas
introduzidos. Portanto os estudantes serdo questionados mediante as perguntas:
a) Que mudancas ocorreram com 0s objetos, antes e depois de entrarem na maquina?
b) Essasnudancgas ocorreram igualmente em todos os objetos?
c) Que nome vocé daria para essa maquina? (Levando em conta a transformacao que ela
gera).
Posteriormente, poege trabalhar com maquinas de atribuicbes simbolicas, onde os
objetos que entram nelas séo tfamaados na letra que representa 0s seus homes ou no proprio
nome do objeto. O professor daréa a cada aluno um modelo de maquina eafrggura 5 e

pedira que eles representem de alguma forma tais objetos. O professor ndo deve influenciar a
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escolha daapresentacédo simbdlica dos estudantes, mesmo que ela ndo seja pertinente, pois
depois de todos responderdraverdum momentopara compartilhar as respostas e assim

refletir sobre como cada objeto poderia ser representadargaggem de tal representacao.

Figura26 - Maquinas de atribui¢cdo simbdlica

g M ) 0 Flor
; P ':].-{- \(fi& Biciclata
S, 0 |7 L.

Fonte: Falcéo (208 p. 19

Neste momento os estudantes j& comecam a comparar sobre o que seria mais prético:
escreve 0 nome do objeto ou represeifapor uma letra. A préxima &pa da atividade
evidenciara o interesse de representar de forma simplificada os objetos do mundo real através

de simbolos, onde cada estudante receberaamelomcomo descrito na Figura.26

Figura27 - Representaip simplificadade objetos

Fonte: Falcdo (200%. 19
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A ideia é mostrar para os estudantes as vantagens de representar simbolicamente os
objetos de um conjuntmomeadamenta simplificagdo dos dados mantendo a cardinalidade
(numero de elementos do conjunto). Pormiado, o professor pode questionar os estudantes
guanto a existéncia @déguma desvantagem na representacao escolhida na imagem anterior, no
sentido de eles perceberem que as bolinhas sao todas iguais, e assim nao € possivel identificat
ou diferenciar cda objeto. Tendo isso em mente, 0 proximo passo é discutir com os estudantes
a possibilidade de substituir as bolinhas por outros simbolos. Dessa forma dessamlve
pensamento algébrico a medida gaeconstréi uma linguagem mais concisa ou sincopaea pa
exprimir as situacoegroblema.

O préximo passeera o professor dar aos estudantes modelos de maquinas que realizam
algum tipo de operacao aritmética, como moskaara 28

Figura28 - Maquina qe dobra a quantidade de etgs

Fonte: Falcdo (200%. 13

Nesta figurao estudante serd estimulado a descobrir que a maquina multiplica por dois
cada conjunto de objetos. Permaia estudante também perceber que é possivel colocar varios
objetos nesta maquina, de diferentdsirgzas, podendo sexmbémmumeros. O estudante deve
percebeque no lado esquerdo ha uma entrada para colocar os objetos, e do lado direito uma
saida de onde rethse o produto, ou seja, 0s objetos duplica@bprofessor deve incentivar
0s estudantes tentar representar essa situacao através da lieguadpébrica, como por
exemplo,

0 i lado da maquina onde entram os objetos;
0 T lado da maquina onde saem os objetos.

Sendo possivel assim, representar a maquina de transformar pela expressao
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Amadurecendo entéo essa ideia, o professor pode utilizar a maquina como uma etafora
conceito de funcdmu seja, um portaalores. Assim, seguindoa@ncecaalgébrica Estudo
das relagBes de Usiskin (1995), estaremos encarando estes simbolos como argumentos,
assumindo varios valores que podesn expressos por uma relagao
O proximo passo € trabalhar tabelas simulando estas maquinas de transformar,

focalizando em algumas efacdes aritméticas simples. @d@dro20 d&nosum exemplo.

Quadro20 - Maquina de transformatilizando operacdes aritméticas

SAIDA
' . Maquina 3
ENTRADA Maquina 1 Méquma ? Multiplique por 5 a
Some 3 aentrada|] Subtraia 2 a entrada
entrada
T
X
p T
pT
pu
pTT
88 88 t533] 333]
€
Qual é a férmula da maquina 1?
Qual é a formula da maquina 2?
Qual é a formulala maquina 37?

Fonte: producao do préprio autor

O estudante neste momento de aprendizagem ja consegue identificar as mudancas e
variacbes que acontecem e também criar algum tipo de representacdo para 0s objetos que
passam pela maquina. Dessa forma agralet tabela ele aplicara os conceitos que foram
aprendidos nas maquinas anteriores, a fim de generalizar através de uma férmula as variagdes
que ocorrem em cada uma das 3 situagfpessentadas no Quadro. Hles podem também
criar suas proprias maquinasm as operacoes que eles desejadadnque a BNC&onsidera

positivaa elaboracéo de problemas e exercicios pelos préprios alunos. Essa criagdo de maquina



134

pode ir além do papel e se estruturar concretamente, através da construcdo de uma camera
escura ga metaforiza a ideia de uma camera fotografica. A etapa final a@iégdade é entdo

a construcado dessa camarama primeira fase, o professor pode pedir para que os estudantes
investiguem um pouco sobre o assuntavendo assim uma interacdo com oufnEas de
conhecimente e numa segunda fase, construir a dita camera.

A camera escura pode ser feita de maneira simples utilizando os seguintes itens:

1 lata de leite em po;

papel vegetal;

1 pedaco de cartolina preta;

tesoura,;

fita adesiva;

= =4 A 4 -4 -

prego e masdilo.
Primeiramente faca um o com o prego no fundo da lata. Posteriormemeorte o
papel vegetal um pouco maior que o diametro da lata eo@am fita na abertura da lata onde
ficaria a tampa. Encape a lata com o papel escuro. O estudante aplumaféito na lata para
um objeto iluminado e observar a imagem no papel vedgiék os estudantes construirem a
camera escura e observarem empiricamente seu funcionamento, o proéepsopdr 0s
seguintes questionamentos:

a) Qual mudanca ocorrem aimagem formada em relacdm@aginal?

b) Descreva hipotes para a mudancga ocorrida €m a

c) O que acontece se eu aproximo o objeto?

d) O que ocorre se eu afasto o objeto?

Estas perguntasdo ajudar os estudantes a buscar conceitos e explicacbes ao tentar
justificar as mudancas que ocorrem na pratica. Desta forma, ao pesquisaretaicitarar os
contetidos de Algebra e Fisica, os estudantes caminham para uma aprendizagem mais
significativa: aliando teoria e pratica, lidando com conhecimentos realisticosgamddi

conhecimentos prévios e, portanto, vencessldificuldades.

5.2.5 Traduzindo as linguagens

Esta atividade tem como objetivo fixar nos estudantes a ideia de podermos escrever
simbolicamente uma quantidade ou situacéo, familiarizasdmnm os sibolos, as notacdes e
com o vocabulario propriamente matemético. As dificuldades que os estudantes podem ter nesta

atividade relativas a traduzir um problema da linguagem corrente para a algébrica, podem surgir
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devido: o estudante ndo conhecer alguns dosbunatematicos; confundir a utilizacdo desses
simbolos com outros significados que lhe sdo dados em outros campos de estudo; ndo estar
familiarizados confraseologias mateméticas, commetade, a terca parte, o dobro, o triplo, a
diferenca, o quadrado,quarta parte do produto de uma diferenca, entre outros. Dessa forma,
ao expélos a tais contextos, esta atividade ajudard a minimizar as dificuldades dos estudantes
em passar da linguagem escrita para a linguagem algébricaversegLEVSLA).

Essa atvidade leva os estudantes a refletir sobre a notagéo e as letras que se utilizam
para expressar uma ideia algébrica. Uma situacdo aparentemente simples, mas que pode
confundir os estudantes, é sempre utilizar as letras iniciais dos nomes referentesesads dad
um enuncidocomo as variaveido problema. O que pode ocorrer é queeaeparar com uma
letra, ele sempre faca essa relacdo, com um certo objeto cujo nome comece detraessa
Acreditamosque essa correspondéncia nevaeiavel pode ser benéfiean certas situacoes,
no sentido de enfatizar ainda mais o significado das letras, no entanto o problema esta em
sempre fazer isso, condicionando os estudantes a pensar que isso é uma regra. Assim, atrave:
dessas reflexbes esta atividade também ajudaranemizar as dificuldades relativas a
interpretacéo das letras (IL).

Através desta atividades estudanteacabam treinando a leityra como ja vimos
guanto mais se |, melhor se @amem as coisas e mais aptos se tornam a exprimir o que
pensamajudandoassim a minimizar as dificuldades em entender o que Ié e exprimir o que
pensa (EEP)fambém pr meio desta atividages estudantes seréo expostos a problemas que
envolvem igualdades, portanto, ajudando a minimizar as dificuldadéivas a est(lg). Por
fim, esta atividadgossibilitaaos estudantesiemorizar certos simbolos eus significados,
ajudando desta formrmminimizar as dificuldades em memorizare(fd).

Esta atividade pode ser aplicada nos anos finais do Ensino Fundamental e no Ensino
Médio. A BNCC evidencia a resolucéo de equacdes do 1° grau e representacao algébrica através
do conceito de variavel desde o sétimo ano do Ensino Fundamental, e aprofunda estes conceitos
no Ensino médio desde a primeira série. Cabe ao professor adequar o nivelstizssgpara
cada etapa de ensino, sendo esta atividade um modelo de como isso poderia ser feito.

Inicialmente o professor deve apresentar aos estudantes os simbolos que serdo
utilizados, relembrando seus nomes e dando alguns exemplos de utilizacaeniuo eos
simbolos: h h h h h h h h h hQ Apds essa breve reviséo, o professor podera
refletir com os estudantes que um ndamero ou objeto desconhecido pode ser representado por
uma letraqualquer, como por exemplo chatoade w Posteriormente, poeke dsafiar os

estudantes a escreverem na linguagem algébrica algumas sentencas escritas na linguagen
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corrente, utilizando até entdo a leds@ os simbolos que foram mencionados anteriormente,
como por exemplo:
1 Um ndmero positivow T
1 Um ndmero negativab Tt
O préximo passo € realizar atividades que levem os estudana@screver a linguagem

escrita para a linguagem algébrica e wieesa como mostra Quadro 21

Quadro21 - Atividades envolvenal linguagem escrita e algébrica

1- Escreva em linguagem algébrica as frases descritas abaixo:
LA: linguagem algébrica

LE: linguagem escrita

a) LE: Um certo numero aumentado em 25 unidades é igual ao dobro de 20
LA:

b) LE: Ao diminuir uma certa quantidade de 40, o resultado € igual a metade dg
inicial.
LA:

c) LE: Paratodo @no contradominio da funca@existe unmcono dominio déQtal que
weé igual aQw &
LA:

d) Pense em um néimero natural com 3 algarismos

1 Se esse nimero posswiunidades,w dezenas & centenas, como podem
representdo algebricamente?

1 Imagine o numero do item anterior escrito ao contrario. Subtraindo o se
namero do primeiro, obtéise w wEscreva a equacdo correspondente a
situacao.

1 Sabendo qued & 0, que w é igual 2 dezess e levando em conta

informagGes anteriores, descubra qual é o nloebo)

2 Exemplo de questdes que podem ser trabalhadas com os estudantes do Ensino Médio.
3 Exemplo de exercicio que deve ser introduzido a esteslamiis avancados.
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2- Faca enunciados de situacdes que podem ser solucionadas utilizando as ex
abaixo:

a) LAuvw 1
LE:

b) LA:= Q T

LE:

3- Sabendo que as expressGes T e & @ representam a mesma quantid
numerica, responda:

a) Como vocé representaria algebricamente este enunciado?

b) Qual o valor dex ?

Fone: producédalo proprio autor

Apés esta atividade de fixagcao de termos e simbolos, e formalizagdo de algumas escritas
matematicas, o professor pode trabalhar questdes que envolvam contextos realisticos, para que
possam desenvolver a interpretacdo e o raciocinia.i®sr escolhemos uma questéo retirada
da Olimpiada Brasileira de Matematica da Escolas Ea®Hl{OBMEP), como iktrado na

Figura 29

Figura29 - Questao da OBMEP 2014, f&&se

1. Apés lancar 2014 vezes uma moeda, Anténio contou
997 caras. Continuando a lancar a moeda, quantas caras
seguidas ele devera obter para que o numero de caras fique
igual & metade do numero total de lancamentos?

A) 10 (T2
B) 15
C) 20
D) 30 [

E) 40 .,
AN \

Fonte:Banco de provas da OBMEP

4 Disponivel em http://www.obmep.org.br/provas.htiicesso em: 19 ago. 2020.


http://www.obmep.org.br/provas.htm
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Se o estudang@nda tiver dificuldades em traduzir de uma linguagem para a outra, pode
se trabalhar com ele a escrita e resolucao do exercicio aleavgs tabela, na qual elscreve

paralelamente as duawiinas de linguagem, conforme o&ro22.

Quadro22 - Linguagem egita versudinguagem algeébrica

Apos lancar 2014 vezes uma moeda, Antonio contou 997 caras. Continuando a
moeda, quantas caras seguidas ele devera obter para que o numero de caras fiq

metade do numero t@tde lancamentos?

Linguagem escrita Linguagem algébrica
fguantas caras @
finZmero de ca WwY W
fin“mero total de C TP IO
~ TP T
Aimext@ do n¥mer o t of STmh T
C
An¥Yamer o de caras f . CTP IO
, WOXWw ——
namerood t a l de | an- C

Fone: producgéo do préprio autor

No momento de resolver esta atividade, é bem provavel que o estudante utilizé&a letra
para representar a quantidade de caras, 0 que é bastante conveniente dentro do contexto. Nc
entanto, se utilizarem outras letras, até mesmo o tradieipogbrofessor ndo deve corrigi.

A ideia aqui € dar significado a letra, ndo importando necessariamente qual letra ele use.

Ap6s encontrar a resposta, ¢ Tto estudante podeadlicala no enunciado, de modo

a invesigar se é factivel esta solucderemos que o numero total de caras setdx ¢ Tt

p Tt fgue é exatamente & metattenimero total de lancament@s Tt p TC T ¢ T O T

5.2.6 A matematica e o COVIDB19

Esta atividade tem por objetivoostrar aos estudantes a importancia da Matematica
para a sociedade, ajudando a minimizar as dificuldades em enxergar a utilidade do que esta
sendo ensinado (Ut). Em nosso referencial tedrico vimos que muitas vezes a Matematica da
sala de aula nao é capiezrefletir a realidade dos estudantes. Nesta atividade mostraremos que
€ possivel trabalhar em sala de aula informacfes reais noticiadas em meios midiaticos,

modelandeas matematicamente. dte ano de 2020, a pandemia do covania assolou todo
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o mundao Assim, no minimo todas as pessoas possuem conhecimento razoavel sobre a
guantidade de casos de infectados que ocorrem diariamente. Desta forma, por meio da
Matematica podemos trazer certas discussdes sobre a situacdo atual, contribuindo para a
formacéao deidadaos conscientes e que se responsabilizam comedtantas outras pessoas.

Por outro lado, se o problema proposto nesta atividade for dado a estudantes que ainda
ndo viram o contetdo de progressdo geométrica, pode funcionar como um mohiesder.
sentido, ele pode ajudar nas seguintes dificuldades: dificuldades em pensar (P), pois ajuda a
desenvolver o raciocinio; dificuldades em passar da linguagem escrita para a algébrica e vice
versa uma vez que é necessario traduzir a linguagem corrente gianh@ogia matematica;
dificuldades em entender o que |é e exprimir o que pensa (EEP), visto que treina a leitura e
induz o estudante a exprimir seu raciocinio; dificuldade em generalizaan¢d)uscar uma
expressao geral para representar o prohlenaaificuldade em memorizar (&), dado que
tem muitos alunos que as vezes néo se lembram como € o grafico flmgéeaxponencial.

Nesta atividade o professor pedira que os estudantes construam um modelo matematico
que simplifique essa situaca@kenosvalendo da concec¢éo de Educac#yéhrica Modelagem
Matematica de Lins e Gimenez (2001), sendo assim possivel prever quantidades de pessoas
contaminadas.

A BNCC indicapara aetapa @ EnsinoMédio, acompeténcia de

Utilizar estratégias, conceitos e pedamentos matematicos para interpretar
situacfes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das
Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou
tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para um
formacgéo geral (BRASIL, 2018, p. 531).

Portanto, sta atividade pode ser aplicada no Ensino Méipecialmentea 12 série,
ondeséointroduadosos conteudos de progressao geomeétrica e funcao exponencial

Para iniciar a atividade podemos propor udiscussao sobre o trecho da noticia
veiculada pela Folha de S&o Paulo no dia 11 de mar¢O#@ i O rimeiros casos
contaminarandeduasa 3 pessoasAgoraa progressaa geométricandotemijeito. E umpara
dois, dois para quatro, quatro para oito, oitoparaléoc ( FOLHA DE SéO0O. PAUL
Neste momento talvez seja necessario relembrar o que € uma progressao geomeétrica,
relacionando com os dados da noticia tais conceitos, pedindo que o0s estudantes construam a

sequéncia mencionada.

~ , ~ ~

p ®h ¢ ®h 1 ®Oh Y Oh poe &M

ApOs isso, propor algumas perguntas:
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1
2
3
4
5

O que acontece de um termo anterior da sequéncia para outro posterior?

Qual é a razdo de crescimento desta sequéncia?

Quantas pessoas estariam contaminadas nasijases ?

Crie um modelo matemético que generalize essa situacao.

E possivel representar graficamente esta situac&o?

As Questdes 1 e 2 séo resolvidas de forma imediata, necessitando apenas que o estudante
observe que cada termo subsequente € igual ao seu antédfijplicado por 2. A partir disso a
Questao 3 podera ser resolvida, jAdque ¢30 ¢Pp @ o gportantod ¢ ¢O
o¢ @rew Cv ¢IpT pca

Para responder au@stao 4, o estudante deve observar o padrdo que relaciona os termos
da sequéncia, de modo a encontrar um termo geral, ou seja, pa&simontermo.
Apresentaremos a seguir, como o estudante deve resolver a Questao 4.

)] Primeiramente devee escrever cada termo em fungcdo de seu antecessor,

observando que os resultados serdo poténcias de base 2, visto que a razao € igual

a 2. Assim, temos que

W p g

W WX ¢ X ¢
W WX & ¢
®w O0X ¢ & ¢

O OXx ¢ X ¢ ,dc

i) Queremos determinar uma formula geral que seja valida para todos os termos da
sequéncia, portanto
w 06X

onde® é o nésimo termo da sequénciadeé uma constante que neste caso em

especifico tem o mesmo valor qide portanto® ¢

Para resolver a Questdo 5, o professor pode questionar os estudantes se € possivel
representar esta sequénogfdrma grafica, levandos a relacionar o termo geral da PG com
o gréfico de uma funcdo exponencial. Para isso, o professor pode sugerir a criacdo de uma
tabela,onde a variavel independente corresponde sietapas de contagme a variavel

dependentew aquantidade danfectados, conforme ilustra cuQdro23.
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Quadro23- Quantidade de psoas infectaab

X y
n P G
P ¢ G
q T G
a8 a3
P QUUNOXS
&3 &3
® q

Fonte: producao do préprio autor

Apbs dscutir sobre a tabela, os estudantes podmnabsar esses dados através de um

grafica tal comoo Grafico 1

Gréficol- FuncaoQw ¢

Fonte: poduc¢éo do préprio autor

Sabemos qupor se tratar de pessoas estanaaniilo com quantidades discretas, assim
o professor pode ressaltar que o gréfico serve apenas para facilitar a observacao de como se

comportam esis valores discretos ao longo do tempo



142

Agora o professor, irguestionar os estudantes sobre o crescimesdte djyrafico, no
sentido de despertar atencéo para a agressiva contaminagcdo em massa que ocaargadevido
serem seguidaas orientacdes de higiene e distanciamento social. Também € relevante o
professor esclarecer que este grafico representa um madplesde uma situacéao real, ndo
condizente totalmente com o que acontece na realidade, tendo em vista que varios outros
parametros que influenciam nos dados ndo estdo sendo levadoatanPor outro ladesta
atividade oportuniza os estudantes expemirsuas ideias sobre como poderiamos ter uma
curva menos acentuada, relacionando assim com a base da poténcia d&funca® , onde
"Qw é crescente quand® p. Os estudantes irdo mudar a base desta funcao verificando como
a curva se comportaria. Vale ressaltar que os estudantes podem utilizar softwares para fazer os

gréficos, introduzindo os importantes meiesroldgicos nas salas de aula.

5.2.7 Jogando com a linguagem algébrica

Esta atividade se ®atura no formato de um jogo,qual ajudara os estudantes a ler e
escrever expressdes algébricas, relacionasdoom a linguagem natural, ajudando dessa
forma a sanar as dificuldades em passar da linguagem escrita para a linguagem algébrica
(LEvsLA). Durante o jogo os estudantes ter&o que memorizar e correlacionar as informagdes
gue serdo expostas em linguagem natural e em linguagem algébrica. Portantojideste ati
também os ajudara a superardificuldades em memorizar (M@¢numa vez que se sentirdo
instigados a desenvolver a memorizagao.

Pensando numa perspectiva didatica, os vencegmédsrdo ganhalivros como
recompensa pelo bom desempenho no jogmnelsindo assim o interesse dos estudantes tanto
em participar no jogo, como pela leitura. Estes livros poderdo ser de diversos géneros,
condizentes a idade dos estudantes. Dessa forma eles serédo estimuladokimiseidesm
os livros, a enxergibs comoum prémio e ndo um peso. Alénssb, ajudara a convenoces
estudargs a associar a Matematica coneitura, e ndo somente aos numeros ééamulas.

Uma sugestéo interessante de livros sdo os dasséiescoberta da Matematicque trazem
os conteudomatematicoem forma de contos e historias.

Instrucdes do jogo O jogo consiste em cartelas com expressdes algeébricas, que
representam situacdes que serdo verbalizadas pelo professor. As cartelas serdo colocadas
viradas para baixo, como se fosse um jogargmoria. A sala sera dividida em dois grupos,
de modo que em cada rodada dois integrantes, um de cada grupo, terdo que localizar a expressa
algébrica condizente a que o professor falara ou mostrara na linguagem natural. O grupo que

encontrar mais cartes corretas vence o0 jogo.
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Esta atividade pode ser desenvolvida a partir das séries finais do Ensino Fundamental,
tendo em vista que as cartelas podem ser adaptadas de acordo com a série, e também podem s
adapadas para situacOes realisticd Quadro24 exemplificasecomo poderiam ser essas

cartelas.
Quadro24 - Exemplo de cdelas para o jogo da linguagem
CARTELAS Linguagem natural
(Linguagem algébrica) guag
® ¢y Soma de um numero com o dobro de seis
. Triplo da difeenca de um nimero com trés
ow o
W X N . ,
c Trés meiogla soma de um nimero com sete
o
Produto do cubo de um numero pelo quintuplo de
0DU b guadrado
oWz L . . . .
Diferenca entre o triplo de um nimero e 5, dividida por qu
T
o Quarta pae do quadruplo de um nameajso
Dobro da soma de um namero com sete
cX

Fone: produc¢édo do préprio autor

5.2.8 Atividades relacionadas a igualdade

5.2.8.1 Pensando nas igualdades

Esta atividade tem como objetivo explorar o conceito de igdejdie maneira que os

estudantes tenham abertura para expressar como compreendem o sinal de igualdade em cad:
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situacdo. Através desta atividade, psdeminimizar as dificuldades com a nocao de igualdade

(lg), ao passo que o estudante descontroi o seeibonmidirecional e apenas operacional, e
constréi o conceito bidirecional da igualdade, estabelecendo relagBes entre variaveis, levando
0s estudantes a pensar algebricamente. Também ajudara os estudantes a formalizarem alguma
propriedades, como a propdiade comutativeam relacédo aperacaalasoma. Desta forma esta
atividade também ajudar4d a minimizar as dificuldades em generalizar (®),quis 0s
estudantes expressarmgstas propriedades através de uma expressao algébrica.

A BNCC prop6e para o 6ha do Ensino Fundamental a seguinte habilidade:

Reconhecer que a relagcédo de igualdade matemética ndo se altera ao adicionar,
subtrair, multiplicar ou dividir os seus dois membros por um mesmo ndmero

e utilizar essa nocédo para determinar valores descaloiseca resolucao de
problemas (BRASIL, 2018, p. 303).

Desta forma, @ itens del) a 4) desta atividadeque tratam de opera¢cdes com numeros na
igualdadepodem ser trabalhados a partir do 6° ano do Ensino Fundankeontaem5) deve
ser trabalhado no°7ano, devido tratar de resolucdo de equagbes do 1° grau. Segue abaixo a

sequéncia estabelecida para esta atividade.

1) Refl etindo sobre a i g uladabnanteeonsideraremofac « 0
exemplo dagualdade aritméticw ¢ p mSolicitarems aos estudantes que respondam:
a) Em sua opinido o que significa essa expressao?

b) O que representa o sinal de igualdade?

2JRef |l eti ndo sobre a i gu a:lPdstedoamenterserd aplederdadao =
outra igualdade aritméticgp m ¥ o, mudando a o®lm para Aresultado
Solicitaremos novamente que respondam as mesmas perguntas a) e b) do item anterior. O
objetivo & que o estudante perceba que ndo importa se a operacdo ou o resultado esteja na
primeiro ou segundo membro, o sinal de iguald#&ié o mesmo significado, além disso,
poder «o observar que na ordem A resulrMaado -

soma de dois numeros.

3) Analisando as igualdades:ApOs estas observacdes, o professor pode perguntar ao
estudante: que relaggmdemos concluir entre o0s membips ¢ ex o? Dessa forma o

estudante iraconcluirque ¢ X o pTl
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4) Generalizando:A partir dessa ideia, o professor podera questionar os estudantes se existe
outras formas de escrever o numpraoatravés da soma de dai@meros. Para esse item, 0
professor podera dividir os estudantes em grupos, disponibilizando a cada grupo duas caixas de
fésforos e feijdes (poderia ser outro tipo de objeto, que dé para colocar dentro da caixa) que
representardo as quantidades. Cadairdexrepresentard um dos nimeros, onde uma sera
chamada dé e outra d&, de forma que somando as duas dé o \@lmPoderia utilizawe

@) ao contrario dé e 6, ou outras letras quaisquer.

O professor deve sugerir que a medida que vao fazendo as combinacfeas anote
matematicamente conforme ilustra Quadro 25. O professor podera fazealguns
questionamentos quantgassibilidade de ndo colocar nenhum feijdo em uma caixinha, ou de
inverter as caixinhas em cada uma das combinacdes. ApoOs ser feita a tabela com todas as
possibilidades, o professor trabatd com as letras, de forma a generalizar estas somas,

introduzindo o conceito de variavel.

Quadro25 - Possibilidades para a soma das caixinhas ser iguat a

Caixa A Caixa B Linguagem matematica
T p T T pT PpTI
p [ P W pT
q Ul ¢ Y pm
323] 333] (223
0 0 0 0 pTm
Caixa B Caixa A Linguagem matematica
p T 1 P T PTI
[ p W p P
P C g ¢ pm
a8 88 a3
0 0 6 0 pm

Fonte: producéo do préprio autor

5) Resolvendo equacdes simpled professor podera também trabalhar com equagdetes,
encarando as letras como incognitgsyrtunizando os estudantes encontrarem intuitivamente
as solucdedendo em vista a tabela criada anteriormente. Como por exemplo:

a) ¢ Y c¢h

b) x o ¢ ¢8
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5.2.8.2 Resolvendo equacdes em grupo

Esta atividade é@ma adaptacdo da lic&muations in GroupgEquacdes em Grupos)
criada por Candice Silberschatz do Departamento de Educacdo da Universidade de Tufts,
baseada na abordagem de ensindy Algebra,que trata de ensinar topicos dégebranas
séries inicias a partir do pensamento algébrico. Mediante problemas simplesge cuia
trabalho de grupo que oportuniza comparar diversas estratégias que cada estudante pode utilizar
para a resolucédo de um problema. Dediegrande parte da atividade para que oslastes
expressem seus pensamentos, suas representacdes e solucdes. O objetivo desta atividade
produzir outras equacdes equivalentes a partir de uma solucéao inicial, verificando sua validade
para todas.

Esta atividade ajudara a minimizar as dificuldagtassimplificar expressdes algébricas
(SExpA) e as dificuldades com a igualdade (lg), tendo em vista que os estudantes irdo discutir
algumas mudancas que ocorrem em ambos os lados das equacfes sem alterar a igualdade ou
solucdo. Esta atividade pode seliGguiaa partir do 7° do Ensino Fundamental, ja que é nesta
etapa de ensino que se introduz a resolucao e simplificacdo de equacdes, conforme a BNCC. A
sequéncia definida paesta atividade segue abaixo.

1) Discutindo mudancas na igualdades: Inicialmente o professor ira discutir com o0s
estudantes algumas mudancgas que podem ocorrer na igualdade, a partir de uma informacéo
inicial (solucéo). Por exemplpodese utilizar os nomes dos préprios estudantes e formular
uma situacagroblema envolvendos: Ana s disse que poss¥Auv fit Te Marcos disse que
possui a mesma quantidade que Ana. Este problema é muito simples, e imediatamente os
estudantes concluem que Marcos e Ana possizeta umYAu 1t Ttno entanto o objetivo é
gue eles percebam se essa idé@ahse mantem apds as mudancas. E a partir dessa situacéao,
implementar algumas transformacgfes de modo que os estudantes decidam se, em cada etapa:

a) Marcos e Ana possuem quantias iguais de dinheiro

b) O valor desconhecidepresentado pelacognita perman&co mesmo.

O professor disponibilizara para os estntes uma tabela, na qual em cada linha da

tabela eles trabalhardo em cima da equacéo da linha gnteray sugerido no Gadro26.

Quadro26 - Discutindo situacfes de igualdade

EQUACAO A EQUACAO B
_ Operacéo em
o o Linguagem
Dinheiro de Ana Dinheiro de Marcos o cada lado da
Algébrica .
equacao
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Operacao em

o o Linguagem
Dinheiro de Ana Dinheiro de Marcos o cada lado da
Algeébrica .
equacao
L It T W v O [ nenhuma]
Adicionar [
Adicionar 10

Multiplicar por 2
Subtrair 5

Dividir por 3

Elevar ao quadrado

Fonte: produzido pelo proprio autor, a padtrlicdoEquations in Groups

O professor e os estudantes podem implementar varias outras transformagdes, co
subtrair Afcarteiraso. Na equa-«o f i-laad o |
maximo, e posteriormente pede para os estudantes irem simplificando até retornar a solucao
inicial. A tabela ird auxiliar, ajudandas a enxergar as operacoes a8 que devem ser
aplicadas em ambos os membros das equagdes. Esta atividade também mostra para o estudant

gue a |l etra pode ficar dtord adon¥meread on«eae @

2) Trabalho em grupo: O proximo passo € trabalhar gnmupo, compostos por trés estudantes
cada, pedindthes que criem equacfes com as mesmas solu¢des. Para isso os estudantes
receberdo uma tabela com instru¢bes que devem ser seguidas, modificando a equacao inicial,

mantendo a igualdadesolucao, conformiustra o Quadro27.

Quadro27 - Equagbes com as mesmas solucdes

Inicie criando uma solucéo ( equacao), preenchendo um valoipara

] . Nome de quem escreveu
Nivel Equacéo .
equacao.
1 Y
2

5 Disponivel em:https://wikis.uit.tufts.edu/confluence/diglay/EarlyAlgelsaResources/Equations+in+Groups
Acesso em: 20 set. 2020.



148

Nome de quem escrava

Nivel Equacéao ~
equacao.

3

Fonte: produzido pelo proprio autor, a partir da liEgoations in Grougds

Os estudantes comegcam por criar uma solucdo, dando uma valdy gaeapode até
mesmo ser uma outra letra. A cada nivel o estudante escrevera uma gz egm base na
do nivel anterior, manteando a igualdade, ou seja, a mesma solucdo. A atividade anterior, onde

foi discutido sobre igualdade, ajudara na criacdo destas novas equacoes.
3) Compartilhando tabelas entre grupos Todos os grupos compartilharguas tabelas, de
maneira que analisem as tabelas dos outros grupos, respondendo as seguintesliséadastas

no Quadro 28:

Quadro28 - Discutindo sobre as equacodes

1- A equacao 3 tem a mesma solugcao que a equacao 1 e 2? Sio¥ou n

Expliqgue como vocé chegou a esta concluséo.

2-Se voc° escreveu fi simdO na quest«o an

3- Se vocé respondeu ndo na questao 1, explique o que os estudantes fizeram de e

Fonte: produzid pelo préprio autor, a partir da lic&guations in Groups

4) Discutindo entre a classeApds cada grupo analisar as tabelas, o professor chamara o grupo
a frente na lousa, para que cada estudante exgliguequacdo, dando liberdad®da a sala
paradiscutirem 0s possiveis erros e acertos. Neste momento o professor como mediador ird

mostrar o que deveria ter sido feito, caso haja erros.

5) Exercicios de fixacdoPara finalizar os estudantes receberdo uma lista de exercicios fixando
o que foi ensindo.

6 Disponivel em:https://wikis.uit.tufts.edu/confluence/dislay/EarlyAlgelsaResources/Equations+in+Groups.
Acesso em: 21 set. 2020.

7 Disponivel em:https://wikis.uit.tufts.edu/confluence/dislay/EarlyAlgeliaResources/Equatiorig+Groups.
Acesso em: 21 set. 2020.
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1- Escreva trés equacdes distisit que possuam solucdes iguaisda equacao
W o <8
C

Justifique sua resposta.

2- Escreva trés equacgles distintase gndo possuam solugdes iguaisda equacao
W o ¢ B
C

Explique por que as soluc¢des sao diferentes.

3- Decida se as duas equacdes a seguir sdo equivalentes (possuem a mesma solucgéo)
a)yg  ve G
bjye o uve o o8
Em caso afirmativo, aplique operagcdes em ambos os lados das equacdes mostrando

como podese transformar a equacao a) em b), e a equacéo b) em a).

4- Decida se as duas equacdes a seguir sdo equivalentes (possuem a meda)a solu
ayteg ¢ — un
b)) pe ¢ o0& ¢8B
Em caso afirmativo, mostre o que deve ser feito (quais operacdes devem ser aplicadas)

para transformar a equacéo a) em b), e a equacao b) em a).

Portanto, através desta atividade os estudantes compreender@aonguequacéo é
simplificada através de operacdes aplicadas igualmente em seus membros. Oportosiaando
deduzir que € possivel aplicar convenientemente operacdes inversas para que se encontre ume
solucéo, que na verdade € uma equacéao simplificadatiAgmcompreensdo e memorizacao
destes conceitos, os estudantes poderdo com mais facilidade simplificar diversas expressoes

algébricas, com igualdadatravés de operacgfes inversas.

5.2.8.3 Aigualdade e a balanca

Esta atividade tem o objetivo de ametar o conceito de igualdade a partir da ideia de
equivaléncia, que é muito importante para os estudantes compreenderem a resolucao de
equacdes, bem como suas simplificacdes. Dessa forma esta atividade ajudard a minimizar as
dificuldades que os estudantesssuem com a nocao de igualdade (Ig) e as dificuldades

subjacentes com as simplificacdes de expressdes algebricas (SExpA). Este tipo de atividade se
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fundamenta nasoncec¢cfesle Educacdo Wébrica fundamentalistanalogica de Brentini,
Miorim e Miguel (1992), e letrista facilitadora de Lins e Gimenez (2001), as quais utilizam
materiais concretos, como balancas e gangorras para descrever situacfes algébricas. Entretantc
ressaltamos a limitacdo do uso da balanca quando tratanesgiagdes que possuem @m
solucdes valores negativosomo por exemplo emqw p T 1T ¢ ttendo em vista que as
balancas ndo operam com valores negativos. No entanto, o professor podera trabalhar muitos
exemplos de equacoes, utilizaramem sala de aula.

Esta ativilade pode ser trabalhada desd@@ ano do Ensino Fundamental atérsino
Médio, visto que muitos estudantes desta etapa de ensino tém dificuldades em resolver equacdes
simples, e ainda insistem nos mesmE0S ao usar a transposicdo como método de resolucao.
As questbes podem ser adaptadas para niveis mais avaneafog)exessario. A sequéncia

de etapas para essa atividade é proposta como segue abaixo.

1) Igualdade como equilibria A balanca deve ser apresentada aos estudantes como metéafora

do sinal de igualdade, como ilustr&igura 30

Figura30 - Balanga repremtando a ideia de equivaléncia

Fone: producgédo do préprio autor

Apos isso, propor aos estudantes alguns questionamentos:
a) O que é uma balanca?
b) Quando uma balanca esta em equilibrio?
¢) Na sua opinido, como podemos defima igualdade?
d) Sabendo que a balanca da Figura&&8 em equilibrio, podemestaodefinir uma

igualdade? Conseg@screver isso matematicamente?
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2) Confeccao da BalancaO proximo passo € os préprios estudantes juntamente com o
professor, confecci@mem a balanca, de maneira que eles participem no processo de construcao
do conhecimento. O professor deve propor varias situa¢des, como por exemplo, mostrar que se
algo for retirado de um lado e nao for igualmente retirado do outro, o equilibrio nao@eesma
Também mostrar que se for colocado ou retirado igualmente nos dois lados da balanca o
equilibrio ainda se mantém. Essa ideia da balanca como equivaléncia, ficard facil de ser
transmitida para as equacdes e o sinal de igualdade, fazendo com quetsejapara o
estudante ao resolver as equacdes aplicar as mesmas operacdes em ambos os lados dela. Dey
também ser proposto aos estudantes que eles mesmos criem situacdes de equilibrio através d:
balanca, dando a eles véarios objetos de pesos e formdeyentlis para que sejam
experimentados. Em cada situacao criada, os estudantes deverdo anotar suas experiéncias er

linguagem algébrica, fazendo gddo do real para o simbdlico.

3) Escrevendo as equacgOe®ara iniciar a atividade o professor disporuifa para cada
estudante varios modelos de balancas descrevendo diferentes equagdes. Os estudantes terdo qt
decifrar as equacdes que descrevem cada situacdo apresentada pela balanca, escrevendo

assim ao lado, conforme ilustrdaura 3.

Figura31l- Equacdes representadas palabcas

Exemplo de situagdo na balanga Equagle ; ,.--.|-u

- ax |
I e —— X+ b=+
=90 / N

p+ M=+ + 20
x4 10=70

x4 B =3 ¥ ke M=ty + 2

Fonte:Adaptada dé/eira (2003. p. 24)
* A equacdo correta referente ao terceiro exemplo de situecBalanca én ¢ T ok

4) Trabalhando com igualdades e desigualdade&pds discutir e comparar objetos e pesos,
o professor poderéd desaf@s a resolver problemas envolvendo os sinaisgdaldade e
desigualdade, como exemplificado no Quadro 29.
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Quadro29 - Estabelecendo relacdes

@ 0 eee &
@ O eee W O

Fonte: produzido pelo préprio autor

Durante as questdes propostas nesta atividade, os estudantes talvez resolvam algumas
equacodes e relacdest@ndo hipdteses para os valores das incégnitas, o que pode ser positivo
por darlhes familiaridade com a balanga. Contudo, o professor deve incentivar os estudantes a
sempre que possivel também escrever as equacdes que representem as situacdes na balang

aliando estratégias aritméticas com a modelagem algébrica.

5.2.9 Atividades relacionadas ao raciocinio

Estas atividades podem ser aplicadas a partir do 6° ano do Ensino Fundamental, visto
que nao precisam necessariamente de expressdes algébricagyaesenvolvimento. O
professor pode utilizéas para estimular o trabalho em grupo, de maneira que os estudantes
compartilhem suas ideias de resolucéo, concordando e discordando de seus colegas, ao passt
que juntos tentam encontrar uma linha de racioajoe seja valida. Assim, o objetivo destas
atividades € levar os estudantes a interpretar os dados do enunciado, de maneira que consigan
exprimir seu pensamento de forma escrita e oral. Dessa forma ajudara a sanar as dificuldades
em entender o que |é epgimir o que pensa (EEP), e as dificuldades em pensar (P), visto que
irdo desenvolver o raciocinio légico e dedutivo ao ler e analisar as afirmagfes apresentadas, e
delas tirar conclusdes significativas. Apresentaremos nesta secao duas atividadessiA traves
do rio, e O problema dos Gémeos e 0 juizo final.

5.2.9.1 A travessia do rio

Esta atividade ® baseada em um probl ema
Ri 00, gue consiste em 8 pessoas precisarem
desafio esta justamente em atravessar essas pessoas para a outra margem do rio, visto que exis
uma série de restricdes que devem ser obedecidas para conseguir cumprir a missdo. E uma

atividade de l6gica que necessita que o estudante raciocine soliferasted formas de
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atravessar as pessoas, levando em conta cada uma das regrasab&&gue enunciado do

problema descrito no Quadro 30.

Quadro30 - Enunciadado problema da travessia do rio

Na margem sul de um rio encontram oito pessoas: um médico e seu paciente com distlurbio

mental, o senhor Jodo e seus dois filhos, e a senhora Maria e suas duas filhas. Todos eles

querem atravessar o rio para a margem norte, no entanto para efetuar a travessia é necessario

seguir algumasegras:

I. Existe apenas um barco e esse barco pode transportar apenas duas pessoas de cada vez;

Il. Somente o senhor Jodo, a senhora Maria e o médico sabem manobrar o barco;
lll. Os filhos do senhor Jodo ndo podem ficar com a senhora Maria sem a prelegpga em

nenhuma das margens do rio;

IV. As filhas da senhora Maria, ndo podem ficar com o senhor Jodo sem a presenca da mée,

em nenhuma das margens do rio;
V. O paciente nédo pode ficar sozinho com os pais/e dlhos §em a presenca do médico.

Como etdo devera@roceder para atravessar o rio?

Fonte: producéo do préprio autor

Durante a resolucdo deste problema os estudantes podem se deparar com varias

dificuldades, como:

M

N&o compreender que o problema propde que o barco suporta apenas 2 pesdaas de ca
vez, e insistir em levar mais pessoas;

N&o enxergar uma estratégia para atravessar os filhos do senhor Jodo de maneira que
nao figuem com a senhora Maria, na auséncia do pai; e da mesma forma para as filhas
da senhora Maria;

N&o compreender que o padiepode ficar sem o médico em uma das margens do rio,

se nao tiver mais ninguém com ele;

N&o compreender que os filhos podem ficar juntos com o0 médico e o paciente em uma
das margens do rio na auséncia do sedb@o e também da senhora Maria;

N&o compreeter que qualquer um dos filhos pode atravessar com o meédico;

N&o verificar se seu plano de resolucao satisfaz as condic¢des.

Quando os estudantes se deparam com estas dificuldades, eles devem novamente

verificar as condicfes do problema para veasestdoatendendo ou ndo. O professor deve
intervir instigandeos a ler novamente o enunciado do problema, ajudasi@oidentificar os

dados e restricdes, a pergunta do problema e os possiveis caminhos para-tespondé
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Para representar a solu¢do é necessaroogestudante faca um registro que pode ser
através de uma tabela ou esquema. Abaixo apresentaremos uma seqeéuneidaade fazer
essa travessia.
1°) O médico e o doente atravessam o rio, € somente 0 médico retorna,
2°) O médico atravessa com um dosd#l do senhor Jodo e retorna com o doente;
3°) O senhor Joao atravessa com o outro filho e retorna sozinho, deixando os seus dois filhos
na outra margem;
4°) O senhor Jodo e a senhora Maria atravessam juntos, e somente a senhora Maria retorna;
5° O médicatravessa com o doente, e o senhor Jodo retorna sozinho;
6°) Novamente o senhor Jodo e a senhora Maria atravessam juntos, e somente a senhora Marie
retorna,
7°) A senhora Maria atravessa com uma das filhas, e o médico com o doente retornam juntos;
8°) O nédico atravessa com a outra filha da senhora Maria, deixando o doente sozinho, e
retorna;
99 O médio e o doente atravessam 0 rio.

N&o existe uma unica forma de resolver este problema, oportunizando os estudantes a
construirem e descontruirem ideias.&itizar desenhos, a escrita, a oralidade e argumentacao
para esbocar sua resposta, o estudante busca expressar seu raciocinio através de algum tipo d

linguagem, ajudando assim a des#wer o pensamento algébrico.

5.2.9.2 O problema dos Gémeos e oqifinal

Esta atividade se trata de um problema de l6gica, no qual os estudantes deverao avaliar
uma situacédo envolvendo um homem que € preso junto com dois gémeos: um sempre fala a

verdade e o outro sempre mente. Segue o enunciado do prololépuadro 3.

Quadro31 - Enunciado do problema dos Gémeos e o Juizo Final

Um homem vai para a prisdo e acaba partilhando a cela com gémeos. Um dos gémeos diz
sempre a verdade e o outro mente sempre. A cela possui aléem da porta de enaada, d
portas, uma que vai paracgu e outra para o inferno. O homem quer ir para 0 céu e 0s
gémeos sabem quéla porta que leva ao céu. O homem so tem direito de fazer uma pergunta
e ele ndo sabe qual dos gémeossdinpre a verdade. Qual pergunta ele diazer para

garantir a sua ida para o céu?

Fone: produc¢édo do préprio autor
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Os estudantes terdo que lidar mentalmente com as informacdes disponiveis, encontrando
relacdes de causalidade entre elas, tornando possivel tomar decisdes que solucionam a situaca
Para resolver esta situacdo o estudante deve perceber que ndo € informado inicialmente qual
dos gémeos mente e qual diz a verdade. Se perguntar para os gémeos qual é a porta que lev:
para o céu, ambos dardo respostas diferentes. Para resolver enpéiobéstea, € necessario
gue a pergunta colocada aos gémeos produza a mesma resposta, independentemente a quem
pergunta é feitaPortanto, a pergunta que o homem deve fazer para garantir sua ida ao céu é:
Se vocé fosse seu irméo, qual porta vocé indicai@amo sendo a que leve ao cédasim
tenos duas situacdes que podem ocorrer
1° Situacdo Sea pergunta é feita agémeo mentiros@ste apontara paggporta que leva ao
inferno, dado que seu irméo (que fala sempre a verdade) apontaria para a pokta goaeés
2° Situacao Se a pergunta é feita ao gémeo gempre fala a verdadeste também apontara
paraportaque leva ao inferno, dado gseu irmao (que sempre mente) sempre apontaria a porta
do inferno como sendo a do céu.

Assim a solucéo serialmmem escolher a portantraria aquela que um dos gémeos
apontou, vistmue os dois indicariam a porta que leva para o inferno como sendo a porta que o

seuirmao gémealiria como sendo a do céu.

Através da andlise que fizemos das dificuldades nes&a, ge¢possivel elaborarmos
as atividades supramencionadas. Esperamos que fique claro ao leitor a preocupacéo destas
atividades enajudaros estudantes a veremngidoe significadono aprendiado da Algebra.
Elastambém ajudarédo outros professores qgeiam por solucdes e sugestdes para as barreiras
que se impdem no ensinesia importante disciplinacontornandoassimas dificuldades
apresentadas nesta pesquisa. Interessante também salientarmos que as atividades que aqt
foram desenvolvidas, podem sadaptadas de acordo com as sériesomtextosque 0s
estudantese inseremPortanto, concluimos esta secdo de nossa pesguisa sentimento de
satisfacdo, por adquirir/produzir conhecimentos que possam contribuir com a Educacgao

Matematica.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Com este trabalho, procurse apresentar as principais dificuldades existentes no
processo de ensino e aprendizagemAdtgebra servindo de embasamento para propor
mudancas no atual cenario de educacao.

Através desta pesquisa bibliogeaf, constatamos que ndao ha outra forma de melhorar
o ensino dé\lgebra a nio ser o desenvolvimento do pensamento algébrico. Este pensamento,
ao contrario do que muitas vezes € suposto, ndo se desenvolve apenas pelo simbolismo
algébrico, mas esta intimante ligado com diversas formasldeuagens. Além disso, vimos
aimportancia da linguagem e pensamento algébricos, onde o desenvolvimento de ambos deve
ser enfatizado a partir de uma relagcéo de subsisténcia e ndo de subordinacdo. Dessa forma, ©
pensamentalgébrico se desenvolve a medida que se estimula o raciocinio e, em especial,
buscase generalizar situacdes, expressaaslatraves de alguma forma de linguagem.

Procurandomostrar como aAlgebra estavagsta inserida nos curriculos escolares,
pesquisaros as diferentes concecbesAlgebrae Educacdo Wyébrica que se firmaram ao
longo do tempo, nos ajudando a compreender os aspectos histéricos que influenciaram no
desenvolvimento do ensino dédgebra Além disso, apresentamos as recomendacdes dos
Paramabs Curriculares Nacionais (P¢Blda Base Nacional Comum Curricular (BNCC), para
as etapas de ensino Fundamental e Médio. Isso nos permitiu entender rgasigda foram
feitas mediante @amplementacdo da BNCC, especialmente no que tange a introducdo da
Algebra(pré-Algebrg, onde na BNCC acontece desde os anos iniciais do Ensidarfiental,
ao contrario dos PCMssim, a introducéo dos simbolosiigebradeve ser feita de uma forma
que os estudantes reconhegcam a correspondéncia que ha com a réstidaitamos que o
ensino deAlgebradeve primeiro buscar significados, estimular a capacidade da interpretacio
de problemas e raciociniégico, procurando esclarecer o sentido dos simbolos.

Uma tentativa de descobrir as causas do mau desempenho desitestto processo
de aprendizagem dégebrg ¢é identificar aslificuldades que surgem nesta matéZi@nhecer
tais dificuldades € muito importante, ao passo que fornecem ao professor informacdes sobre a
maneira que os estudantes interpretam e compreensleonceitos algébricos, além de dar a
possibilidade de diagnostita@s, para que assim seja possivel montar planos de acdes para
minimizé&las.Nesse sentidm objetivo principal desta pesquisassuia dois aspectos centrais:

i) descobrir quais sao asfiduldades que os estudantes possuem no processcsi® en
apremlizagem déllgebrg

i) propor atividadegue possam ajudar a minimizar estas dificuldades
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Deste modo, eat pesquisa nos embasou teoricamente para poder analisar
gualitativamate as difculdadesgque encontramo#\ssim,sintetizamos as dificuldades em 10
categorias e propomos 13 fatores dificultadores, os quais foram encontrados na literatura e/ou
observados mediante rainha experiéncia profissionalAlcancanos portanto, oprimeiro
aspeto do objetivo principalque era de identificar estas dificuldad€osteriormente,
mostramos como estes fatores dificultadores originam as dificuldadssim sendo possivel
relacionalas de modo a verificar que certas aifdades podem originar outraEssa
verificacdo foi muito importante, tendo em vista queegundo aspecto dibjetivo principal
desta pesquisa foi 0 de produzir atividades para sanar as dificuldades encdhréalanodo
gue uma mesma atividade pode ajudar a minimizar maisrgalificuldade Jevando em conta
as varias relacdesxistentesentre elas, conforme ja explicado anteriormeN&sse sentido,
como uma certa dificuldade influi na origem de outras, foi possivelralabtividades que
evidenciamess relacdo, enfatizando ddiculdades que mais se relacionam, alcancado assim
em totalidade o objetivprincipal supramencionadque norteou toda esta pesquisa.

Como j& apresentado n&¢&o5, referente aosesultados deste trabalhmonstatamos
que a dificuldade em MemorizaiMem) influi na origem demuitasdificuldades. Isso nos
mostra a importancia de sefatizar atividades que instigaa capacidade de memorizacao, a
partir da compreensao e significacdo de situacdes e conceitos. Foi possivel constatar também
que as dificulddes em traduzir da linguagem escritaapadinguagem algébrica e vigersa
(LEvsLA) tinham fatores dificultadores em comum condéisuldades em entender o que |é
e exprimir o que pensa (EEP), dificuldade em interpretar as letras (IL) e as dificiddades
pensar (P).

Além diss@ vimos que as dificuldades em utilizar formulgsopriedades e
procedimentos (FPP{Em fatores dificultadores em comum com diculdades em ver
utilidade naquilo que é ensinado (Ut) e as dificuldades relativas a generali@c&utro
resultado importante que enc@rhos nesta pesquisa, foi que a dificuldade simplificar
expressodes algébric€SExpA) e a dificuldade com a nocao de igualdade (lg) possuem muitos
fatores originadores em comum, além disso ptaiem influenciadiretamente na origem das
dificuldades com formulas, ppaedades e procedimentos (FPP).

Com certeza, este trabalho ajudara outros professores que também buscam melhorar o
ensino deAlgebra pois possibitafhesa conhecer além das dificuldades, os ®rmais
frequentes cometidos neste pramesE desta forma, poder prevdrs através das sugestbes
gue aqui bram apresentadas. Além disse, aividades propostas neste trabalho permeiam
desde as séries do Ensino Fundamental até o Ensino Médio, permipnofessor adaptas
a sua realidade. Sem sombras de duvidas, estas atividades servirdo como subsidio didatico,
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ajudando a desenvolver o pensamento e linguagem algébricos com o objetivo de sanar as
dificuldades.

Peco licenca ao leitor para falae emprimeira pessoa, com o objetivo de expor como
foi enriquecedor desenvolver este trabalho de dissertAgdolhar para tras e lembrar dos
guestionamentogjue motivaram esta pesquisa, hoje vejo que nado so6 foi possivel propor
solugdes para tais, mas alérasti, pude mudar minha vis&o sobre o ensino de Algebese
sentido, aprendi que a Matematica deve levar significado a vida de nossos alunos, como uma
forma de ler e dialogar com o munddo entanto, antes dissboi ve que fAmdehar o
Algebra sob nvas lentes: guelas que traduzem a matematica couma ferramenta
democrética e libertadora, pela qual o aluno é impulsionado a refletir criticamente sobre
problemas e situacdes, sejam eles reais ou ndo, como sujeitos que participam ativamente do
processale ensino.

Muito mais que aprendefparaensinar, eu aprendigaraaprenderpu seja, perbi o
qgue ja dizia Freire (1996)ue o aprendez 0 ensinaisubsistemnado existindadocéncia sem
discénciae deste modo nds educadores assumimos uma coddiedernos aprendiz€somo
diz o proprio PauldFreire, apesar da real diferenca entre educador e educandeedre
consciéncia desdeinicio do processodeensiaopr endi zagem que, Aquer
re-forma a formar e quem é formado forrsa eforma ao ser formado(FREIRE, 1996, p.

25). Para isso, por meio desta pesquisaonheci que devo ser mais que um mero transmissor

de conhecimentos, mas criar as possibilidades para que tais conhecimentos ggrssam
construidos ou produzidos, @ através dessa nova postura que pretendo ajudar meus
atuais/futuros alunos, a se situarem como sujeitos produtores do saber e artesaos do seu propric
conhecimento.

Este trabalho da grande margens para pesquisas futuras, em especial de campo, onde
sera possivalonstatar quantitativamente a melhora no desempenho dos estudantes através das
atividades que propomps também a existéncia das relagcbes supramencionadas entre as
dificuldades.

Portanto, cabe a nos professores, sempre refletirmos sobre os aspeetoslygen o
processo de ensino @randizagem délgebra analisandas dificuldadesexistentes suas
respectivas causas, passima partir delagracar meigUteis de ajudar os estudantes a supera

las.
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UMA PROPOSTA DE ATIVIDADES PARA MINIMIZAR AS
DIFICULDADES NA APRENDIZAGEM DE ALGEBRA

Eduarde José de Oliveira Estevio'
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RESUMO

Este artigo é resultado de uma pesquisa de dissertacio, que objetiva descobrir as principais
dificuldades que os estudantes possuem no processo de ensino e aprendizagem de algebra, em especial
encontrar solu¢des para as mesmas, nas perspectivas do desenvolvimento do pensamento algébrico e
nas concecoes de algebra e educaciio algébrica, através da elaboracio de atividades. Para determinar
estas dificuldades realizou-se uma pesquisa bibliografica de carater descritivo e exploratdrio,
objetivando caracterizar e explicar a origem de tais erros recorrentes no ensino de dlgebra. Seguindo
uma abordagem qualitativa, esta pesquisa também se preocupou em estabelecer relagfes entre as
dificuldades, no sentido de estruturar atividades que possam minimiza-las. A partir disso,
desenvolveram-se atividades das quais apresentam-se duas neste artigo, envolvendo a construcio do
circulo trigonométrico e padrfes de sequéncias numéricas, com o intuito principal de desenvolver o
pensamento algébrico nos estudantes.

Palavras-chave: Dificuldades. Concecdes de Algebra. Pensamento Algébrico. Circulo
Trigonométrico. Sequéncias numeéricas.

INTRODUCAO

E evidente as dificuldades que os estudantes trazem desde o Ensinc Fundamental,
relacionadas ao ensino de matematica, que ficam ainda mais percetiveis quando se trata de
algebra. A algebra na maioria das vezes é encarada apenas como um rame da Matematica que
se preccupa em encontrar o x da questde. Isso remete a concecdo que estudantes e até mesmo
professores possuem, de que ensinar algebra significa apenas manipulages matematicas e
simplificactes de expresstes. O ensino de algebra envolve outros aspectos, nomeadamente, o
desenvolvimento do pensamento algébrico. Portanto, o objetivo principal da pesquisa aqui
apresentada foi a criagdo de atividades simples que resolvem dificuldades que os estudantes
possuem na aprendizagem de algebra, em particular a dificuldade em raciocinar.

Na secdc Metodologia sera explicado o procedimento empregue para determinar as
dificuldades que estudantes tém relativamente a algebra, de modo a possibilitar a criagdo de
atividades focadas em soluciona-las. Na secdo Referencial Tedrico serdo expostas as

concegbes da algebra e da educagdo algebrica nas quais essas jazem. Na secdo Resultados e
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Discussdo serdo apresentadas duas atividades desenvolvidas para sanar algumas dificuldades
apresentadas, em especial para estimular o pensamento algébrico. Conclui-se o artigo com
consideracGes finais scbre o desenvolvimento de atividades voltadas a eliminacdo das

dificuldades encontradas pelos estudantes no estudo de algebra.
METODOLOGIA

Para fazer a pesquisa, de foro descritive, apresentada neste artigo, procedeu-se a um
levantamente bibliografico scbre estudos que tratam dos temas Dificuldades no Ensino e
Aprendizagem de Algebra, Concecdes de Algebra e Pensamento Algébrico. Em seguida,
fazendo uma pesquisa exploratéria do material colhido, fol possivel elaborar atividades que

ajudam a resolver as dificuldades encontradas, das quais duas sdo apresentadas aqui.

REFERENCIAL TEORICO

A algebra é um importante ramo da matematica que relaciona muitos conceitos,
férmulas e propriedades, fiteis para as mais diversas atividades humanas e cientificas. Para
entender-se melhor como a algebra é/foi encarada durante toda sua evelugdo, é necessario
estudar suas diferentes concecdes.

Usiskin (1995} define quatro concegoes da algebra segundo o papel atribuido a
variavel e a importancia dada aos seus diversos usos: a algebra como aritmética generalizada,
a algebra como um estudo de procedimentos para resolver certos tipos de problemas, a
algebra como estudo de relaces entre grandezas e a algebra como estudo de estruturas. Na
primeira concecdo, dlgebra como aritmética generalizada, a variavel é encarada como
generalizadora de padries. Na segunda concecéo, digebra como um estudo de procedimentos
para resolver certos tipos de problemas, ao contrario da primeira concecdo, as variaveis sao
encaradas como incognitas, ou seja, um termo desconhecido que se pretende determinar. Na
terceira concegdo, dlgebra como estudo de relacdes entre grandezas, as letras assumem
diversos valores, expressando relagdes entre elas, como é o caso das fungdes. Na quarta e
dltima concecdo, dlgebra como estudo de estruturas, as letras sdo encaradas como simbolos
abstratos, como por exemplo quando lidamos com as operagées entre polindmios.

Trés periodos da histéria do ensino de algebra — antes, durante e depois da matematica
mederna, deram origem as concegoes de educagdo algébrica propostas por Fiorentini, Miorim

e Miguel (1992,1993), que dividlem o desenvelvimento do ensinc de algebra em trés
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concegdes principais: linguistico-pragmatica, fundamentalista-estrutural e fundamentalista-
analogica. A primeira concecdo, linguistico-pragmdtica, referente ao periodo antes da
matematica moderna, define a algebra como um instrumento técnico e mecinico para
resolver problemas, para a qual basta o estudante apropriar-se do transformismo algébrico
para conseguir resolver problemas. Com o movimento da matemética moderna vem a segunda
concecdo, fundamentalista-estrutural, onde o objetivo é de fundamentar a matematica escolar,
justificando cada passagem do transformismo algébrico atraves de propriedades. Apds esse
movimento, vem a terceira concecdo de educacéo algébrica, fundamentalista-analdgica, que
pretende sintetizar as duas concecbes anteriores, de forma a recuperar o valor instrumental da
algebra na resolugio de problemas ao mesmoe tempo que se preocupa em justificar o calculo
algébrico atraves de recursos geométrico-visuais.

Os autores Fiorentini, Miorim e Miguel (1993, p. 85) concluem que todas estas
concegdes possuem algo negative em comum: “[...] a redugdo do pensamento algébrico a
linguagem algébrica”. Portanto, os estudos dessas concegdes de algebra e educacéo algébrica
sinalizam a necessidade de desenvolver um pensamento que independentemente da linguagem
alpgébrica pode ser manifestado: o pensamento algébrico.

De acordo com Ceelho e Aguiar (2018, p. 178}, o pensamento algebrico precisa de ser
estimulado para crescer e na opinido deles a algebra oferece um ambiente propicio se, no seu
ensing, o foco dela for “[...] desenvolver ne estudante um pensamento que o auxilie na busca
de padrdes e analogias quando enfrentar problemas cotidiancs.” Deve-se portanto, elaborar
atividades que estimulem ou incentivem o desenvolvimento deste pensamento, criando um
ambiente favoravel para que ele se manifeste. Segundc Fiorentini, Fernandes e Cristovéo
(2005), o pensamento algébrico pode ser caracterizado pelos seguintes aspectos: estabelecer
relages ou comparacgtes entre expressdes numericas e padroes geométricos; compreender e
tentar exprimir aritmeticamente uma situagdo-problema; tentar construir varios modelos
aritméticos para uma situacdo-problema; descobrir os varios significades de uma mesma
expressac numérica; entender a igualdade como uma equivaléncia entre duas grandezas ou
duas expressdes numeéricas; simplificar uma expressio aritmética; desenvolver processos de
generalizacde; compreender e tentar exprimir regularidades ou invari&ncias; propor formas
mais sucintas para expressar situactes-problema.

Com base nas concegdes de algebra e educacéo algébrica aqui apresentadas, conclui-se
que o pensamento algébrico vai além da tarefa de calcular, ele da sentido aos simbolos e as
formas como os objetos se relacionam, podendo ser estimulado através da generalizacdo de

regularidades e padrées. A medida que este pensamento se desenvolve, ¢ estudante também
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assim uma relagio de subsisténcia entre linguagem e pensamento, e ndo de subordinacio
(FIORENTINI; MIGUEL; MIORIM, 1993). Portanto, o enfoque deste trabalho foi a criacio

de atividades que estimulam o raciocinio.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Através da pesquisa feita em diversas fontes, sintetizam-se no Quadre 1 as principais
dificuldades dos estudantes no processo de aprendizagem de &lgebra (ARAUJO, 2008;
BEZERRA, 2016; BOOTH, 1995; GIL, 2008; ESTEVAQ, 2020, no prelo; GIL; FELICETTI,
2016; GIRALDO, 2012; GONCALVES, 2013; PONTE, 2005; SCARLASSARI, 2007;
SOCAS; CAMACHO; HERNANDEZ, 1998; STOCCO, 2016; TRUJILLO, 2012; VELOSO;
FERREIRA, 2010}.

Quadro 1 - Principais dificuldades na aprendizagem da algebra

Dificuldades dos estudantes

Dificuldade em passar da linguagem escrita para a linguagem algébrica e vice-versa

Dificuldade em interpretar as letras

Dificuldade em pensar

Dificuldade em entender o que 1& e exprimir o que pensa

Dificuldade em enxergar a utilidade do que esta sendo ensinado

Dificuldade com simplificacéo de expressoes algebricas

Dificuldade com a nogao de igualdade

Dificuldade em usar as férmulas, as propriedades e procedimentos

Dificuldade em generalizar

Dificuldade em memorizar

Fonte: Autoria propria

Ao analisar essas dificuldades, levando em conta os fatores dificultadores —
estabelecidos mediante ©os contextos e atividades em que essas dificuldades surgiram,
observou-se que existem muitas intersegfes entre elas e que algumas delas possuem a mesma
origem.

Com o objetivo de ajudar a minimizar as dificuldades supramencionadas, estruturam-
se algumas atividades, levando em conta aspectes didatices que podem levar ao desenvolvi-
mento do pensamento algébrico. Apresentam-se abaixo duas atividades:

¢ Construindo o circulo trigenométrico;

¢ Sequéncia de nimeros.
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Na primeira atividade os estudantes construirdo, com a ajuda do professor, um circulo
de cartolina ou outro material, com raio de 1 decimetro, e alguns tridngulos retingulos todos
iguais, cuja hipotenusa seja do mesmo tamanho que o raio do circulo {(as medidas e materiais
utilizados podem ser modificados e adaptados de acordo com o professor). O objetivo desta
atividade é que os estudantes construam relagdes e férmulas trigonométricas (as quais sdo
expressoes algébricas), assim entendendo os seus significados e proveniéncias, em vez de
apenas memoriza-las. A memorizagio é importante, pois facilita na resolugio de problemas.
No entanto, as vezes a memoria falha e é nesse momento que é crucial saber a origem das
férmulas, pois permite determina-las e assim usa-las. Ao contrario do que comumente € feito
nas salas de aula, apenas apresentar a férmula e dar exemplos, os estudantes nesta atividade
irdo compreender como surgem matematicamente estas relagtes: ao posicionar os tridngulos
retingulos no circulo trigonométrico, fazendo rotacoes em torno da origem e reflexdes em
torno dos eixos cartesianos os estudantes serdo capazes de criar hipdteses e compartilhar suas
descobertas com toda a classe.

O professor pedira que os estudantes posicionem os tridngulos retdngulos, conforme

ilustrado no Quadro 2.

Quadro 2 — Circulo trigonométrico com raio igual a hipotenusa do tridngulo retdngulo

Da imagem os estudantes concluem que:

_ catetooposto
NP hipotenusa

/ =1 \ sinf 1 y

cateto adjacente
cosf=

hipotenusa

cosf=%=x
1

x2+y2=l©sin2[9)+c052[9)=1

Fonte: Autoria prépria

Usando as definigdes de cosseno e seno, anteriormente aprendidas, os estudantes
chegardo a conclusio que a medida que o ponto P se desloca no circulo trigonométrico
(sentido hordrio ou anti-horério), os valores do cosseno e seno de um angulo ¥ sdo lidos,

respectivamente, nos eixos do x e do y. Além disso, usando o Teorema de Pitagoras,
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eles conseguem obter a Férmula Fundamental da Trigonometria e a equacgdo cartesiana de
um circulo centrado na origem de raio 1.

A partir dessa atividade o professor podera ir formalizando outros conceitos, ja que os
estudantes estardo mais familiarizados com a ideia de que cada ponto da circunferéncia esta
associado ao cosseno e seno de um dado angulo 6. Por exemplo, um dado ponto P possui
como projecdes nos eixos das abscissas e ordenadas, os valores de cosf e sinf,
respectivamente. Ainda através dessa atividade, pode-se também introduzir os conceitos de

reducdo de angulos dos segundo, terceiro e quarto quadrantes ao primeiro quadrante, usando

rotacdes e reflexdes do tridngulo retdngulo. Os Quadros 3, 4 e 5 ilustram essas ideias.

Quadro 3 — Redugdo de angulo do segundo quadrante ao primeiro

Os estudantes posicionardo os tridngulos

q, retingulos de forma que o widngulo do

' , segundo quadrante’ seja uma reflex3o do
. tridngulo do primeiro quadrante em torno do
i“ . eixo das ordenadas, ou seja, a abcissa do
4

ponto P é simétrica a abcissa do ponto Q e as
suas ordenadas sdo iguais, concluindo assim,
, que:

sin(m - 6)= y=sin|0);
cos(m—8)=- x=—cos(8)].

Fonte: Autoria propria
Existe outra redugdo de dngulo do segundo quadrante ac primeiro, fazendo uma rotagio de 1/2.

Quadro 4 — Redugdo de angulo do terceiro quadrante ao primeiro

Nesta etapa da construgdo, os estudantes
posicionardo o segundo tridngulo retdngulo
no terceiro quadrante de modo que o ponto P
seja simétrico do ponto Q, ou seja, um giro de
180" no sentido anti-hordrio. Concluindo
assim, que:

sin|[m+6)=- y=-sin(8);

cos[m+8)=— x=-cos|f).

Fonte: Autoria propria
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Quadro 5 — Redugdo de angulo do quarto quadrante ao primeiro

Y P Para esta redugdo, os estudantes posicionardo
| \ o segundo tridngulo retdngulo no quarto
quadrante, de modo que este seja uma
‘ 2y < ox ) reflexdo do primeiro tridngulo em torno do
f 1.6 N R N | eixo das abscissas. Dessa forma, conclui-se
/ que:
’ / sin[-8)=- y=-sin(6);
¥ Q cos(—8)=x=cos(6).

Fonte: Autoria prépria

Pode-se também pedir aos estudantes que descubram as férmulas do cosseno e seno da
diferencga entre dois angulos, usando a imagem ilustrada na Figura 1. Para que eles descubram
e ndo se sintam desanimados, devem-se dar dicas. Existem varias formas de determinar essas
férmulas, ndo necessariamente usando a Figura 1; devem-se incentivar os estudantes a achar

varias.

Figura 1 — Diferenga entre dois ngulos

r2

L5}

Fonte: Autoria prépria

Por exemplo, pode-se achar a férmula do seno da diferenga entre dois angulos como
segue. Considere os tridngulos OSR e QSV: estes sdo semelhantes visto que OSR=QSV
(4ngulos opostos pelo vértice) e S RO=SV Q (angulos retos). Portanto, SOR=¢=SQ V. Da

definigdo de seno temos que sin(f — ¢|=QV , mas QV por sua vez é igual a
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QB coslpl=r,cosld). (1)

SRy

Também temos que
sinf=r,+r,®r,=sin8 -r,, (2)
onde I'; é obtido pela semelhanca dos tridngulos OSR e OPT,

£:£© SIHQZCOS@@’FIZCOSB smgé G
RS RO r, cos@ cos ¢

Substituinde ' em (2} por (3) e depois substituinde 7» em (1}, obtemos a férmula para o seno
da diferenca entre dois dngulos,

sin g

sinéd —cos @ cosp=sinfcos¢ —cosBsing.
cos| 050 9 ?

sin[87¢]=

A partir desta formula, os estudantes poderdao deduzir varias férmulas, como por
exemplo, o seno da soma de dois dngulos, para isso considerando sin |6 +¢]= Sin[ef [- (;5]] e
as formulas do Quadro 5.

A segunda atividade trata da sequéncias de niimercs, que proporciona aos estudantes a
oportunidade de encontrarem a férmula do n-ésimo termo da sequéncia, vélida para todos os

termos da sequéncia. A atividade seria entdo proposta conforme enunciada no Quadro 6.

Quadro 6 — Atividade sobre a generalizacio de niimeros em uma sequéncia

Considere a seguinte sequéncia de nameros
1,3,6, 10, ...
i} Quais sdo os préximos 2 nimeros da sequéncia?
ii} Mostre que o n-ésime termo da sequéncia é igual a

nln+1]

—. @

Fonte: Autoria prépria

Para resclver o primeiro item, os estudantes deveriam comecar por ver qual € a relacao
entre nimeros consecutivos. Brincande um pouco com os nimeros, logo percebem que a
diferenca entre 1 e 3 é 2, entre 3e 6 é 3, e entre 6 e 10 é 4. Entdo o proximo serd 10+5=15e a
seguir a 15, tem-se 15+6=21. Depois de responder a esta pergunta, é possivel que os
estudantes percebam que o n-ésimo terme é a soma dos n primeircs nlimeros naturais. Como
o segundo item pede para mostrar que o n-ésimo termo da sequéncia é igual a (4), é
importante dar umas dicas. Tem varias formas de responder ac segundo item:
a) usando o método de indugho sobre 1+2+..+n=n(n+1)/2;

b) usando uma férmula de recorréncia;
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C) usando o fato que a soma dos nimeros naturais € uma progressao aritmética;
d) usando representacdes geométricas dos niimeros da sequéncia.

A melhor forma para determinar o n-ésimo termo neste caso € usando as
representacdes geométricas dos nimeros da sequéncia, visto que este método apenas implica
conhecimentos de geometria bésica: drea de poligonos. Assim, deve-se apresentar aos
estudantes as representacdes geométricas dos nimeros da sequéncia, conforme ilustrado na
Figura 2 e dizer-lhes que eles deveriam usar esta informacdo para determinar o n-ésimo termo

da sequéncia.

Figura 2 — Representac¢do geométrica dos niimeros da sequéncia

1 3=1+2 6=1+2+3 10=1+2+3+4
L] L] L] L]
@ . L3 L L] L
L3 . L] L] . L
L] L] L] L

Fonte: Autoria prépria

Olhando para as representacOes geométricas, os estudantes poderdo ficar tentados em
usar a formula da 4rea de um tridngulo para achar o n-ésimo termo. Por exemplo, a drea do
tridngulo isésceles com 4 pontos de cada lado dé [4-4]/2=8, que é diferente de 10. Este
resultado ndo é surpreendente: estdo faltando dois pontos que correspondem as quatro

metades de pontos que ficam para fora do triangulo. Considere o retangulo na Figura 3.

Figura 3 — Retingulo

Fonte: Autoria prépria
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