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Resumo

No presente trabalho, buscou-se apresentar uma iniciacao as técnicas numéricas vol-
tadas para a otimizacao de problemas elementares acessiveis aos alunos do segundo e
terceiro ano do ensino médio. As técnicas de otimizacao trabalhadas foram os Métodos
de busca de Fibonacci e da Secdo Aurea. O trabalho apresenta e detalha matemati-
camente tais técnicas, além de sempre partir de um conhecimento inicial e construir
os métodos em questdao. Ao abordar um problema real, buscou-se introduzir a in-
terpretacao e a modelagem matematica do problema, bem como sua solugao, tanto
analitica quanto numérica, utilizando varios softwares computacionais de simples uti-
lizacao. Neste sentido, pode-se afirmar que o presente trabalho traz uma abordagem
didéatica das principais técnicas de otimizacao unimodal por reducao de intervalos de

incerteza.

Palavras-chave
Otimizacao, Método de Fibonacci, Método da Secao Aurea, Softwares Computaci-

onais, Intervalos de Incerteza.



Abstract

In this study, we sought to present an introduction to numerical techniques aimed to
optimize accessible elementary problems to the students of second and third year of high
school. The optimization techniques discussed in this work were the Fibonacci and the
Golden Section methods. The work presents and does mathematical description of such
techniques, from an initial knowledge and building methods in question. In addressing a
real problem, we attempted to introduce the interpretation and mathematical modeling
of the problem as well as its solutions analytically and numerically, using softwares
simple to use. In this regard, it can be stated that the present work provides didactical

approach of main unimodal optimization techniques to reduce uncertainty interval.
Keywords

Optimization, Fibonacci Method, Golden Section Method, Computational Softwa-

res, Uncertainty Interval.
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1. INTRODUCAO

A experiéncia como professor mostra que a dificuldade de assimilar conteudos
matematicos € nitida. Alguns alunos até conseguem "reproduzir” alguns exercicios no sentido
de resolver mecanicamente certos tipos de problemas. Porém, grande parte ndo consegue
interpretar um problema ou associa-lo aos contetdos estudados.

Tal fato se comprova pelo baixo desempenho dos alunos brasileiros em provas (de
aferi¢do) internacionais, ou mesmo locais, regionais e nacionais.

Pode-se inicialmente apontar alguns motivos para tal deficiéncia. Um exemplo é o
caso de alunos que estudam no turno noturno. Observa-se que normalmente tais alunos
trabalham durante o dia, cuidam da sua familia, tem que pagar contas, ir ao supermercado etc.
Neste caso mal sobra tempo para estudar, entdo é dbvio que o desempenho ndo serd 0 mesmo
de um aluno que estuda em periodo integral.

No entanto, o problema de aprendizado ndo se resume apenas na falta de tempo.
Mesmo com tempo disponivel, observa-se a dificuldade de aprendizagem.

De modo geral, uma reclamacdo frequente é que os alunos ndo conseguem aprender
porque ndo entendem onde devem aplicar tais contetdos.

De modo mais amplo pode-se dizer que a dificuldade da aprendizagem esta no fato de
gue o aluno ndo consegue fazer vinculos entre a sua experiéncia e as novas informacdes.

Esta observacdo vai ao encontro & teoria da aprendizagem significativa de Ausubel.
Segundo Moreira (1999, p. 153):

Para Ausubel, aprendizagem significativa é um processo por meio do qual uma nova
informacdo relaciona-se com um aspecto especificamente relevante da estrutura do
conhecimento do individuo, ou seja, este processo envolve a interacdo da nova
informagdo com uma estrutura de conhecimento especifica, a qual Ausubel define
como conceito subsungor, ou simplesmente subsuncor existente na estrutura
cognitiva do individuo. A aprendizagem significativa ocorre quando a nova
informacdo ancora-se em conceitos ou proposicdes relevantes, preexistentes na
estrutura cognitiva do aprendiz. Ausubel vé o armazenamento de informagfes no
cérebro humano como sendo organizado, formando uma hierarquia conceitual, na
qual elementos mais especificos de conhecimento sdo ligados (e assimilados) a
conceitos mais gerais, mais inclusivos. Estrutura cognitiva significa, portanto, uma
estrutura hierarquica de conceitos que séo representacdes de experiéncias sensoriais
do individuo.

! David Paul Ausubel (1918-2008) foi professor Emérito da Universidade de Columbia, em Nova lorque.
Médico-Psiquiatra de formacao dedicou sua carreira académica a psicologia educacional, sendo considerado um
representante do cognitivismo (MOREIRA, 1999).
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Com base nessa teoria, ao ensinar um novo conteudo € preciso, entdo, fazer um
levantamento dos conceitos prévios dos alunos.

Ao abordar o contetido funcdo (definicdo de funcdo, dominio, imagem, contradominio
etc.) pode-se estabelecer ancoras entre o novo conteddo (funcdo) e as situacdes (ou
informagdes) que os alunos conhecem. O abastecimento de um carro num posto de gasolina
ou o preco da corrida de um taxi sdo exemplos que permitem explorar o que sdo varidveis
independentes e dependentes, dominio, contradominio e é claro construir uma definicdo de
funcdo. Nesse exemplo, o subsuncor que ja existe na estrutura cognitiva do aluno e que
serviréd de base para o conceito de fungéo é o de conceito de conjunto.

Aqui cabe uma observacdo: os subsuncores que servirdo de base para 0 processo de
ancoragem com a nova informacao devem ser relevantes.

A respeito das subsunc6es, Moreira (1999, p. 153), ainda acrescenta:

[...] este processo de “ancoragem” da nova informagdo resulta em crescimento e
modificagdo do subsuncor. Isso significa que o0s subsuncores existentes na estrutura
cognitiva podem ser abrangentes e bem-desenvolvidos, ou limitados e pouco
desenvolvidos, dependendo da frequéncia com que ocorre aprendizagem
significativa em conjuncdo com um dado subsuncgor.

Assim, se bem trabalhado, o conceito de fungdo passa a ser um novo subsuncgor que
podera ser utilizado para construgcdo de novos conhecimentos.

O presente trabalho nasce da frequente pergunta que se ouve em sala de aula: Onde eu
vou usar isto? (ou Para qué serve isto?).

Baseado na teoria da aprendizagem significativa, o trabalho oferece uma aplicacdo do
estudo de fungdes: encontrar, dentro de um intervalo, qual o valor méximo ou valor minimo
de uma funcdo.

Encontrar o ponto de m&ximo ou de minimo de uma funcéo € um problema que ocorre
frequentemente nas mais variadas areas de conhecimento.

Quanto se deve vender para que o lucro de uma empresa seja maximo? Qual € a
melhor configuracdo de uma tubulagcdo para atender a demanda com custo minimo? Qual
devem ser as dimensbGes de uma caixa para abrigar um determinado volume com custo
minimo?

Algumas ideias relacionadas a maximo e minimo sdo abordadas na primeira série do
ensino médio, ao se trabalhar com fungdes quadraticas. Porém, a proposta aqui € abranger um
namero maior de funcdes e usando apenas 0s conceitos vistos no primeiro ano do ensino
medio.
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Assim, para trabalhar com os novos conceitos, que serdo desenvolvidos neste trabalho,
é necessério ter algum conhecimento relevante sobre fungdes. Tais conceitos irdo servir de
base (serdo os subsuncores) para a construcdo dos novos conhecimentos. Por essa razdo o
novo contetdo proposto € mais apropriado a alunos que ja tem familiaridade com funcdes,
além de uma maturidade mais desenvolvida. Portanto, tal conteddo € recomendado para
alunos do terceiro ano do ensino médio.

O trabalho além de apresentar técnicas elementares de otimizacdo, ainda pretende
implementar tais técnicas em planilhas eletronicas.

O que se pretende, com essas técnicas (iterativas), é gerar uma sequéncia numeérica que
convirja para 0 ponto de maximo ou de minimo da funcdo. Na verdade duas sequéncias
numéricas: um limitante inferior e um superior.

Tal método € antigo e encontra-se referéncia até antes da era Cristd com os gregos. O
método de exaustdo era utilizado para determinar &reas, volumes e comprimentos de arcos. A

base deste método é descrita pela proposi¢éo:

Se de uma grandeza qualquer se subtrai uma parte ndo menor que sua metade, do
restante subtrai-se também uma parte ndo menor que sua metade, e assim por diante,
se chegara por fim a uma grandeza menor que qualquer outra predeterminada da
mesma espécie. (EVES, 2011, p. 175).

Uma brincadeira muito conhecida relembra esse procedimento: a de descobrir o preco
de um produto (ou a altura de uma pessoa ou uma medida qualquer). Pergunta-se o preco de
um determinado produto e de acordo com a resposta 0 questionador ira dizer se o valor é
maior ou menor. Tem-se, entdo, uma sequéncia numeérica inferior e outra superior cada vez
mais estreita de forma a convergir para o valor desejado.

Finalmente, o trabalho também se justifica pela dificuldade em encontrar textos dessa
natureza, e com os detalhes fornecidos, em lingua portuguesa.

Com relagéo a estrutura, o presente trabalho é dividido, com excec¢éo desta introducéo,
em quatro capitulos e um apéndice. O segundo capitulo apresenta as defini¢cGes basicas usadas
durante o texto e que fundamental o trabalho todo. O conceito de funcéo é fundamental, pois
0 texto trabalha essencialmente com valores de funcGes, mostrando aplicagdes na resolucgéo de
problemas de otimizagdo. As sequéncias sdo definidas, pois o que se faz ao longo do trabalho
é encontrar, sucessivamente, intervalos, que contém o ponto 6timo, de comprimentos cada vez
menores gerando assim duas sequéncias, inferior e superior, que convergem para 0 ponto

procurado.
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No terceiro capitulo, além de se apresentar os conceitos bésicos, sdo apresentadas
algumas técnicas elementares de otimizacdo de fung¢fes unimodais. As primeiras técnicas sao
apresentadas como processo de construcdo para se obter as duas principais, quais sejam:
Método de Fibonacci e Método da Secdo Aurea. Assim, no quarto capitulo serdo utilizados os
métodos mostrados no capitulo anterior para a resolucdo de problemas elementares de
otimizagao.

No ultimo capitulo sdo feitas as consideraces finais.

Finalmente, no apéndice sdo apresentados dois softwares basicos e bastante

conhecidos que podem ser usados para resolver problemas de otimizacao.
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2. DEFINICOES BASICAS

A seguir, sdo apresentadas algumas definicGes e teoremas basicos que serdo utilizados
na sequéncia do trabalho. As demonstracdes dos teoremas bésicos serdo omitidas, podendo
ser encontradas em Lima (2008) e Stewart (2009).

Definicdo 2.1. (LIMA, 2013)

Dados os conjuntos X e Y, uma funcéo f: X — Y é uma regra (ou conjunto de instrucdes) que
diz como associar a cada elemento x € X um elemento y = f(x) € Y. O conjunto X chama-
se dominio e Y é o contradominio da funcdo f. Para cada x € X, o elemento f(x) € Y
chama-se a imagem de x pela fungéo f, ou o valor assumido pela fungéo f no ponto x € X.

Neste trabalho o dominio da funcgéo é indicado por Ds.

Definigdo 2.2. (LIMA, 2013)
Uma funcdo f: X - R que tem como dominio um subconjunto X < R e cujos valores f(x),
para todo x € X, sdo numeros reais € denominada funcao real de variavel real.

Por uma questdo de simplificacdo, uma funcédo real de variavel real é tratada apenas
como funcdo real. Além disto, no presente trabalho, sdo abordadas apenas funcdes reais de

uma variavel por ser o tipo mais comum encontrado no ensino médio.

Definigdo 2.3. (LIMA, 2008)

Uma sequéncia ( (xy, Xz, -, Xp, .. ) OU (x5) . ) de ndmeros reais € uma fungdo x:N — R,

gue associa a cada namero natural n um numero real x, , chamado o enésimo termo da

sequencia.

Definicdo 2.4. (LIMA, 2008)
Uma sequéncia (x,,) diz-se limitada superiormente (respectivamente inferiormente) quando
existe ¢ € R tal que x,, < c (respectivamente, x, = c) para todo n € N . Diz-se que a

sequéncia (x,) é limitada quando ela ¢é limitada superiormente e inferiormente. Isto equivale

a dizer que existe k > 0 tal que |x,| < k paratodon eN.

Definigdo 2.5. (LIMA, 2008)

Diz-se que o numero real a é limite da sequéncia (x,,) quando, para todo numero real &€ > 0,
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dado arbitrariamente, pode-se obter n, €N tal que todos os termos x,, com indice n > n,
cumprem a condicéo |x, — a| < €. Escreve-se entdo a = lim x,,.

Além de a = lim x, , pode-se também escrever a = limz X, , a=1lim x, ou
ne

n—-oo

Xn = Q.

Definigdo 2.6. (LIMA, 2008)
Uma sequéncia que possui limite diz-se convergente. Caso contrario, ela se chama

divergente.

Teorema 2.1. (LIMA, 2008)

Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites distintos.

Definigdo 2.7. (LIMA, 2008)

Uma sequéncia (x,) chama-se mondtona quando se tem x,, < x,41, para todon €N ou
entdo x,, > x,,.,, para todo n € N. No primeiro caso, diz-se que (x,) é mono6tona nao
decrescente e, no segundo, que (x,) € mono6tona nao crescente. Se, mais precisamente,
tivermos x,, < x,, (respectivamente, x,, > x,,,) para todo n €N, diremos que a sequéncia

é crescente (respectivamente, decrescente).

Teorema 2.2. (LIMA, 2008)

Toda sequéncia monotona limitada é convergente.

Teorema 2.3. (Teorema do sanduiche) (LIMA, 2008)
Se limx, =limy,=a e x, <z, <y, para todo n suficientemente grande entio

limz, = a.

Definigdo 2.8. (STEWART, 2009)

Uma funcéo f € continua em ae Ds se

lim f(x) = f(a).

Definicdo 2.9. (STEWART, 2009)
Uma func¢ao f é continua em um intervalo do seu dominio se for continua em todos os pontos

do intervalo.
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Definigdo 2.10. (STEWART, 2009)

Uma funcéo f tem méximo absoluto (ou méximo global) em c se f(c) = f(x) para todo x em
D, onde D é o dominio de f. O nimero f (c) é chamado de valor maximo de f em D.
Analogamente, f tem um minimo absoluto em c se f(c) < f(x) para todo x em D, e 0 nUmero
f (c) é denominado valor minimo de f em D. Os valores maximo e minimo de f sdo chamados

valores extremos de f.

Teorema 2.4. (Teorema do Valor Intermediario ou Teorema de Bolzano-Cauchy).
(LIMA, 2008)
Seja f: [a; b] = R continua. Se f (a) < d < f(b), entdo existe pelo menos um ¢ e (a; b) tal

que f (c) =d.
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3. FUNDAMENTOS DE OTIMIZACAO
3.1. CONCEITOS INICIAIS

Os problemas de otimizacdo sdo frequentemente encontrados nas mais variadas areas

de conhecimento. Segundo Rao (2009, p. 1):

Otimizagdo é o ato de obter o melhor resultado dentro das circunstancias dadas. No
projeto, construcdo e manutencdo de qualquer sistema de engenharia, os engenheiros
precisam tomar muitas decisdes tecnoldgicas e gerenciais em vdrias fases. O
objetivo final de todas essas decisfes sera para minimizar o esforco necessario ou
para maximizar o beneficio desejado. Uma vez que o esforgo requerido ou o
beneficio desejado em qualquer situagdo pratica pode ser expresso como uma funcéo
de certas variaveis de decisdo, a otimizagdo pode ser definida como o processo de

encontrar as condic¢Ges que dao o valor madximo ou minimo de uma funcao.

As técnicas de otimizacdo que sdo discutidas a seguir tratam apenas do minimo
de uma funcdo, pois para obter o maximo (de uma funcéo f ), basta que se busque o ponto de
minimo de g, onde g € dada por g(x) = —f(x).

Por uma questdo de facilidade na escrita, usa-se a notacdo x* ao invés da notacéao

natural x,,;, para indicar o ponto de minimo.

Definicdo 3.1. A funcdo que se deseja maximizar ou minimizar da-se o nome de funcéo

objetivo.

A funcdo objetivo surge ao se efetuar a modelagem matematica de um problema.
Equivalentemente ao problema original, o que se tem € que dada uma funcdo real, f, deseja-se
determinar seu ponto de minimo sabendo que tal ponto pertence ao intervalo [a; b].

As técnicas iterativas de otimizacdo tém por finalidade produzir uma sequéncia de
nameros reais (x,), tal que seu limite seja o valor 6timo x* (no caso, o ponto de minimo da
funcdo objetivo). Na maioria das vezes tal sequéncia € infinita e assim ndo se chega ao valor
procurado. No entanto, escolhendo uma margem de erro ¢, existe um indice n, € N tal que
todos 0s termos da sequéncia com indice n > n, sdo valores aproximados de x* com erro

menor do que, ou igual a, .
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O primeiro contato que um aluno do ensino medio tem com problemas de otimizacgao

ocorre no estudo de funcgdes quadraticas. Uma funcéo quadratica € uma funcdo da forma

f: R=>Rtalque f(x) = ax?+ bx+c¢, sendoa, b, c € R (coma =0),

cujo grafico é uma parébola.

Na maioria dos problemas estudados, 0 maximo ou o minimo da funcao é o vértice da

V—( b_ A)
"\ 2a’ 4a)

No entanto, é possivel introduzir algumas técnicas numeéricas elementares (acessiveis a

parébola que é obtido por

alunos do ensino médio) de tal forma a obter, se ndo o ponto 6timo, um intervalo, de
comprimento &, tdo pequeno guanto se queira, que contenha o valor com a precisdo desejada.

Tais métodos sdo aplicados a fungdes de uma variavel que apresenta apenas um
extremo global num intervalo conhecido e finito: [a; b] (portanto, ndo somente para funcGes
quadraticas). Apesar de o intervalo final ser determinado, ndo se sabe a localizacdo exata do
ponto 6timo e por isto tal intervalo recebe o nome de intervalo de incerteza. Este intervalo
pode ser determinado a partir dos dados do problema que se deseja resolver. Em outros casos
o gréfico da funcdo podera nos fornecer essa informagdo. Ha diversos softwares que podem
ser utilizados para se gerar um grafico, como por exemplo, Winplot e Geogebra que sao
gratuitos.

As técnicas que abordadas neste trabalho usam as chamadas fungbes objetivo

unimodais.

Definicéo 3.2. (RAO, 2009)

Uma funcéo f é unimodal se

Nx1 <xz <x* =2 fx) < f(xy), e
(i)x;> x> x" = f(x) > fxy),

onde x* é o ponto de minimo.

A definigcdo de fungdo unimodal utilizada, considera apenas funcfes de uma variavel,
jaque € o tipo que sera usado no texto.

A Fig.3.1 apresenta exemplos de graficos de fun¢des unimodais.
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Figura 3.1 - Fungdes unimodais
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Fonte: Adaptado de Rao (2009).

Veja que uma funcao unimodal pode ser descontinua e/ou nao derivavel.

Serdo apresentadas a seguir, algumas técnicas elementares de otimizacdo envolvendo
funcdes unimodais. A sequéncia das técnicas apresentadas promove um processo de
construcdo das duas principais técnicas deste trabalho: o Método de Fibonacci e a Secédo

Aurea.

3.2. METODO DA BUSCA SIMULTANEA

A primeira técnica de busca a ser abordada é simplesmente calcular o valor da funcgéo
em multiplos pontos (n + 1 pontos) e reduzir o intervalo de incerteza inicial (que deve ser

conhecido) até o comprimento desejado (menor que um valor ¢ estabelecido).

Sejam | = [a; b] o intervalo que contém o ponto étimo da funcéo, L, seu comprimento
(Lo =b—a) e ¢ a precisdo desejada.

Particiona-se | em n partes, igualmente espacadas e tal que

b—a _ (3.1)

onde,

é o comprimento do intervalo final desejado.

Em seguida, calcula-se o valor da fungéo para cada um dos n + 1 pontos da particao
a,xy=a+Lsxy=a+Ls.., xp g =a+Ls b

Avaliam-se, entdo, quais os menores valores da funcdo; o intervalo inicial se reduz

entdo, ao intervalo cujos extremos sdo as abscissas correspondentes a tais valores da funcéo.
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Em geral, espera-se, dependendo da limitacdo do método, que o intervalo obtido, L, se reduza

a:

Considera-se que a funcdo € unimodal, porém, isto ndo garante que todos os valores

das funcdes sdo diferentes. Pode-se ter algum x; e x; ndo consecutivos, com
i,j €{a,xq,%xy, ..., Xn_1,b}
tais que
flx) = f(x]) < f(xr), Vxi €{a,x1,X3, ..., Xn_1,b}
e entdo
L= |xi— xj| > Ly.
Para que isto ndo ocorra basta alterar o valor de uma das extremidades para:
x;i +8 oux; —8
e avaliar novamente o valor da funcéo para tais pontos.
Se x; e x; fossem consecutivos, entdo devido ao fato da fungdo ser unimodal, entdo o

ponto de minimo pertenceria ao intervalo [x;; x;], ndo havendo necessidade do procedimento

acima.

O método de busca simultdnea € de facil implementacdo, mas no caso de planilhas
eletrénicas ele se limita ao nimero de linhas (ou colunas) da planilha. Isto pode ser um
problema dependendo da precisao requerida. Além disto, dependendo da funcdo nem sempre
o intervalo final ira conter uma aproximacdo do valor procurado. No caso da igualdade
(mencionado acima), devido a fungdo ser unimodal, o ponto de minimo estara entre tais
pontos, poréem no caso de valores diferentes (da maneira como aqui foi concebido 0 método)
ndo ha garantias de que o lado correto é aquele que contém os dois menores valores. Neste
caso, obtemos um erro maior do o estabelecido.

Para ilustrar o metodo, € apresentado em seguida um problema simples, que tambem é

utilizado em todo o trabalho para fins de verificacdo do funcionamento dos métodos.
3.2.1. O PROBLEMA DA EXCURSAO (LIMA, 2013)

Um 6nibus de 42 lugares foi fretado para uma excursdo. A companhia exigiu de cada
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passageiro R$ 80,00 mais R$ 10,00 por cada lugar vago. Para que numero de passageiros a

rentabilidade da empresa é maxima?

(i) Modelagem do problema
Seja x 0 nimero de passageiros.
Entdo o numero de lugares vagos é: 42 — x.
Portanto, cada passageiro paga: 80 + 10.(42 — x)
O valor arrecadado pela empresa, f (x), serd portanto este valor vezes o nimero de

passageiros, ou seja,
f(x) = [80 + 10.(42 —x)].x = 500x — 10x?
A funcdo receita obtida é dependente do nimero de passageiros com dominio
Dy ={0,1,2,...,42}
e contradominio R . Seu grafico, portanto, sdo pontos da parabola
y = 500x — 10x?, x € Dy.

Apesar disto, considera-se a funcdo com dominio real, e no final aplicam-se os ajustes
necessarios para corrigir qualquer distorgéo.

Assim, tem-se
f:R— R tal que f(x) = 500x — 10x2,

gue é uma funcdo quadratica com concavidade para baixo e ponto de maximo entre as raizes
x=0ex=50.

(i)  Problema equivalente

Pretende-se, entdo, minimizar a fungéo objetivo,

g: R>Rtalque g(x) = —f(x) = —500x + 10x?,
sujeitaa: x* € [0; 42] e € = 0,1.

Como citado anteriormente, pode-se encontrar o ponto de maximo simplesmente

invertendo o sinal da funcéo.

(ili)  Solucéo pelo Método das Buscas Simultaneas

Para a precisdo requerida divide-se o intervalo inicial em
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b—a
e 01
Em seguida, calcula-se o valor da fungédo para um dos 421 pontos: 0; 0,1; 0,2; ...; 42.

n= = 420 partes.

Os menores valores da funcdo séo
9(24,9) = g(25,1) = —6.249,9 e g(25) = —6.250.

O intervalo que contém o valor procurado ou € [24,9; 25] ou [25; 25,1]. Alterando o
valor 24,9 para 24,95, tem-se

g(24,95) = —6.249,975 < g(25,01).

Portanto, o intervalo final é [24,95; 25] e, portanto, x* € [24,95; 25].

Como na realidade x* € {0,1, 2, ..., 42}, entdo o valor procurado é x = 25. Assim, 0
numero de passageiros que torna a rentabilidade da empresa maxima é 25.
Veja que para x = 24 e X = 26, tem-se:
g(24) = g(26) = —6.240,

que de fato s&o valores maiores que g(25) = —6.250.

(iv)  Solucdo utilizando o software MICROSOFT EXCEL®/LIBREOFFICE
CALC

Antes de apresentar a sequéncia de “comandos” para resolver o problema em questao,
cabe uma observacéo sobre o uso das planilhas eletrénicas Microsoft EXCEL® e LibreOffice
CALC. Um dos processos mais usados em planilhas eletrdnicas como as citadas é a repeticao
de formulas.

Frequentemente é necessario repetir formulas em células adjacentes e a digitagdo pode
ser cansativa e sujeita a erros. Um modo de acelerar o processo dessa repeticdo € o comando
copiar (CTRL+C) e colar (CTRL+V). No entanto, se a quantidade de células for maior pode-
se acelerar a repeticdo através da aba de preenchimento automaético. Tal aba, representada por
um sinal de mais ("+"), aparece quando se posiciona o ponteiro do mouse no canto inferior
direito de uma célula (ou conjunto de celulas) selecionada.

Para copiar a formula de uma célula selecionada para outras adjacentes basta clicar
com o botdo esquerdo do mouse e, mantendo tal botdo pressionado, arrastar até onde se deseja
preencher. Por uma simplificacdo, € usado apenas os termos "selecionar e arrastar” para

descrever este processo.
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Como exemplo, considere que a célula C1 contém a formula

-SOMA (A1;B1)

que calcula a soma dos valores presentes nas células Al e B1. Ao selecionar C1 e arrastar até
C3, tem-se em C2 e C3 uma cdpia da férmula contida em C1. Um detalhe importante € que a
férmula copiada em C2 ndo iré se referir a soma de Al e B1, mas sim de A2 e B2; a formula
de C3 fornecerd a soma de A3 e B3 e assim por diante. Em outras palavras, quando se
seleciona e arrasta uma célula com uma férmula para a célula adjacente as referéncias passam
a ser, também, das células adjacentes. Ao se arrastar para linhas, mudam-se as linhas das
células de referéncia; ao se arrastar para colunas mudam-se as colunas de referéncia.

Para ter-se uma referéncia fixa digita-se antes e depois da letra que simboliza a célula,
um sinal de cifrdo (por exemplo sas1).

Retornando para o problema em questdo, para implementar o método da busca

simultanea segue-se 0s seguintes passos:

1) Digita-se x na célula Al e g(x) = —f(x) na célula B1 (este passo é opcional; apenas
para identificar as colunas);

2) Digita-se o valor do primeiro valor de x (zero) na célula A2 e o segundo (0,1) na célula
A3;

3) Selecionam-se as células A2 e A3 e arrasta-se o conjunto até a célula A422. E nesta dltima
célula que ir4 aparecer o ultimo valor, 42.

4) Na célula B2 digita-se

==500*A2+10*A2"2

Apos apertar a tecla "ENTER" a célula indicara o valor da funcéo para x igual ao valor da
célula A2, no caso g(0);
5) Seleciona-se e arrasta-se a célula B2 até a célula B422. Tal procedimento calcula o valor
da formula

=500*Ai—10*Ai"2
para cada i de 2 a 422. Tem-se assim, os valores da funcéo, desde g(0) até g(42).
6) Procura-se, agora, na coluna B, quais séo os menores valores da funcdo. Os menores
valores encontrados estdo nas células B251 e B253 (—6.249,9) e na célula B252 (—6.250).
7) Como os valores das células B251 e B253 séo iguais, entdo alteramos o valor da célula

A251 para 24,95 e assim a célula B251 ja atualizara o valor da funcéo para g(24,95).
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8) Observando novamente os valores, conclui-se que o valor procurado pertence ao intervalo
[24,95; 25].

A tabela abaixo ilustra parte dos resultados encontrados (a centralizagdo dos dados e

as linhas de grade sdo opcionais).

Tabela 3.1 - Resultados do problema da excursao pelo Método das Buscas Simultaneas.

A | B C

1 x gix) =-fix)

2 0 0

3 0,1 -49,9

4 0,2 -99,6

-] 0,3 -143,1

& 0.4 -198.4

7 0.5 -247.5

B 0.6 -296.4

9 0.7 =345,1
248 24,6 -6248,4
249 24,7 -6249,1
250 24,8 -5249,6
251 24,95 -5249,975
252 25 -56250
253 25,1 -5249,9
254 25,2 -6249,6
255 25,3 -6249,1
256, 254 -6248.4
199 48,7 =-149,1
00 49,8 -99,6
501 49,9 49,9
502 50 0

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A escolha desse exemplo, com funcdo quadratica, é proposital, para que se perceba
gue nem sempre é preferivel usar algum método numérico em detrimento do conteldo visto
no ensino médio. No caso é bem mais simples achar o ponto de maximo pelo vértice da

parabola:

., b 500 2t _
A The 2.(=10) passageiros

Um dos problemas do método das buscas simultaneas € que a visualizacdo da planilha
eletronica se torna mais dificil a medida que o nimero de pontos a serem avaliados aumenta.
Aqui, pode-se aplicar trés comandos (ou funcgdes) que facilitam a analise.

O primeiro trata-se da funcdo MENOR que retorna o k-ésimo menor valor de um

conjunto de dados. A funcao pode ser inserida via aba de formulas ou diretamente por
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=MENOR(matriz, k)

Por exemplo,

=MENOR(B2:B422;1),  =MENOR(B2:B422;2) e  =MENOR(B2:B422;3)

fornecem, respectivamente, os trés menores valores da coluna B. Valores repetidos sé&o
computados como se fossem diferentes. Assim, se houverem dois valores repetidos, eles serdo

indicados pela ordem como o primeiro e segundo menor ndmero.

A segunda fungdo, CORRESP, retorna a posi¢éo relativa de um item em uma matriz que
corresponde a um valor especifico em uma ordem especifica. Como toda funcéo, ela pode ser

inserida via aba de formulas ou diretamente na barra de formulas, seguindo a sintaxe:

=CORRESP(valor procurado; matriz procurada;[tipo de correspondéncial)

Por exemplo, com a férmula

=CORRESP(—6.250;B2:B422;0)

obtém-se o valor 251, que significa que o valor —6.250 esta posicionado na 2512 linha da
matriz dos dados (B2 a B422). Como os dados comecam a partir da linha 2, entdo somamos 1
para efetuar a correcdo e obtermos a linha exata. O tipo de correspondéncia (zero) significa
que a busca deve ser exata.

No caso estudado, supondo que ndo se fez nenhuma anéalise nos dados da planilha (o
que quer dizer que o0 passo 7 também ndo foi executado), € necessario descobrir quais sdo 0s
"trés menores" valores da funcdo. O motivo de ser trés e ndo dois, é que se pode ter resultados
repetidos, o que ocorre no problema em questdo. Assim, combinando as duas fungbes
(MENOR e CORRESP), digita-se, respectivamente, nas células D2, D3 e D4, as formulas:

=CORRESP (MENOR(B2:B422;1);B2:422;0)+1
=CORRESP (MENOR (B2:B422;2);B2:422;0)+1

=CORRESP (MENOR (B2:B422;3) ;B2:422;0)+1

Os resultados, 252, 251 e 253 indicam, respectivamente, em quais linhas se encontram

0s menores valores da funcdo objetivo.

E claro que se pode aprimorar ainda mais a planilha. Via de regra, a medida que se

acrescenta "inteligéncia™ as planilhas, recursos mais complexos sdo necessarios.

31




3.3. METODO DA BISSECAO E METODO DA DICOTOMIA

O método de pesquisa exaustivo é um método de pesquisa simultanea na qual todas
as experiéncias sdo conduzidas antes que qualquer julgamento seja feito em relacéo
a localizacdo do ponto 6timo. O método de pesquisa dicotdmica, bem como os
métodos de Fibonacci e da se¢do aurea discutidos nas proximas secdes, sao métodos
de busca sequenciais em que o resultado de qualquer experiéncia influencia o local
do subsequente experimento. (RAO, 2009, p. 257)

O método anterior apresenta algumas dificuldades, como o nimero excessivo de
calculos para uma precisao maior.

Pode-se, entdo, avaliar a funcdo em um nimero menor de pontos e dai efetuar uma
andlise dos resultados obtidos e chegar a uma conclusdo, ou reutilizar algum dado para se
chegar ao resultado procurado. Métodos iterativos serdo utilizados para este fim. Em tais

métodos uma sequéncia de passos, chamada iteracéo, é efetuada recursivamente.

3.3.1. METODO DA BISSECAO

Quando se procura as raizes de uma funcdo, um dos métodos mais simples que
permite obter uma aproximacdo da raiz de uma equacdo € o chamado método da bissecdo. O
método consiste em calcular o ponto médio do intervalo que contém a raiz da equacao e, em
seguida, comparar o sinal do valor dessa funcdo neste ponto com os sinais dos valores da
funcdo nas extremidades do intervalo. Com base nessa compara¢do conclui-se que a raiz esta
do lado direito ou esquerdo do ponto médio do intervalo considerado. O intervalo que contém
a raiz é reduzido, entdo, pela metade.

No caso da otimizagdo, o método de reduzir o intervalo de incerteza pela metade
também pode ser usado para determinar o ponto de minimo de uma fungdo definida em um
intervalo fechado. Porém, o método da bissecdo para otimizacdo € distinto daquele aplicado
para obtencéo de raizes de equacdes.

O caso das raizes tem como fundo o teorema do valor intermediério (teorema 2.4).
Para determinar uma raiz da fungéo, considera-se este teorema com 0 caso particular onde
d = 0. Assim, se o valor de uma fungdo passa de positivo para negativo (ou o contrario) num
intervalo fechado, tem-se neste intervalo pelo menos uma raiz da funcdo.

No caso dos problemas de otimizacdo o teorema do valor intermediario ndo ajuda a

determinar o ponto de minimo. Uma solugdo encontrada é avaliar a derivada no ponto médio
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do intervalo e considerar que além de continua a funcdo deva ser unimodal e derivavel no
ponto em questdo. Pelo sinal da derivada no ponto médio é possivel saber, entdo, se em tal
ponto a funcdo é crescente ou decrescente e decidir qual lado considerar e qual descartar.
Ainda, se a derivada for zero, conclui-se que tal ponto é o ponto procurado.

No presente trabalho, procurou-se usar apenas técnicas que envolvam operacoes
elementares tipicas do ensino médio, e, portanto, o uso de derivadas foi evitado. Apesar de tal
conteudo (derivadas) ser tipico do terceiro ano do ensino médio, sdo raras as escolas em que
tal topico é abordado.

Outra solucdo é usar, além do ponto médio x, mais dois pontos, X; € X, pontos
médios, respectivamente, dos intervalos [a; xm] € [Xm; b]. Calcula-se, entdo, o valor da funcédo
nesses trés pontos e decide-se em qual das metades estard o ponto de minimo. O critério é o
seguinte (RAO, 2009):

o Sef(x1)> f(xp)=>f(xy),entdo x* € [x,,; b];
o Sef(x1) < f(xm) < f(xp),entdo x* € [a; x,];
o Sef(xy) > fxm)efxz) > f(xn), entdo x™ € [xy; x;].

Tal técnica também é chamada de método da bissecdo. E possivel notar que a cada
iteracdo o intervalo de incerteza reduz-se pela metade.

Como o intervalo de incerteza se reduz a metade em cada iteracdo, entdo o

comprimento do intervalo de incerteza ao final da n-ésima iteracdo, L, € dado por

1

L=(5) Lo (32)

onde Lo € comprimento do intervalo de incerteza inicial.

Dado, uma precisao &, podemos determinar qual deve ser o nimero de iteragoes.
n
In<e = (3) Ly<e = n=—log, (=) (3.3)
0

3.3.1.1. ALGORITMO DO METODO DA BISSECAO

Apresenta-se a seguir, na Fig. 3.2, um fluxograma relacionado ao algoritmo para

implementacdo do método da bissecc¢éo.
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Figura 3.2 - Fluxograma do Método da Bissecéo

Dadosf,a,bee.

k=1
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n= logz _l r logz a)] +1
=(a+hb)2;
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f(x1) > (Xm) ? —> b = Xm
v SIM
NAO

f(xm) > f(x2) ?

v SIM

a=Xn

v

>
<

Imprima k, a, b

v

k=k+1

v

k=n?
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Imprima x* e [a; b]

v

Pare

A

Fonte: Elaborado pelo Autor.

3.3.1.2. EXEMPLO: O PROBLEMA DA EXCURSAO.

Como exemplo, sera novamente utilizado o problema apresentado na se¢do anterior.

Deseja-se minimizar a fungéo objetivo,
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g: R—>R,talque g(x) = —f(x) = —500x + 10x?,
sujeitaa: x* € [0; 42].

A precisao escolhidaé e = 0,1.
e SOLUCAO

Inicialmente, calcula-se o nimero de iteracfes necessarias para atingir ¢ = 0,1. Para
isto, aplica-se a desigualdade (3.3).

Tal desigualdade requer o conhecimento de L, € &.

LO = b — 4,
onde a e b séo as extremidades do intervalo de incerteza inicial: [0; 42]. Assim,
a=0 e b=42,
e portanto,
Ly =b—a=42.

Para um preciséo e = 0,01, tem-se:
n= l()g ( )—1()g <’>_871 n = 9 iteracoe
J— —_— e —_— = : frd .

Assim, 0 método da bissecdo necessita de 9 iteracGes para atingir a precisdo desejada.

A seguir sdo mostrados os calculos de cada iteracdo. O processo consiste em
determinar um intervalo cada vez mais estreito que contém o ponto de minimo procurado, até
que a precisdo desejada seja atingida.

A justificativa para tal procedimento é que as extremidades inferiores e superiores de
tais intervalos formam uma sequéncia numérica monotona, respectivamente, crescente e
decrescente. Além disto, tais sequéncias sdo limitadas e, portanto, de acordo com o teorema

2.2 séo convergentes. O limite de tais sequéncias é o ponto de minimo procurado.

e lteracdol

As extremidade do intervalo inicial da iteragéo 1, séo:

a=0 b =42
O ponto médio de tal intervalo é:
_at+b 0442
===
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O ponto médio, x,,, divide o intervalo [a; b] em dois subintervalos, [a; x,,] € [x; b],
cujos pontos médios séo, respectivamente,

at+x, 0+21
NETTTT

=10,5;

X, +b 21+42
X, = o —=———=315.

Os valores da funcéo objetivo para tais pontos séo:

g(x)) = g(10,5) = —500. 10,5 + 10. 10,52 = —4147,5;
g(x,) = g(21) = —500. 21+ 10. 212 = —6090;
g(x,) = g(31,5) = —500. 31,5+ 10. 31,52 = —5827,5.

Como,

g(x1) > g(xn) e g(xz) > g(xp),

entdo, conclui-se que:
x* € [xq;x,] =[10,5; 31,5].

e |teracao 2

As extremidades do novo intervalo de incerteza, obtido ao final da primeira iteracéo,

seré o intervalo inicial considerado na segunda iteragdo. Assim,
a=10,5; b=31,5
Com isso, 0s novos valores de x,,, x; e x, Sa0

_a+b 105+315

Xm = > = > 21.
a+x, 105421

X1 = > = > = 15,75;
Xxm+b 21+315

xZ = = = 26,25

2 2

Os valores da fungéo objetivo para tais pontos séo:

g(x,) = g(15,75) = —500. 15,75 + 10. 15,752 = —5394,375;
g(x) = g(21) = =500. 21+ 10. 212 = —6090;
g(x,) = g(26,25) = —500. 26,25 + 10. 26,252 = —6234,375.
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Como,

entdo, conclui-se que:

g(x1) > glxp) e g(xz) > glxp),

x* € [x1;x,] =[15,75; 26,25].

Observa-se que um dos pontos da iteracdo anterior (no caso x,, ) & sempre

reaproveitado na iteracdo seguinte. Assim, ndo era necessario calcular novamente x,, e

g (Xm).

¢ Resultados de todas as iteracdes

A Tab. 3.2 mostra os resultados de todas as iteragdes.

Tabela 3.2 - Resultados do problema da excurséo pelo Método da Bissecéo.

Itera(;éo a b Xm X1 X2 g(xl) g(xz) g(xm) Anovo bnovo
1 0 42 21 10,5 31,5 -4147,5 -5827,5 -6090 10,5 31,5
2 10,5 31,5 21 15,75 26,25 -5394,375 | -6234,375 -6090 21 31,5
3 21 31,5 26,25 23,625 | 28,875 |-6231,0938 | -6099,8438 | -6234,375 | 23,625 | 28,875
4 23,625 | 28,875 26,25 | 24,9375 | 27,5625 | -6249,9609 | -6184,3359 | -6234,375 | 23,625 26,25
5 23,625 26,25 | 24,9375 | 24,2813 | 25,5938 | -6244,8347 | -6246,474 | -6249,9609 | 24,2813 | 25,5938
6 24,2813 | 25,5938 | 24,9376 | 24,6095 | 25,2657 | -6248,4751 | -6249,294 | -6249,9611 | 24,6095 | 25,2657
7 24,6095 | 25,2657 | 24,9376 | 24,7736 | 25,1017 | -6249,4874 | -6249,8966 | -6249,9611 | 24,7736 | 25,1017
8 24,7736 | 25,1017 | 24,9377 | 24,8557 | 25,0197 | -6249,7918 | -6249,9961 | -6249,9612 | 24,9377 | 25,1017
9 24,9377 | 25,1017 | 25,0197 | 24,9787 | 25,0607 | -6249,9955 | -6249,9632 | -6249,9961 | 24,9787 | 25,0607

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Pelos resultados, conclui-se que:
x* € [24,9787; 25,0607].

Como x* € {0,1,2,...,42}, entdo o valor procurado é x = 25. Assim, nimero de

passageiros que torna a rentabilidade da empresa maxima e 25.

(V) Solugdo pelo método da bissecdo via MICROSOFT EXCEL® /
LIBREOFFICE CALC

As iteracOes feitas anteriormente, de modo manual, podem ser feitas automaticamente

com a ajuda de uma planilha eletronica. Tal planilha pode ser feita pelo Microsoft Excel®,

software do pacote Microsoft Office®, ou pelo Calc, software do pacote LibreOffice.

A planilha é montada da seguinte maneira:
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1) Na linha 1 (colunas de A a I) identifica-se os itens que fazem parte da tabela: k (iteracéo),
a, b, x_m, x 1,x 2,9(x_1), g(x_2) e g(x_m).

2) Nas células A2 e A3 digitam-se 0s primeiros numeros de iteracfes: 1 e 2; Em seguida
selecionam-se estas duas células e arrasta-se até a linha desejada (0 nimero de iteracdes
desejado).

3) Nas células B2 e C2 digita-se, respectivamente,

0 e 42

que sdo as extremidades iniciais do intervalo de confianga.

4) Nas células D2, E2 e F2 digita-se, respectivamente,

=(B2+C2)/2 , =(D2+B2)/2 € =(D2+C2)/2

que séo os valores de x,,, x; € x,.

5) Nas células G2, H2 e | digita-se, respectivamente,

==500*E2+10*E2"2, ==500*F2+]0*F2"2 € =-500*D2+10*D2"2

que sdo os valores da funcdo para os valores em E2, F2 e D2.

6) Selecionam-se as células D2, E2, F2, G2, H2 e 12 e arrasta-se a aba de preenchimento
automatico até a linha da iteracdo desejada. Assim, estes passos sao repetidos em todas as
iteracdes.

7) Nas células B2 e C2 digita-se o condicional que determinara qual das partes do intervalo
anterior seré considerada ([x,,; b] , [x1; x2] ou [a; xp,]).

Na célula B2:

=SE(E(G2>I2;I2>H2) ;D2;SE(E(H2>I2;G2>I2) ;E2;B2))

Na célula C2:

=SE(E(G2>I2;I2>H2);C2;SE(E(H2>I2;G2>I2);F2;D2))

8) Selecionam-se as células B2 e C2 e arrasta-se o sinal positivo, da aba de preenchimento
automatico, ate a linha posterior a da iteracéo desejada. O motivo € que na linha k+1 é que

aparece o intervalo de incerteza resultante da iteraco k.

No oitavo passo registra-se 0 novo intervalo de incerteza na proxima linha, mas a
planilha pode ser feita para mostrar o novo intervalo na mesma linha como feito na Tab. 3.2.

A Tab. 3.3 mostra o resultado dos passos descritos acima.
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Tabela 3.3 - Resultados da planilha do problema da excursdo pelo Método da Bissegdo.

A B C D E F G H 1
1 - - - - - - - - -
2 1 0 42 21 10,5 31,5 -4147,5 -3827,5 -6090
3 2 10,5 31,5 21 15,75 26,25 -3394,375 -6234,375 -6030
4 3 21 31,5 26,25 23,625 28,875 -6231,09375 | -6099,84375 -6234,375
5 4 23,625 28,875 26,25 24,9375 27,5625 -6249,960938 | -6184,335938 | -6234,375
6 5 23,625 26,25 24,9375 24,28125 25,59375 |-6244,833984 | -6246,474609 | -6249,960938
7 6 24,28125 25,59375 24,9375 24,609375 25,265625 |-6248,474121 | -6249,294434 | -6249,960938
8 7 24,609375 25,265625 24,9375 24,7734375 | 25,1015625 | -6249,486694 | -6249,896851 | -6249,960938
9 3 24,7734375 | 25,1015625 24,9375 24,85546875 | 25,01953125 | -6249,791107 | -6249,996185 | -6249,960938
10 9 24,9375 25,1015625 | 25,01953125 | 24,97851563 | 25,06054688 | -6249,9953584 | -6249,963341 | -6249,996185
11 24,97851563 | 25,06054688

Fonte: Elaborado pelo Autor.

3.3.2. METODO DA DICOTOMIA

Uma solucdo parecida com o método da bissecdo, mas que avalia a funcdo em dois

pontos, € o método da dicotomia.

No método da dicotomia escolhem-se dois pontos do interior do intervalo de incerteza

(simétricos em relacdo ao ponto médio do intervalo de incerteza): um antes do ponto médio

() e outro ap6s o ponto médio (f).

Figura 3.3 - Intervalos de incerteza.

f(B)

o)

oL
e

121512

Lyi2

Ly

Fonte: Adaptado de Chong e Zak (2013, p. 258).

A comparagdo dos valores da fungdo objetivo nos pontos « e g, aliado ao fato da

funcdo ser unimodal, permite concluir em qual regido esta o ponto 6timo.

A proposicédo seguinte é bastante interessante no que diz respeito a este fato:
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Proposi¢do 3.1. (CHONG; ZAK, 2013)
Sejam f:[a;b] = R uma fungdo unimodal com ponto de minimo x* e a e 8 dois pontos
quaisquer, com a < f, de [a; b].

(i) Se f(a) = f(B), entdo x* € [a; b];

(i)  Sef(a) < f(B),entdo x* € [a; B].

Demonstracéo.

A seguir demonstra-se a afirmacéo (i).

Suponha, por absurdo, que f(a) = f(f), mascom x* € [a; @), iSt0 €, a < x* < a.

Como a < f,entdo x* < a < B. Mas f € unimodal com um ponto de minimo, ou seja,
f é estritamente decrescente para todo x € [a; x*] e estritamente crescente para todo x €
[x*; b]. Logo, em x* < a < B a f é crescente e, portanto f(x*) < f(a) < f(B), 0 que é uma
contradicdo visto que por hipétese f(a) = f(B).

Assim, se f(a) = f(B), entdo x* € [a; b].

De maneira andloga demonstra-se (ii).

O
A cada iteracdo k (1, 2, ..., n), os valores de a e B (a) e Bx) séo calculados como
mostrado a seguir:
ax+ by 6
== —3 (34)
e
k=ak; bk+g (3.5)

onde ay e by sdo as extremidades do intervalo inicial na iteracdo k. § deve ser escolhido de
forma que o comprimento do intervalo final seja menor, ou igual, a €. Entdo § < ¢.

As expressdes (3.4) e (3.5) simplesmente informam que os pontos estdo a uma
distancia § /2, antes e depois, do ponto médio.

Quanto ao comprimento do intervalo de incerteza, pode-se observar que ao final de
cada iteracdo o intervalo de incerteza se reduz a metade do comprimento considerado no
inicio da iteracdo, adicionado a §/2. Matematicamente, se L € L, S80, respectivamente, o

comprimento do intervalo inicial e final da iteracdo k+1, entdo:
L, 6

= Z4 3.6
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Escrevendo a expressdo (3.6) em funcdo do comprimento inicial do intervalo de

incerteza (L), tem-se a seguinte sequéncia:

L_L +6
172 "2
L 1L +6_1(L0 6) 6_L0+6 6 Ly 6(1 1)
272" 272 \2 "2) 2722 22 27 22 22
L=ty 0 _ 1L (1 1) + —L°+5(1 )
37272 T 27 2\ 22 22 2 23 23

1 5§ 1( L, 1 5 Ly 1
bi=gbiat3 =5z 5 (1-5m) 43 =31 45 (1 - 53)

Como o comprimento final, L,,, deve ser menor, ou igual, a precisdo ¢, entdo:

§—2+5(1—2in)35 @3.7)
Isolando n, tem-se:
L—0+6—£Ss = L—O—£S€—5 > i(L()—6)§8—6 > 2”2L0_8.
2" 2" 2n 2n 2n E—0
Assim, 0 numero de iteracdes necessarias para atingir a precisdo desejada é dada por:
n > log, (Lgo_—;) (3.8)

3.3.2.1. ALGORITMO DO METODO DA DICOTOMIA

Apresenta-se a seguir, na Fig. 3.4, um fluxograma relacionado ao algoritmo para

implementacdo do método da Dicotomia.
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Figura 3.4 - Fluxograma do Método da Dicotomia

Dados f, a, b, & € €.

o= togs(2=2) 7 rn=[logz(if’_§)l+1
> a=(a+b-8)/2;
B=(a+b+3)2
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¢suv| l
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IA
Imprimak, a, b

v

k=k+1

v

NAO k=n?

y SIM

Imprima x* € [a; b]

v
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

O algoritmo acima mostra o intervalo de incerteza ao final de cada iteragéo.
Ao resolver manualmente um problema, € comum escrever o indice de cada iteracdo
em a, b, a e § para um melhor controle e organizagdo. J& computacionalmente, dependendo

do ambiente ou da linguagem de programacao, nao ha necessidade.
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3.3.2.2. EXEMPLO: O PROBLEMA DA EXCURSAO

Como exemplo, sera novamente utilizado o problema apresentado na secdo anterior.

Deseja-se minimizar a fungéo objetivo,
g: R—>R,talque g(x) = —f(x) = —500x + 10x?,
sujeitaa: x* € [0; 42]e ¢ = 0,1.

e SOLUCAO
Inicialmente, calcula-se o nimero de iteracfes necessarias para atingir ¢ = 0,1. Para
isto, aplica-se a desigualdade (3.8).

Tal desigualdade requer o conhecimento de Ly, € € 6.
Lo =b—a,
onde a e b séo as extremidades do intervalo de incerteza inicial: [0; 42]. Assim,
a=0 e b=42,
e portanto,
Ly=b—a=42.

A precisdo é conhecida e vale ¢ = 0,01; agora, deve-se escolher um valor para 6.
Seré usado o valor 0,01.

Substituindo L, € € § em 3.8, obtém-se

Ly—6 42 — 0,01
n = log, ( eO— 6) = log, <m> = 8,87 = n =9 iteragoes.

Assim, o método da dicotomia necessita de 9 iteragdes para atingir a precisao
desejada.

A seguir sdo mostrados os célculos de cada iteracdo.

e lteracdol
As extremidade do intervalo inicial da iteragéo 1, séo:
al=a=O,b1=b=42.

Utilizando as equacges 3.4 e 3.5, chega-se a:

a,+b,—8 0+42—001
%= 2 - 2

= 20,995;
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_a;+b;+8 0+42+0,01
1= 2 - 2

= 21,005.

Os valores da fungéo objetivo para tais pontos séo:
g(ay) = g(20,995) = —500. 20,995 + 10. 20,9952 = —6089,5998;
g(By) = g(21,005) = —500. 21,005 + 10. 21,005% = —6090,3998.
Como,
g(a1) = g(By),
entdo, pela proposicédo 3.1, conclui-se que:

e lteracédo 2
As extremidades do novo intervalo de incerteza, obtido ao final da primeira iteracéo,

sera o intervalo inicial considerado na segunda iteracdo. Assim,
az = 0(1 = 20,995 y bz = b1 = 4'2
Utilizando as equacges 3.4 e 3.5, chega-se a:

_a;+b,—8  20,995+42-0,01
B 2 B 2

a, = 31,4925

a,+b, +8 20,995+ 42+ 0,01
2 B 2

B2 = = 31,5025

Os valores da fungéo objetivo para tais pontos séo:
g(ay) = g(31,4925) = —500. 31,4925 + 10. 31,4925% = —5828,4744
9(B,) = g(31,5025) = —500. 31,5025 + 10. 31,5025% = —5827,1749
Como,
9(az) < g(Ba),
entdo, pela proposicéo 3.1, conclui-se que:

x* € [ay; B,] =[20,995; 31,5025].

¢ Resultados de todas as iteracgdes
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A tabela seguinte mostra os resultados de cada iteracdo. Nos célculos foram usados

arredondamentos com quatro casas decimais.

Tabela 3.4 - Resultados do problema da excursao pelo Método da Dicotomia.

k (Iteracao) ak b ay B« g(ay) 9(By) Ak novo By novo

1 0 42 20,995 | 21,005 | -6089,5998 | -6090,3998 | 20,995 42

2 20,995 42 31,4925 | 31,5025 | -5828,4744 | -5827,1749 | 20,995 | 31,5025
3 20,995 | 31,5025 | 26,2438 | 26,2538 | -6234,5296 | -6234,2799 | 20,995 | 26,2538
4 20,995 | 26,2538 | 23,6194 | 23,6294 | -6230,9394 | -6231,2146 | 23,6194 | 26,2538
5 23,6194 | 26,2538 | 24,9316 | 24,9416 | -6249,9532 | -6249,9659 | 24,9316 | 26,2538
6 24,9316 | 26,2538 | 25,5877 | 25,5977 | -6246,5461 | -6246,4275 | 24,9316 | 25,5977
7 24,9316 | 25,5977 | 25,2597 | 25,2697 | -6249,3256 | -6249,2726 | 24,9316 | 25,2697
8 24,9316 | 25,2697 | 25,0957 | 25,1057 | -6249,9084 | -6249,8883 | 24,9316 | 25,1057
9 24,9316 | 25,1057 | 25,0137 | 25,0237 | -6249,9981 | -6249,9944 | 24,9316 | 25,0237

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Pelos resultados, conclui-se que:

x* € [24,9316; 25,0237].

Como x* €{0,1,2,...,42}, entdo o valor procurado é x = 25. Assim, nimero de

passageiros que torna a rentabilidade da empresa méxima é 25.

e SOLUCAO VIA MICROSOFT EXCEL®/LIBREOFFICE CALC

Tabela 3.5 — Resultados da planilha do problema da excursdo pelo Método da Dicotomia.

A B C o] E F G H

1

3

4

] - - - - - - - -
& 1 0,00000000 |42,00000000 | 20,99500000 ( 2100500000 | -0089,59975000 | -0090,39975000 | 21,00500000
7 2 20,599500000 | 42 00000000 | 31,49250000(31,50250000 ( -5828,47443750 | -5827,17493750 |10,50750000
8 3 20,99500000|31,50250000| 26,24375000| 26,25375000 | -6234,53085938 | -6234,28110938 | 5,25875000
9 4 2099500000 | 26,25375000 | 23,61937500| 23,62937500( -6230,93874609 | -6231,21387109 | 2,63437500
10 5 23,61937500|26,25375000| 24,93156250| 2494156250 -6249,95316309 | -6249,96585059 | 1,32218750
11 G 24,93156250|26,25375000|25,58765625|25,59765625 | -6246,54600132 | -6246,42807007 | 0,66609375
12 7 24,93156250|25,59765625 | 25,25960938 | 25,26960938 ( -6249,32602972 | -6249 27510785 | 0,33804687
13 8 2493156250|25,26960938 | 25,09558594 | 25, 10558594 | -6249,90863329 | -6249, 88851610 | 0,17402344
14 9 24,93156250|25,10558594 | 25,01357422 | 25,02557422 | -6249,99815741 | -6249,99444256 | 0,09201172
15 24,93156250|25,02357422

A planilha é montada da seguinte maneira:
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1) Nas células A2, C2, E2 e G2 digita-se, respectivamente ¢, 6, a e b;

2) Seleciona-se as células B2, D2, F2 e H2 e em escolhe-se a cor de fundo desejada (no caso
amarela). Tal op¢do é encontrada clicando-se o botdo direito do mouse e selecionando-se a
opgao “Formatar células...” e “Preenchimento”.

Os passso 1 e 2 identificam e reservam os locais (B2, D2, F2 e H2) para os dados do

problema.

3) Na linha 5 (colunas de A a H) identifica-se os itens que fazem parte da tabela: k (iteracéo),

a_k, b_k, alpha_k, beta_k, g(alpha_Kk), g(beta_k) e erro_k (este ultimo opcional).

4) Nas células A6 e A7 digitam-se 0s primeiros numeros de iteracdes: 1 e 2; Em seguida
selecionam-se estas duas células e arrasta-se até a linha desejada (0 nimero de iteracdes

desejado).

5) Nas células B6 e C6 digita-se, respectivamente,

=F2 e =H2

que sdo as extremidades iniciais do intervalo de confianca.

6) Nas células D6 e E6 digita-se, respectivamente,

-(B6+C6-$D$2) /2 € =(B6+C6+5D52) /2

que sdo os valores de ay, e fy.

7) Nas células F6 e G6 digita-se, respectivamente,

=-500*D6+10*D6"2 € =-3500*E6+10*E6"2

gue sdo os valores da funcdo para os valores em D6 e EB6.

8) Na célula H6 digita-se a diferenca entre as extremidades final e inicial do novo intervalo

de incerteza por meio da formula:

=C7-B7

Este passo € opcional uma vez que ja se sabe no numero de iteragdes e, portanto, o
momento de parar. Tal coluna foi adicionada apenas para uma melhor visualizacdo do

Processo.

9) Selecionam-se as células D6, E6, F6, G6 e H6 e arrasta-se a aba de preenchimento

automético até a linha da iteracdo desejada. Assim, estes passos sdo repetidos em todas as
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iteracdes.

10) Nas células B7 e C7 digita-se o condicional que determinara qual das partes do intervalo
anterior sera considerada ([a4; b] ou [a; S4]).

Na célula B7:

~SE(F6<G6;B6; D6)

Na célula C7:

= SE(F6<G6,E6,C6)

11) Selecionam-se as células B7 e C7 e arrasta-se o sinal positivo, da aba de preenchimento
automatico, até a linha posterior a da iteragcdo desejada. O motivo é que na linha k+1 ¢é que
aparece o intervalo de incerteza resultante da iteragéo k.

O numero de casas decimais usado na planilha é maior do que nos calculos manuais.
Caso se deseje fixar 0 mesmo nimero de casas decimais (com arredondamento), basta utilizar
a funcdo ARRED.

=ARRED (expressdo; numero de casas decimais)

O método dicotdmico pode ser adaptado de modo a gerar variantes bem interessantes
como 0 método de Fibonacci e o da Secdo Aurea. Yuan e Sun (2006, p. 84) comentam a

respeito de tais métodos:

A ideia basica para minimizar uma funcdo unimodal dentro do intervalo [a; b] é
iterativamente reduzir o intervalo de incerteza comparando os valores da funcéo das
observacdes. Quando o comprimento do intervalo de incerteza é reduzido ao grau
desejado, o0s pontos sobre o intervalo podem ser considerados como uma
aproximagdo do minimizador. Nesta classe de métodos somente é necessario
calcular os valores das funcdes e possui diversas aplicagdes para varios tipos de

problemas.

3.4. NUMEROS DE FIBONACCI

Os nameros de Fibonacci recebem esse nome em homenagem ao matematico italiano
Leonardo de Pisa, mais conhecido por Fibonacci. Tais niUmeros aparecem no problema do
crescimento de uma populagdo de coelhos na obra Liber Abaci publicada em 1202. Uma

traducdo para lingua inglesa foi feita por Sigler (2002, p. 404):
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Um homem tinha um par de coelhos juntos em um determinado lugar fechado, e se
quer saber quantos sdo criados a partir do par em um ano, quando é da natureza
deles gerar em um Gnico més um outro par, e, no segundo més os nascidos também
gerar. Porque o par descrito no primeiro més, ira dobrar; havera dois pares em um
més. Um destes, a saber, 0 primeiro, gera outro par no segundo més, e assim ha no
segundo més 3 pares; destes em um més duas estdo gravidas, e no terceiro més 2
pares de coelhos nascem, e, portanto, hd 5 pares no monte; neste més 3 estdo
gravidas, e no quarto més ha 8 pares, dos quais 5 geram mais 5 pares; estes sdo
adicionados aos 8 pares fazendo 13 pares no quinto més; estes 5 pares que nascem
neste més ndo acasalam neste més, mas outros 8 pares sim, e, portanto, ha, no sexto
més 21 pares; para estes hd que acrescentar os 13 pares que nasceram no sétimo
més; haverd 34 pares neste més; para isso se acrescentam os 21 pares que nascem no
oitavo més; havera 55 pares neste més; aos quais se juntam os 34 pares que nascem
no nono més; havera 89 pares neste més; aos quais se juntam novamente os 55 pares
que nascem no décimo meés; haverd 144 pares neste més; aos quais se juntam
novamente os 89 pares que nascem no décimo primeiro més; havera 233 pares neste
més. Para estes ainda sdo adicionados os 144 pares que nascem no Gltimo més;
haverd 377 pares, e esta quantidade de pares sdo produzidos a partir par casal inicial
no local indicado no final de um ano.

Vocé pode realmente ver na margem como operamos, ou seja, que nds adicionamos
0 primeiro ndmero para o segundo, ou seja, a 1 com a 2, e do segundo para 0
terceiro, e o terceiro para o quarto, e do quarto para o quinto, e, assim, um ap6s 0
outro, até que acrescentou o décimo a décimo primeiro, ou seja, 0 144 ao 233, e
tivemos a soma de coelhos acima descritos, ou seja, 377, e assim vocé pode, a fim

encontra-lo para um numero qualquer de meses.

Os numeros de Fibonacci, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... sdo portanto, gerados por

F0=1, F1=1

Foyz = Fy 4+ Fpyq, VR EN U {0} (3.9)

O primeiro numero, F,, ndo aparece no texto original, mas é tradicionalmente incluido

por conveniéncia.

A resolucdo da relacdo de recorréncia (3.9) nos fornece a expressdo que calcula

diretamente todos os niimeros de Fibonacci:

Fn:\/_g

n+1

- (”f)n+1 ~L(25) L nep12.) (3.10)

48



e pode ser encontrada em Lima (1999).

3.5. METODO DE FIBONACCI

Em 1953, o estatistico e economista Jack Kiefer apresentou o artigo Sequential
minimax search for a maximum, em que apresentou 0 método de busca de Fibonacci. A ideia
basica de tal método € iterativamente reduzir o intervalo de incerteza, até um intervalo que
apresente a precisdo desejada, comparando os valores da funcdo (unimodal) em dois pontos,
como no método da dicotomia. A diferenca, porém, esta na forma de determinar os pontos.
Aqui se deseja que na proxima iteracdo um dos pontos calculados seja reaproveitado,

reduzindo assim o custo computacional.

Observa-se que nessas condicdes, a escolha dos numeros recai sobre 0s nimeros de
Fibonacci: a razéo entre os comprimentos dos intervalos de incerteza final e inicial de cada
iteracdo é igual & razdo de dois nimeros consecutivos de Fibonacci (dai 0 nome do metodo).

Antes de demonstrar tal resultado, vamos construir o método de Fibonacci de modo
diferente. Inicialmente, desconsidera-se que um dos pontos seja reaproveitado e procura-se
reduzir o intervalo de incerteza & razdo de dois numeros consecutivos de Fibonacci
(multiplicado pelo seu comprimento).

A partir dessa abordagem, pode-se concluir que um dos pontos é aproveitado na
préxima iteracdo. Logo, a construcdo a seguir, mostra que utilizando as razbes de dois
nameros consecutivos de Fibonacci (F, /Fn+1), atende a condi¢do original. O motivo da
inversdo na abordagem é por causa da naturalidade em que as férmulas surgem.

Tal método pode ser considerado uma variante do método da dicotomia, ja que
também usa dois pontos interiores do intervalo de incerteza, simétricos em relacdo a ao ponto
médio: um antes do ponto medio () e outro apds o ponto medio (), além do fato da funcéo
ser unimodal. A seguir segue a construgdo do metodo.

Sejam [a; b] o intervalo de confianga, de comprimento L, da funcdo unimodal f ; € a
precisdo desejada e F, 0 n-ésimo namero de Fibonacci (n > 2).

Inicialmente considere que n é conhecido (posteriormente sera estabelecido como
determinar n).

O método em questdo € um método iterativo que visa diminuir o comprimento do
intervalo de incerteza, reduzindo-o a razdo de dois numeros consecutivos de Fibonacci

(multiplicado pelo seu comprimento).
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Tais razdes consideradas geram a seguinte sequéncia (n termos):

< F, Foq Froa Fh—j+1 fé fi)
Fasr' Fa Fai' Py R

onde
Fnojn
F%—j+2
€ 0 j-ésimo elemento da sequéncia.

Para facilitar, a seguinte nomenclatura é usada: a, e b; sdo as extremidades e a;, e Sy
0s pontos interiores do intervalo de incerteza na iteracdo k. L, é o comprimento do novo
intervalo de incerteza ao final da iteracdo k.

Na primeira iteragdo, as extremidades do intervalo considerado s&o:

a,=aeb;=b
e assim,
Lo =b —a=Db; — aj.
Deseja-se obter ao final da primeira iteragdo um intervalo de incerteza de

comprimento L, tal que

e que contenha o ponto de minimo.

Elimina-se, portanto, do intervalo inicial o intervalo I, = L, — L;. Assim,

Lo— L= L il L—(1 F”)L— L
0 1= Lo Fn+1.0_ Fn+1-o—P1- 0
onde
E,
pr=1-
! Frya

Se I; iniciar em a;, entdo apoOs a exclusdo de I;, o intervalo restante iniciara na
extremidade superior de I; até b,. Se I; terminar em b,, entdo ap6s a exclusdo de I;, o
intervalo restante, de comprimento L,, iniciara em a, e terminara na extremidade inferior de
L.

Dai, o0 motivo de se fazer:

ay =a; + pi.Lo

B1 = Dby — p1.Lo.
Obtém-se assim 0s pontos a4, f; € (a;; by). Agora a situacdo é semelhante ao método
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da dicotomia. Calcula-se f(a;) e f(B1) e como a fungdo é unimodal e o ponto de minimo, x*,

pertence ao intervalo [a;; b;], entdo pela proposi¢édo 3.1, tem-se:
flay) = f(B1) = x" € [ay;bq];
fla) < f(B1) = x" € [ag; fyl.

Considere, sem perda de generalidade, que f(a;) = f(B;). Entdo o novo intervalo de

incerteza passa a ser [a4; b;]. Observa-se que o comprimento do novo intervalo é

Li=b;—a;=b;—(@; +p1.Lg) =(by —a;) —p1.Lo=Lo—p1.Lo = (1 — p1). Lo =
FTL

L
Fn+1 0

que é o resultado desejado. A Fig. 3.5 ilustra o que foi feito nessa iteracdo. A parte marcada
com “X” ¢ a parte excluida e a que estd em vermelho ¢ o intervalo resultante ao final desta
iteragéo.

Figura 3.5 - Método de busca de Fibonacci - Iteragéo 1.

f(al )0

f(B)

a1 a :j’] b]

P, dShn i . G, dish 'SR oSHR " dhh. S S0 8
L s s o e it o

|t
L] il

ry
¥

Lo

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na segunda iteracdo, tem-se:

az=aleb2=b1

e assim,
Ll = b2 - az.
Deseja-se obter ao final da segunda iteragcdo um intervalo de incerteza de comprimento
L,, tal que
Fnq
L, = L

e que contenha o ponto de minimo. Elimina-se, portanto, do intervalo considerado o intervalo
12 = Ll - Lz. ASSim,
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onde
Fn—l
E, '

Se I, iniciar em a,, entdo apds a exclusdo de I,, o intervalo restante iniciard na

p2=1-

extremidade superior de I, até b,. Se I, terminar em b,, entdo apds a exclusdo de I,, 0
intervalo restante, de comprimento L,, iniciara em a, e terminard em na extremidade inferior
de I,.

Devido a tal fato, faz-se:

a; =az+ pa.Ly

B2 =by — pz.L;.

Obtém-se, assim, 0s pontos a,, B, € (ay; b,). Calcula-se f(a,) e f(B,) e aplica-se a
proposicdo 3.1. Considerando, sem perda de generalidade, que f(a;) = f(B,). Entdo 0 novo
intervalo de incerteza passa a ser [a;; b, ].

Veja que o comprimento do novo intervalo €

Ly=b;— a; =by —(az+ pa.Ly) = (b —az) —pa. Ly =Ly —pp. Ly = (1 — p2). Ly =
Fn—l
Fy

Lo

que € o resultado desejado.
A Fig. 3.6 ilustra o que foi feito nessa iteragdo. A parte marcada com “X” ¢ a parte

excluida e a que estd em vermelho é o intervalo resultante ao final desta iteracéo.

Figura 3.6 - Método de busca de Fibonacci - Iteracéo 2.

flao)
O - A
f(B2)
3 — oy Vo = ';1 '52 b? — bl
IR - .
[y
. Ll
Fn_
Ly = j;:\.-l Ly
[ I g
1

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Na j-ésima iteracdo, tem-se:

a =aj_1eby =Dbj_; ou aj = aji_1eb; =4
e dai
Li_y =b;— a;.
Deseja-se obter ao final da j-ésima iteragcdo um intervalo de incerteza de comprimento
L; tal que
Lj — Fn—j+1 -Lj—1
Pﬁ—j+2

e que contenha o ponto de minimo. Elimina-se, portanto, do intervalo considerado o intervalo

I

; = Lj_; — L;. Assim,

Fn—j+1 Fn—j+1
Lj_1 — L] = Lj_1 — F— 'Lj—l =1(1- ' 'Lj—l = pj'Lj—ll
n—j+2 n—j+2
onde
F .
pj=1— (3.11)

Fn—j+2
Se I; iniciar em a;, entdo apos a exclusdo de I;, o intervalo restante iniciara na
extremidade superior de I; até b;. Se I; terminar em b;, entdo apos a excluséo de I;, o intervalo
restante, de comprimento L;, iniciara em a; e terminara na extremidade inferior de I;.

Dai, o motivo de se fazer:

Obtém-se, assim, os pontos a;, B; € (aj; b;). Calcula-se f(a;) e f(B;) e aplica-se a
proposicdo 3.1. Considerando, sem perda de generalidade, que f(a;) < f(B;) (0 caso

contrario é analogo). Entdo o novo intervalo de incerteza passa a ser [a;; B;].

O comprimento do novo intervalo é
Lj=Bj—a;=(bj—pjLi-1) —a; = (bj—a;) = pj. Lj-s = iy = pj.Ljg =

Foiie
n—j+2
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que é o resultado desejado.

Figura 3.7 - Método de busca de Fibonacci - lteracgao j.

J(5;)
®

f(a’j)

-l |
= |

Fonte: Elaborado pelo Autor.

O processo termina quando a razdo entre os dois nimeros de Fibonacci for 0,5

F L ~
(F— = 0,5), 0 que ocorre na n-ésima iteragao.
2

Proposicao 3.2. B (k = 2,3, ...,n), pode, também, ser calculado por:
Br =ax+ (1 — px).Lg-1 (3.15)

Demonstragéo.

De (3.13), sabemos que

Br = bk — pr-Ly-1.
Como,
Ly_1 = by —ay,

entdo,

Br = bx — pr. (b —ay) =by — pr.bi + pr.ay =
=1 = p)-br+ preag = (1 —pr)-br + pr.ag —ag +ag =
= (1= pr)-br — (L = pp).ag + ap = ax + (1 — pg). (b —ax) =
=ag + (1 — pg)- L1
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Ao final da Gltima iteracdo (n-ésima iteragdo), o método de Fibonacci reduz o
intervalo de confianga final a:

L, = .Ly. (3.16)
De fato, como
E
Ly = (1 =p1)-Lo =7Lo;

Fn—l
Fy

L, = (1 —py).L; = Ly

Fn_ji1
L= (1 =p))Ljms =5 Ljx;
n—j+2

F
Lyy = (1 —pp1).Lns :F_-Ln—z;
3

F
Ly = (1 —pp)-Lpa :F_-Ln—l-
2

substituindo recursivamente L; (k =n-1, n-2, ..., 1) por suas expressoes, tem-se:

L, = (1-p). Ly = (1-p). (A -pp_1). Ly =+=
=1 —p)- A —pp-1)e (L —pj)e .(T —p2)- (1 —p1).Lo (3.17)
ou

L, = (1 _pn)-Ln—l = (1 _pn)- (1 _pn—l)-Ln—Z = .7
= 0 =p)- A =pp-t)ee (T =p)ev (L =p2). (1 = p1). Lo =
B Fhq Fn—j+1 F, Fy
Fn+1 . Fn DR Fn—j+2 DR F3 . FZ . 0-

Simplificando tem-se:

L, = ! Ly = 1 L
" Fn+1. 0 Fn+1. o

Trata-se agora do valor de n. Na resolugéo dos problemas de otimizagéo, a preciséo ¢ e
0s extremos a e b sdo conhecidos (tem-se, entdo, L,) e 0 que se deseja € uma aproximacao
para o ponto de minimo. No caso, um intervalo de incerteza de comprimento menor ou igual a
g,0U seja:

L,<c¢
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entdo,

L
Ly<e & Fo > ?0 (3.18)

Fn41
Logo, n é o menor nimero natural que satisfaz (3.18).

Uma desvantagem do método de Fibonacci € que, como se necessita de conhecer n
para efetuar as iteracOes, entdo é necessario efetuar uma busca entre 0s numeros de Fibonacci
até encontrar o primeiro que satisfaz a desigualdade (3.18).

Além, disso, na Ultima iteracdo tem-se outro problema, decorrente do seguinte fato

O que ocorre € que

1 a,+b
an = ap + Pn-(bn—an):an+§.(bn—an): "2 n

e
1 a,+b
Bn:bn_pn-(bn_an)=bn—§.(bn—an)= nZ n

isto &, temos «a,, igual a ,,. Isto ndo nos permite comparar a funcdo objetivo em dois pontos
distintos.

Para resolver tal problema, Chong e Zak (2013), propGem usar (p, —h), com h
pequeno, no lugar de p,, nas formulas de a,, € B,,.

Dai, tem-se, na n-ésima iteracao:

a, = ap+ (pp,—h).(by—a,) =a, + (% - h) .(b, —a,) (3.19)

B. = b, — (p, —h).(b, —a,) = b, — (% - h) (b, — ay,). (3.20)

Tal artificio faz com que os dois pontos sejam distintos. No entanto, o autor nao
explica o que entende por pequeno. Uma sugestdo é fazer h < £/2, que atende inclusive os
casos de igualdade de funcdo.

Com isto, (3.17) e (3.18) sdo modificados. A reducdo proporcionada pela Gltima

iteracdo passa a ser

1-(p h)=1 ! + h= (1 2 )
( n ) 2 2
e assim,
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E, F,_4 Fr_js1 F, (14 2h 1+ 2h
Fn+1 Fn Fn—j+2 F3 2 Fn+1
1+ 2h 21
L, = .(a—Db). (3:21)
Fn+1
Isolando F,, 4, finalmente obtem-se:
(1—2h).(a—b) (3.22)

Fpiq 2

&
Tal procedimento ndo altera significativamente a busca dos numeros de Fibonacci. A
finalidade é somente tornar a,, e 8, diferentes. Voltando ao calculo das abscissas a; € B,

observa-se que

Pre-le-r & (1—=pg)Lx
sd0 0 acréscimo que se da a abscissa x = a para encontrar, respectivamente, a; ou 8, em

cada iteracdo. Sabe-se que o ponto médio divide o intervalo dado em dois subintervalos
~ 1 . .
menores. Entdo se 0 < p; < 5 tem-se ay e B em subintervalos diferentes.

pr > 0 decorre do fato de que

(1= pr)-Ly-1 < Lp—
isto ¢, o comprimento do intervalo ao final de uma iteracdo deve ser menor do que o do

inicial. Ja p;, < %é garatindo pela seguinte proposicao.

Proposicéo 3.3.

N[ =

>=, Vje{2..n. (3.23)

s
Fi1
Demonstracéo.

Para mostrar tal fato, observe inicialmente que

a+b 1
>_
a+2b 2
ondea,b > 0.
De fato,
a+b 1_2a+2b—a—2b_ a
a+2b 2 2(a+2b)  2(a+2b)

como a, b > 0, segue que
a+b 1 a a+b 1 a+b 1

=—F=>0 = >0 =
a+2b 2 2(a+2b) a+2b 2 a+2b 2
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Agora, fazendo

a = F;_, e b = F;_; (deve-se lembrar que os nimeros de Fibonacci séo positivos),

tem-se:

Fip+F
Fi_o+ 2F4

b2+ F
Fjz+ Fj1+ F

1 1
>- > > =
2 2
Mas, da lei de formacdo dos nimeros de Fibonacci
Fio+FE 1=Fy e EE+Fg=Fy

entdo,

|s.1
[\

v
N| =
U
\Y
N —
U
N
+
(=Y

O resultado anterior também vale para j = 1, pois

FR_R_1_1
Fiya, F, 272
Proposicéo 3.4.
1< i <2 Vje {2
> =3 j€ {2,..,n}

Demonstracio. ]

A desigualdade da esquerda ja foi provada. Sera tratada agora, a parte da direita.

Da lei de formagdo dos nimeros de Fibonacci, tem-se que:

Fjy1 =F_1 + F,
logo:
F__F 1
F}+1 F}'—1+F} Fj_l—i—l
Fy
Mas,
F_, 1 Fi_ 3
il o5 Iligss
F 2 F; 2
assim,
F; 1 2
= < —
F; Fi_4 -3
jv1 I
F +1

N| =

(3.24)



O resultado anterior também é valido para j =1, pois

R _1_2
Fi.a F, 273
Corolério 3.1.
pk<3 VK€ {1,2,..,n—1}. (3.25)
Demonstracéo.
Basta lembrar que
F,_ 1 F,_ 2
pk=1—n—kJr1 e —< k2
Pﬁ—k+2 2 Fﬁ—k+2 3

O
Logo, no método de Fibonacci, com exce¢do da ultima iteracdo, tem-se 0 < p;, < % 0

que significa que de fato, a e 8 estdo em subintervalos diferentes.

O método de Fibonacci produz um resultado interessante: no final de cada iteragdo o
novo intervalo de incerteza ira conter um dos dois pontos calculados, a; ou S, de modo que
um deles seja reutilizado. Com isto, ndo é necessario calcular dois pontos do intervalo, mas
apenas um. Pode-se aproveitar 0 outro ponto na iteracdo seguinte, como serd demonstrado a

sequir.
Proposicao 3.5. Se x* € [ay; by], entdo a,.; = By (paratodok €{1, 2, ..., n—1}).
Proposicdo 3.6. Se x* € [ay; Bil, entdo Br+1 = a; (paratodok €{1, 2, ..., n—1}).

A demonstracédo das proposigdes acima necessita de um resultado auxiliar.

Lema 3.1.
Pk
Pre1=1— , Vke{l,2,..,n—1}, (3.26)
1—px
onde
F,_
pp =1 — 2L (3.27)
Fh—k+2

Demonstracéo:

Como
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1— Fn—k+1 Fn—k+2 _ Fn—k+1
1— Pk =1-— Fn—k+2 =1— Fn—k+2 — 1_Fn—k+2_Fn—k+1
1-— Pk 1— (1 _ Fn—k+1) Fn—k+1 Fn—k+1
Fn—k+2 Fn—k+2
e,
Fo_x+ Foki1 = Fokez @ Fnge1— Froge2 = Fnok
entao,
1— Pk _1_ Fo_ks2 — Fnks1 —1— Fo_k =p
1= px Fr—k+1 Foger 1
[
Corolario 3.2.
Pr+1-L—p)=1-2p,, Vke{1,2,..,n—1}, (3.28)
onde
Fn—k+1
pr=1-
k Fn—k+2
Demonstracéo:
1-2p  1—px—pg Pk
(1 - =1-2 S = = =1-
Pr+1- (1 — py) Pk Pr+1 1— pp 1—pe 1— pp

A (ltima igualdade é possivel devido ao fato de que 1 — p,, € diferente de zero.

Com tais resultados provam-se as proposicbes 3.5 e 3.6. Abaixo, segue

demonstracdo da proposicao 3.5.
As extremidades do intervalo de confianca na iteragdo k+1 séo

Ag41 = Ak, bry1 = by

Logo, o comprimento de tal intervalo é:

Ly = by — g

Pela expressdo 3.12, tem-se:

A+1 = Ags1 T Pr+1- P41 — Akr1) = A + Prsr. (b — ag)

Como

ay = ag + pg. (b — ag),
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entéo
a1 = [ag + pr. (b — @] + pr1. [bx — ax + px. (bx —a)] =
=ag + px. (b — aw) + prs1- [(bx — aw) + pr. (b — ap)] =
=ag + pr- (b — aw) + prs1- (1 — pr). (b — ap).

Mas, do corolério 3.2, sabe-se que:

Pr+1-(L—p) = 1= 2p;.
Assim,
A1 = Ak + P (b - ax) + (1= 2pg). (by - ap) =
= ag tpr.(by — ap)+ (b — ax) — 2pr.(bxy — ax) = by — p. (bx — a).

Da expressao 3.13,

Bi = br — pk- (b — ag)

segue que

Ak+1 = Pr-
De modo analogo prova-se a proposicéo 3.6.

[]

Portanto, a escolha dos numeros de Fibonacci diminuem os céalculos em cada iteracéo.

Tal propriedade ndo é exclusiva do método de Fibonacci. O método da Secdo Aurea,
visto adiante, também possui a propriedade de reaproveitamento de um dos pontos internos,
do intervalo de incerteza, calculados.

Porém, o método com essa caracteristica e que minimiza o intervalo de incerteza é o

método de Fibonacci. Para demonstrar este fato, sdo necessarios alguns resultados auxiliares.

Considere aj e By, como no método da dicotomia, pontos do intervalo (a,; by) de
comprimento L simétricos em relagdo ao ponto médio e p,. L a distancia entre a extremidade

ay € ay, (ou a distancia entre by, e 0 ponto ;) dentro do intervalo [a; b].

Lema 3.2. Se em cada iteragdo do “método da dicotomia” deseja-se que um dos pontos, a;

ou Sy, seja reaproveitado na iteragdo seguinte, ou seja,
Ap+1 = B OU Bri1 = i,

entao tais pontos estéo sujeitos a condi¢ao
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IA
N =

, com 0< pg (3.29)

Demonstracéo:

No método da dicotomia 0s pontos ay, e 8 se posicionam, um antes do ponto meédio e
outro depois, entdo:

h

Pk-L S_,

N

ou seja,

N[ =

Pk =
Deseja-se reduzir o intervalo de incerteza, entdo

1—p,<1= p.>0.

Isto significa que se reduzir o intervalo entdo os pontos devem ser interiores ao
intervalo. Assim,

0< px <

N| =

Ainda, se quer que a cada etapa 0 ponto pertencente ao novo intervalo de incerteza
seja reaproveitado como mostrado na figura abaixo.

Figura 3.8 - Reducéo do intervalo com a;..; = By.

L L .
| |
| | | |
: Rl : RL
| I | i Iteracdo k
| | | |
A oy .ﬁk by,
e+l “Lkt1  Pr+1 bies1
i i ' i
l l i Iteragdo k+1
Ll
| ] L' | |
L R !

Fonte: Adaptado de Chong e Zak (2013, p. 109).

Sem perda de generalidade, suponha que a;,; = S%. L0ogo, a distancia entre ay, e S,
que é

62



sera igual a distancia entre ay,; € @y, que €

Pr+1- L'
sendo L’ o comprimento do novo intervalo de incerteza. Mas,
L' =L—p,.L.
Assim,

1—2p;
(1—=2p).L = prs1-L' = prar- (L = pr- L) = prar- (L= pp). L = pyyq = 10,

= Pr+1 = 1 — P .

1= px

Como ja mencionado anteriormente, ao final de cada iteracdo, elimina-se do intervalo
de incerteza um intervalo de comprimento p;, entdo, ao final do processo todo o intervalo se
reduz a

(1—=p1)-(T=p2)..... (1 = pn)- Lo.

Agora 0 que se deseja € determinar os valores de p, (k =1,2,...,n) que tém a
propriedade de
minimizar’

(I—=p1)-(T=p2)..... (1= pn)-Lo
sujeito as condicdes

par =1 ==L k=12.,n-1

1 - px

OSka y k=1,2,...,1’l.

N =

Que é 0 mesmo que dizer que se procura a melhor opcédo para a escolha de dois pontos
do interior do intervalo de incerteza, simétricos em relagdo ao ponto médio, de tal forma que
na iteragdo seguinte reaproveitemos um dos valores calculados.

Para facilitar os célculos que seguem, faz-se 1 — p;, = 7. Entdo

_ 1—17,_ T — 1
P =gl e T

P = 1-
“ 1= pr-1 Tk-1 Tk-1

2 Problema da minimizagdo do intervalo de incerteza sujeita as condi¢des dadas. Adaptado de Chong e Zak (2013).
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= no=—-1 k=12.,n-1
k-1

Como o intervalo se reduz, em cada etapa, a 1 — py, entdo apos n etapas tem-se

(1—=p)-A=p2).. .(L=pp).Lo

ou
T1.79. o . Ty Lo-
Observe que
1 1
OSPRSE <:>ESTkS1’ k=12 ..,n
De fato.
0<pk @—kaO‘{:) 1—ka1<:>rkS1
e
< 1 > 1 1 > 1 > 1
- & - —-—— o 1- - o -
Pk—z Pr = ) Pk—2 Tk—z
Entdo o problema de minimizacao anterior pode ser reescrito como sendo o de
minimizar
T1.72. o Ty Ly
sujeito as condicdes
T =—— 1 k=12 ..,.n—1

Lema 3.3. (CHONG; ZAK, 2013, p. 113)

Parak >2 (ke N),
_ Fep = F1my
e = Fy_z — Fepomy’ (3:30)

onde (1) € uma sequéncia que satisfaz

1
T == 1, k=123..n-1 (3.31)

Demonstracéo.

Prova-se por inducéo sobre k.
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Seja

Fyz = Fr_1.my
Fy3 — Fy2.my

P(k) Ty = —

Para k = 2, temos

F,y —F 1 -FK+Fn -1+1n 1-nn 1 1
- = = = =——=—1=r,.
F2_3 - Fz_z.rl F—l - Fo.rl 0 - 1.7‘1 T1 7‘1 2

Assim P(2) é verdadeira.

Supondo que P(k) seja verdadeira para algum k € N (k = 2), deseja-se provar que

P(k+1) também é verdadeira, isto é, que

Fae+1y-2 = Fresn-1:11

The+1 = — :
¥ Fae+1)-3 = Fresy-2211

Para tal, deve-se observar que pela hipétese da inducéo,

Fyp = Fro1my

Ty = — .
Fy-3 — Fy_2.1y

Substituindo, entéo, 1, na expressao de 7,1, tem-se:

- _ i 1= 1 _ _ _Fk—3 + Fk_z.rl _ _
T _Fxp-Fy 11y Frz- Fe1.m
Fy3- Fr2.m

_ —Fe 3+ Fyp.my —Frp + Fro1my _ —(Fx—3 + Fx—2) + (Fx—2+Fr—1).11

Fy2 = Fr_1.1y Fy2 = Fr-1.m1
Da lei de formacéo dos nimeros de Fibonacci, sabe-se que
Fy3+Fe2=F-1 e F+tFe1 =F.
Logo,

—Feit Fern . Faen-2 = Fean-1:1

Tk+1 =

Feez = Feciti Faerny-s — Faern—2-71
Como P(2) é verdadeira e
P(k) = P(k+ 1), (k= 2)

entdo segue do Principio de Indugéo Finita que afirmacgéo dada é verdadeira.
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Lema 3.4. (CHONG; ZAK, 2013, p. 113)
Parak > 2 (k€ N),
(=¥ (Fx—p = Fg—1.11) > 0. (3.32)

Demonstracéo.

A prova é feita por inducéao sobre k.
Seja
P(K): (—=1)*(Fy_y — Fy_1.11) > 0.
Para k = 2, tem-se:
(—1D?(Fpep = Fopm) = Fg—Fr.ry =1—ry.

Mas, 1,15, ..., Satisfaz

! 1
T =—-
kel =
1
eFkZE.
Entdo,
> 1 1>1 ! >3 <2
=>= © rp=—n-— - —>=- © 1 1<-,
k= K ey 2 s 2 k=1 =173
e portanto,
1—T1>0

Assim, P(2) é verdadeira.
Supondo que P(k) seja verdadeira para algum k € N (k > 2) deseja-se provar que
P(k+1) também é verdadeira, isto €, que
(=D***(Fes1)-2 — Faean)-1.11) > 0.

Para tal, deve-se observar que:

(_1)k+1(F(k+1)—2 - F(k+1)—1-7”1) = (_1)k+1(Fk—1 — Fe.my) =

T,
= X (D) (Fy — Fi.1y).
Tk+1
Do lema 3.3,
. Fyoqy — Fe.my
frt Fy_p — Feoqmy

Substituindo o denominador por tal resultado, tem-se:

Tk+1
(—1)k+1- Fre s i Feo1y (Fr—q = Fie.1y) = Ty1. (_1)k- (Fx—2 = Fx_1.71)

Fyz- Fe1.m
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Mas, ry,; > 0 e pela hipdtese de indugéo
(=¥ (Fe—g = Fr—q.11) > 0,
entéo
(=1***(Fges1)-2 = Fieany-1.11) > 0.
Como P(2) é verdadeira e
P(k) = P(k+ 1), (k=2)

entdo segue do Principio de Inducéo Finita que afirmacéo dada é verdadeira.

Lema 3.5. (CHONG,; ZAK, 2013, p. 114)
Parak > 2 (k € N),

F,
(—D)k+l oy > (—1)kH
Fta

Demonstracéo.
Como

N |-

Srkﬁl,

e dolema3.3

Fk—l - Fk' r

Tk+1 = — )
Fy—2 = Fy_1.1y

entdo, tem-se;

Fye-1 — Fe.my 1 _ (=" Fe_y = Feny <1
Fe2 - Fpq.m (—DFFep = Fogomy

Tk41 = —

=  (“DMY(Feoq — Fery) < (“D*(Feoy = Fio1.11)

= (“D**"'F i~ Fer < (D*F, = (D Fe_y.my

= (_1)k+1Fk—1 - (—1)ka—2 < _(_1)ka—1-7”1 + (_1)k+1Fk-7"1

= (=D (Feoy + Feoz) < DR (Feoqy + Fo). 1y
Mas, da lei de formac&o dos nimeros de Fibonacci,
Fee1 + Feza =F, € Fyq+ Fe = Fiyq.

Dai, tem-se:

(3.33)

(D (Feoq + Frp) S (CD* Y (Fey + F)orp = (CD**F < (-D**'Fpymy

F
= (=Dt > (—1)k+1.F—k.
k+1
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Lema 3.6.
Parak > 2 (k € N),
Fi—z. Fisr = Fy—1. Fe = (=1 (3.34)
Demonstracgéo.
A demonstracdo é feita por inducdo sobre k.
Seja
P(K): Fi_p.Fis1 — Fie1. F = (=1,

Para k = 2, tem-se

Fz_z.F2+1 - F2_1.F2 = Fo.F3 - Fl'FZ == 1 . 3 - 1 . 2 = 1 = (_1)2
Assim P(2) é verdadeira.

Supondo que P(k) seja verdadeira para algum k € N (k > 2) deseja-se provar que
P(k+1) também é verdadeira, isto é, que

Faerny-2- Foesry+1 = Fiern-1- Faeany = (=D

Para tal, desenvolve-se o primeiro membro da igualdade acima até obter-se o resultado
do segundo membro.

Faer1)-2- Fe+r+1 = Fiern-1- Ferr) = Fre-1- Fier2 — Fiee Ftae
Da lei de formacéo dos nimeros de Fibonacci, tem-se que
Fyoq = Fye3+ Fez € Fry2 = Fie + Fraa
Substituindo este resultado no segundo membro da igualdade anterior, tem-se:
Foer)—2- Fkr1)+1 — Faes)-1- Fierr) = (Fie—z + Fr—2). (F + Fry1) — Fo Fryq =
= (Fy—3 + Fx—2)- Fie + (Fi—z + Fi—2)- Fiey1r — Fi- Fieyq =
= (F—z + F—2). Fie + (Fi—g + Fie—p — Fi)- Freyq =
= Fy_1-Fi + (Fy—1 — F)- Fip1 = Fy_1- Fi + Fy_. Frey1 = —(Fie—z- Fp1 — Fe—1- Fo).
Da hipotese de inducéo:
Fi-2-Fir1 = Fi1- Fe = (=1D".
Logo,
F(k+1)—2-F(k+1)+1 - F(k+1)—1-F(k+1) = _(Fk—z-Fk+1 - Fk—l-Fk) = _(_1)k = (_1)k+1-
Como P(2) é verdadeira e
P(k) = P(k+ 1), (k=2)
68



entdo segue do Principio de Inducdo Finita que afirmacdo dada é verdadeira.

Teorema 3.1. (CHONG,; ZAK, 2013, p. 114)
Sery, 1y, ..., 1y, Satisfazem as condigdes
1

Tt =a— 1 k=12..,n-1
e
1
<<l k=12..n
entao,
- 1
1.75.....7,, = .
12 " Fn+1
Ainda,
1 Fo_kt1
1.7 1, = T = , k=1,2,...,n
v " Fn+1 , Fn—k+2
Demonstracéo.
Sabe-se do lema 3.3 que
_ Feq = Fen
Tk+1 = —

Fyz = Fg1.my

Logo,

Fo_p — F2—1-T1> (_ F3_, — F3—1-7”1> (_ Fny — Fn—1-7”1>

Tl.Tz. ....Tn = T'l. <_
Fo3 = F,5.1y F3_3 — F3_5.1y Fo3 — Fp2.y

O Ml U W Wl L1 S = Bl UL

F—l - Fo.rllFo - Fl.rlllu .Fn_3 - Fn_z.T'1

Fo - F,_41.1 Fo - Fy_q1.1
— (_1)71_1.7'1. n—2 n—1-"1 — (—1)n_1.7'1. n—2 n—-1-"1 —
F_,- Fy.7my 0-1.ny

= (—D"(Fp-2 — Fpo1.m) = (1D"F, + (_1)n+1-7”1-Fn—1
Mas, do lema 3.5

(1" = ()L
Foy1
entao,
Fn
Ty Ty = (D g + (S 73 By 2 (S By + By (—1)™ 2 =
n+1

1
= (—D"(Fp-z-Fay1 — Fao1 Fn)-F—-
n+1
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Do lema 3.6
Fpg Fppy = Fpog By = (D)7

tem-se
n 1 n n 1 1
Tl.Tz. .Tn 2 (_1) (FTL—Z'FTL+1 - Fn—l-Fn)-— = (_1) . (_1) . =
Fnyq Foyi Fana
Portanto,
> 1
1.79.....1,, =
T T P

Finalmente, a seguir demonstra-se a Gltima afirmacéo do teorema:

1 F_+1
rl.rz.....rn=F = rk=Fn—+, k=1,2,..,n
n+1 n—k+2
A demonstracédo de que
Fo_k+1 1
rkan hi :>r1.r2.....rn=F , k=12 ..,n
n—k+2 n+1

é feita substituindo cada r;, por sua expressdo como indicado a seguir.

Fn—1+1 Fn—2+1 Fn—3+1 Fn—n+1 _ Fn Fn—l Fn—z i 1

rl.rz.....rn: . . T == . . T f
Fn—1+2 Fn—2+2 FTL—3+2 Fn—n+2 F1’l+1 Fn Fn—l FZ Fn+1

Reciprocamente,

1 _ Fn—k+1

T'l. rz. e n Tn =
F,
n+1

é demonstrada por reducédo ao absurdo.
Suponha que

E
T F L

Friq

Multiplicando ambos os lados por (—1)™*1, tem-se:

E
(_1)n+1_ r # (_1)n+1__n

Fni1
Mas, pelo lema 3.5
F,
(_1)n+1_r1 > (_1)n+1_F n )
n+1
logo, s6 podemos ter
F,
(_1)n+1_r1 > (_1)n+1_ n
Fova

uma vez que a igualdade ndo é possivel.

Porém, com tal resultado, a demonstracdo inicial se torna:
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Foop — F2—1-1”1> ( Fz_, — F3_1.r1) (_ Fho — Fn—1-1"1>

7‘1.7”2. ....Tn = rl. <_ M B
Fpo3 = Faopmy F3_3 — F3_5.14 Fh3 — Fho.1y

Fo_, - F_i.1
:_1n—1..n—2 n—1 1:—1nF_—F__ _
( ) rq F_l_ Fo.rl ( ) ( n—-2 n—-1 I'1)
E
= (D) Fpz + (D™ g > (1) P + By (C1)™ =
n+1

1 1
= (D" (D)=

F%+1 Fh+1 Fh+1

(_'1)n(Fﬁ—2-Fﬁ+1 _'Fﬁ—l-Fh)

Ou seja, a igualdade ndo ocorre mais, isto €
1

71T e Ty > ——
F,
n+1

0 que contraria a hipotese

1
T‘l.T‘Z.....Tn =F .
n+1
Assim,
Fn
= .
U Fau
Com tal valor de ry, afirma-se que
F,_
7 = nokil , k=23 ..,n
P%—k+2
0 que pode ser demonstrado por inducéo.
Seja
F,_
P(k): 1, = F” Sy
n—k+2
Para k = 2, tem-se
1 F, Foiq1 — F
HpE——l=— o=
r n n

Da lei de formag&o dos nimeros de Fibonacci
Fopn=FpatF © Fg=Fq—F.

Assim,

E portanto P(2) ¢é verdadeira.
Suponha que, P(k) seja verdadeira para algum k € {2, 3, ...,n — 1}, deseja-se mostrar

que P(k+1) também é verdadeira, ou seja, que
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I Fo_(k+1)+1
ki1l =
T Faeke1)+2

Para tal, deve-se lembrar que

1 1
Ty =~ — L.
Tk

Substituindo-se a hipotese da inducéao

= Fn—k+1
K =
Fﬁ—k+2
tem-se
r _ 1 1= Fr_k+i2 1= Frk+2 = Fnok+1
kt1 =~ —1=7—7""—-1= :
Tk Fr—k+1 Fok+1

Da lei de formacéo dos nimeros de Fibonacci

Fokiz = Fok t Fpogv1r © Fpog = Fpogez = Faoktr

Assim,
r _ Fn—k _ Fn—(k+1)+1
el = =
i Fn—k+1 Fn—(k+1)+2
que é P(k+1).

Como P(2) é verdadeira e
P(k) = P(k+ 1), 2<k<n-1),
entdo segue do Principio de Inducédo Finita que afirmacdo dada é verdadeira.

0

E interessante observar que se r; for dado, os demais r sdo determinados unicamente.
Além disto, os r determinados sdo os valores usados no método de Fibonacci.

Assim, conclui-se que os valores de r usados no método de busca de Fibonacci
formam a Unica solucéo para o problema de otimizacgdo do intervalo de incerteza mencionado

anteriormente.

3.5.1. ALGORITMO DO METODO DE FIBONACCI

Apresenta-se a seguir, na Fig. 3.10, um fluxograma relacionado ao algoritmo

para implementacdo do método de Fibonacci.
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Figura 3.9 - Algoritmo do Método de Fibonacci.

Dados f,a, b, hee.

v

Calcule: ref = (1 —2h).(b— a)le

v

F0=F1=1; n=1

v

Calcule: Fpyq =F, 1+F, <

Fpiq1 >ref? — 3 n=n+1

SIM *
k=1
v

Tnktl s g =g +p(b-a); B=a+p(b-a);f(a)ef()

v
SIM | fa) 2 1(8)? | NAO
a=o

= b:B
| |
v

Imprima k, a, b

v

k=k+1
v

k=n?

—» Calcule: p=1-

Fn_k+2

v SIM
Calcule: @ = (a + b — 2h)/2; B = (a+tb+2h)/2; f(a) e f(B)

v

SIM NAO

l_ f(e) > 1(B)? _l

a b=8

1 |
:

Imprima x* e [a; b]

Pare

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Para mostrar uma aplicacdo do método exposto acima, novamente é retomado o

problema da excursdo na se¢do seguinte.
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3.5.2. EXEMPLO: O PROBLEMA DA EXCURSAO

Deseja-se, minimizar a funcao objetivo,

g: R > R ,talque g(x) = —f(x) = —500x + 10x?,
sujeitaa: x* € [0; 42]e ¢ = 0,1.

e SOLUCAO
A solucdo analitica para o problema dado, serd descrita abaixo para as duas primeiras
iteragBes, com a finalidade de exemplificar como se d& a manipulacdo do problema, porém, os
resultados para as demais iteracGes sdo mostrados na Tab.3.6.
A funcdo objetivo, o intervalo onde o ponto de minimo esta contido e a precisdo desejada
séo conhecidos:
[a; b]=[0;42] = a=0eb = 42.

c=0,1.
Adotando h = 0,005 na desigualdade 3.22:
(1-2h).(b—a)
Fn+1 = € i

obtém-se:

(1-2h).(b—a) (1+2.0,005).(42— 0)
Fr 2 £ - 0,1

= 424,2.
Observando-se a "sequéncia de Fibonacci"
(Fo, F1, Fpy ooy Fiay Frgy ) = (1,1,2,3,...,377,610,...)

verifica-se que o primeiro numero de Fibonacci, maior ou igual a 424,2, é 610 e corresponde a
F14_.
Entdo faz-se
Fn+1 == F14 > n= 13

ou seja, sdo necessarias 13 iteracdes para se chegar no resultado procurado.

e lteracdol
As extremidades do intervalo inicial da iteracdo 1, séo:
a, =a=20, b; =b = 42.
Aplicando a equacdo 3.11, obtém-se:
Fis 377

pr=1--2=1-—=5 = p=03820.
14
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Utilizando as equages 3.12 e 3.15, chega-se a:

a, = ap +p1(b1 - al) =0 + 0,3820 (4‘2 - O) = 16,04‘4‘,
B, = a, + (1—py).(by — a,) = 0 + 0,6180. (42 — 0) = 25,956.

Os valores da fungéo objetivo para tais pontos séo:

g(a;) = —500. 16,044 + 10. 16,044%> = —5447,9006;
g(B1) = =500.25,956 + 10. 25,956 = —6240,8606.

Como,
9(a1) = g(B),
entdo, pela proposicédo 3.1, conclui-se que:

Erro =42 - 16,044 = 25,956 > 0,1

O erro (maximo) e calculado apenas por curiosidade. Como o método tem um ndmero

de iteracOes definido, ndo € necessario calcular o erro.

e lteracédo 2
Ao final da primeira iteracdo tem-se um novo intervalo de incerteza. Tal intervalo

passa a ser o inicial da segunda iteracdo. Assim:
az = al = 16,04’4, bz = bl = 42
Aplicando a equacdo 3.11, obtém-se:

F., 233
13

Pela proposicao 3.5, conclui-se que:

e pela equacdo 3.15, chega-se a:
B, = ay + (1—p,).(b, — ay) = 16,044 + 0,6180.(42 - 16,044) = 32,0848.
Os valores da fungéo objetivo para tais pontos séo:
g(az) = g(B1) = —6240,8606;

g(B;) = —500. 32,0848 + 10. 32,0848% = —5748,0561
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Como
g(a1) < g(B1)
entdo, pela proposicéao 3.1, conclui-se que:
x* € [ay; B2] = [16,044; 32,08438].
O erro maximo é:
Erro = 32,0848 - 16,044 = 16,0408 > 0,1.

O processo se repete até a décima segunda iteracdo. Na décima terceira iteracdo ha
uma diferenca: € necessario fazer um ajuste para que a3 e 3, apresentem valores diferentes.
Abaixo séo apresentados os resultados de todas as iteragdes e em seguida séo detalhados os

calculos da décima terceira iterag&o.

e Resultados de todas as iteracgoes

A Tab. 3.6 mostra os resultados de todas as iteragdes.

Tabela 3.6 - Resultados do problema da excursdo pelo Método e Fibonacci.

k (Iteracdo) | p« ax by Ok Bk 0(ot) 9(Bk) A novo | Pk novo
1 0,3820 0 42 16,044 | 25,956 |-5447,9006 |-6240,8606 | 16,044 42
2 0,3820 | 16,044 42 25,956 | 32,0848 |-6240,8606 | -5748,0561 | 16,044 | 32,0848
3 0,3820 | 16,044 | 32,0848 | 22,1716 | 25,956 |-6170,0015 |-6240,8606 | 22,1716 | 32,0848
4 0,3819 | 22,1716 | 32,0848 | 25,956 | 28,2989 |-6240,8606 |-6141,1726 | 22,1716 | 28,2989
5 0,3820 |22,1716 | 28,2989 | 24,5122 | 25,956 |-6247,6205 |-6240,8606 | 22,1716 | 25,956
6 0,3818 |22,1716 | 25,956 | 23,6165 | 24,5122 |-6230,8593 |-6247,6205 | 23,6165 | 25,956
7 0,3824 | 23,6165 | 25,956 | 24,5122 | 25,0614 |-6247,6205 |-6249,9623 | 24,5122 | 25,956
8 0,3810 | 24,5122 | 25,956 | 25,0614 | 25,4059 |-6249,9623 |-6248,3525 | 24,5122 | 25,4059
9 0,3846 | 24,5122 | 25,4059 | 24,8559 | 25,0614 | -6249,7924 | -6249,9623 | 24,8559 | 25,4059
10 0,375 | 24,8559 | 25,4059 | 25,0614 | 25,1997 | -6249,9623 | -6249,6012 | 24,8559 | 25,1997
11 0,4 |24,8559 | 25,1997 | 24,9934 | 25,0614 |-6249,9996 | -6249,9623 | 24,8559 | 25,0614
12 0,3333 | 24,8559 | 25,0614 | 24,9244 | 24,9934 | -6249,9428 | -6249,9996 | 24,9244 | 25,0614
13 0,5 |24,9244 | 25,0614 | 24,9922 | 24,9936 |-6249,9994 | -6249,9996 | 24,9922 | 25,0614

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Na décima terceira iteracao tem-se:
a;3 =y, = 24,9244, by; = by, = 25,0614.

Aplicando as equaces 3.19 e 3.20, tem-se:
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1
Q3 = ags + (E - h) .(bys — a33) = 24,9244 + (0,5 — 0,005). (25,0614 — 24,9244)

= 24,9922;

1
Biz = ass + (E - h) .(bys — a;3) = 24,9244 + (0,5 + 0,005). (25,0614 — 24,9244)

= 24,9936.

Os valores da funcéo objetivo para a3 € 5,3, Sdo:

g(ay3) = —500.24,9922 + 10.24,9922% = —6249,9994;
g(By3) = —500.24,9936 + 10.24,9936 = —6249,9996.

Como

g(a13) > g(B13)
entdo, pela proposicédo 3.1, conclui-se que:
x* € [ay3; biz] = [24,9922; 25,0614].

Pode-se observar que 0 erro maximo é:

Erro = 25,0614 - 24,9922 = 0,0692 < 0,1.

7

Como x* € {0,1,2,...,42}, entdo o valor procurado é x = 25. Assim, nimero de

passageiros que torna a rentabilidade da empresa maxima é 25.

e SOLUCAO VIA MICROSOFT EXCEL®/LIBREOFFICE CALC

Tabela 3.7 - Resultados da planilha do problema da excursdo pelo método de Fibonacci.

& B C v] E F G H |

1

3

5

B - - - - - - - - -
7 1 0,38196721 | 0,00000000 |42 00000000|16,04262295|25,95737705|-5447 65396399 | -6240,83429186|25,95737705
8 2 0,38196286 (16,04262295 (42, 00000000 25,95737705|32,08524590 | -6240,83429186(-5747,99290513|16,04262295
9 3 0,38197425 (16,04262295|32,08524590(22,17049180| 25,95737705 | -6169,93883365 | -6240,83429186| 9,91475410
10 4 0,38194444 (22 17049180(32,08524590(25,95737705| 28,29836066 | -6240,83429186|-6141,20816985| 6,12786885
11 5 0,38202247 |22,17049180(28,29836066(24,51147541 | 25,95737705 | -6247,61343725|-6240,83429186| 3,78688525
12 B 0,38181818 [22,17049180(25,95737705(23,61639344|24,51147541 | -6230,85632894 | -6247,61343725| 2,34098361
12 7 0,38235294 (2361639344 (2595737705 24,51147541 | 25,06229508 | -6247,61343725(-6245,96119323| 1,44590164
14 8 0,38095238 (2451147541 (2595737705 25,06229508| 25,40655738 | -624996119323 | -0248,34711099| 0,89508197
15 9 0,38461538 (24,51147541 |25 40655738 | 24,85573770| 25,06229508 | -6249,791588390 | -6249,96119323 | 0,55081967
16 10 0,37500000 |24,85573770|25,406557338 | 25,06229508 | 25,20000000 | -6249,96119323 ( -6240,60000000| 0,34426230
17 11 0,40000000 |24 85573770(25,20000000(24,99344262 | 25,06229508 | -6249 99957001 | -6249,96119323 | 0,20655738
18 12 0,33333333 |24 85573770(25,06229508 | 24,92459016| 24,99344262 | -6249 94313357 | -6249 99957001 | 0,13770492
19 13 0,50000000 |24 92459016 25,06229508(24,99275410| 2499413115 | -6249 99947497 | -6249 99955557 | 0,06954098
20 14 24 99275410( 2506229508

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Para construir a planilha acima é necessario antes criar uma aba separada (NumFib)
onde constardo 0s nimeros da sequéncia de Fibonacci (Fo, F1, F2, ...) e seus respectivos
indices (0, 1, 2, ...) como mostrado abaixo. Digitam-se os dois primeiros indices (em A2 e
A3) e em seguida selecionando-se ambos arrasta-se o sinal positivo da aba de preenchimento
automaético até a linha desejada.

Nas células B2 e B3 digita-se os dois primeiros numeros de Fibonacci, na célula B4

digitamos

=B2+B3

e apos pressionar ENTER seleciona-se essa célula (B4) e copia-se sua formula para as demais

células da coluna (através do processo de arrastamento).

Tabela 3.8 - Construgcdo dos nimeros de Fibonacci.

n Fn

] 1

1 1

2 2

3 3

a 5

5 8

6 13

7 21

8 34

9 a5
10 89
11 144
12 233
13 377
14 610
15 987
16 1597
17 2584
18 4181
15 6765
20 10946
21 17711
22 28657

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Retornando a aba principal segue-se 0 seguinte procedimento:

1) Digita-se nas células A2, C2, F2 e H2, respectivamente &, h, a e b;
2) Selecionam-se as células B2, D2, G2 e 12 e preenche-se com a cor amarela (opcional).

Os passos 1 e 2 identificam e reservam os locais (B2, D2, G2 e 12) para os dados do

problema.
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3) Digita-se nas células A3, C3, E3, F3 e H3, respectivamente Fn, n+1, =, ne F_n+1;

4) Digita-se na célula B4:

=(I12-G2) *(1+2*D2) /B2

na célula D4:

=SE(CONT.SE(NumFib!B:B; '=" & B4) =1;CONT.SE(NumFib!B:B; '<' & B4)-1;

CONT.SE(NumFib!B:B; '<" & B4})

na célula G4:

=D4-1

e na célula 14:

=INDICE (NumFib!B:B;D4+])

A férmula digitada na célula B3 faz o calculo de

(1= 2h). (b — a)
&

Fn+1—

A férmula digitada em D3 determina a posi¢cdo do primeiro nimero de Fibonacci
maior ou igual ao indicado na célula B3. Este € o enésimo primeiro termo (indicado na
célula 13).

A célula G4 indica qual o nimero de iteracdes.

Mostrar o enésimo primeiro termo da sequéncia de Fibonacci (14) é opcional.

5) Na linha 6 (colunas de A a I) identifica-se os itens que fardo parte da tabela: k (iteracéo),
p_k, a_k, b_k, alpha_k, beta_k, f(alpha_k), f(beta_k) e erro_k (este tltimo opcional).

6) Nas células A7 e A8 digitam-se os primeiros nimeros de iteracfes: 1 e 2; Em seguida
selecionam-se estas duas células e arrasta-se a aba de preenchimento automatico até a linha
desejada (k+1).

7) Na célula B7 digita-se

=]-INDICE(NumFib!B:B; $DS4+2-A7) /INDICE (NumFib!B:B; $D54+3-A7)

A férmula

INDICE(NumFib!B:B;$D$4+2-A7)
identifica o enésimo termo e

INDICE(NumFib!B:B;$D$4+3-A7)
0 enésimo primeiro termo da sequéncia de Fibonacci.

Logo, o que é mostrado em B7 é
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1-—
Fniq

8) Seleciona-se a célula B7 e arrasta-se o sinal positivo da aba de preenchimento automatico

até a linha desejada (n+1).

9) Nas células C7 e D7 digita-se, respectivamente,

que sdo as extremidades iniciais do intervalo de confianga.

10) Nas células E7 e F7 digita-se, respectivamente,

-C7+B7*(D7-C7) € =D7-B7*(D7-C7)

que séo os valores de a; e ;.

11) Nas células G7 e H7 digita-se, respectivamente,

==500*D6+10*D6"2 € =—-500*E6+10*E6"2

que séo os valores da funcdo para os valores em D6 e EB6.

12) Na célula 17 digita-se

=D8-C8

que representa a diferenca entre as extremidades final e inicial do novo intervalo de
incerteza.

Em seguida, seleciona-se essa célula e através do processo arrastamento copia-se sua
formula para as demais células de sua coluna até a linha da enésima iteracao.

Este passo € opcional ja que o numero de iteracdo é conhecido. Foi colocado apenas
para melhor visualizacio do processo.
13) Nas células C8 e D8 digitam-se os condicionais que determinardo qual das partes do
intervalo anterior é considerada ([a4; b] ou [a; B1]).
Na célula C8:

=SE(G7>=H7;E7;C7)

Na célula D8:

=SE(H7>G7;F7;D7)

14) Selecionam-se as células C8 e D8 e copiam-se suas formulas até a linha posterior a da
iteracdo desejada. O motivo é que na linha k+1 é que aparece o intervalo de incerteza
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resultante da iteracao k.

15) Nas células E8 e F8 digitam-se os condicionais que calculardo os valores de ay, e B.

Na célula ES8:

=SE(G7>=H7;F7;C8+B8*(D8-C8))

Na célula F8:

=SE(H7>G7;E7;D§-B8*(D8-C8) )

Em seguida, copia-se a formula, através do processo de arrastamento, para as células
de suas colunas até a linha anterior a enésima iteracao.
As formulas do passo 10 poderiam ser reaproveitadas, mas aqui as formulas realizam

0 aproveitamento de valores repetidos. Reduzindo os célculos.

16) Nas células G8 e H8 digitam-se os condicionais que calculam os valores da funcdo para
os alfas e betas correspondentes ou repetem os valores da iteracéo anterior.
Na célula G8

=SE(G7>=H7;H7;-500*E8+10*E8"2)

Na célula H8:

=SE(H7>G7;G7;-500*F8+10*F8"2)

Em seguida, selecionam-se as células G8 e H8 e executa-se 0 processo de

arrastamento até a linha anterior a enésima iteracéo.

17) Nas células E19 e F19 digitam-se as formulas que calculam a4 e B3 corrigidos e nas
células G19 e H19 a formula que fornece os valores da funcdo para tais pontos.
Na célula E19:

=C19+(B19-D2) *(D19-C19)
Na célula F19:
=C19+(B19+D2) *(D19-C19)
Na célula G19:
=-500*E19+10*E19"2
Na célula H19:
==500*F19+10*F19"2

18) Digitam-se os valores de ¢ h, a e b desejados e a planilha nos fornecera os valores

procurados.
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3.6. METODO DA SECAO AUREA

No método de Fibonacci, a cada iteracdo, o valor de p, muda. No entanto, a mudanca
é consideravel apenas nas Ultimas iteracdes. Na maior parte das iteracdes o valor fica proximo
de 0,3820 conforme o exemplo anterior. Dai surge a motivacdo de adaptar a técnica de
Fibonacci, mas com p fixo (constante) em todas as iteracoes.

Porém, desta forma, pode-se perder em convergéncia, ja que o método de Fibonacci é
a melhor escolha dentro das condi¢des ja mencionadas anteriormente. No entanto, a diferenca
é muito pequena e em boa parte dos problemas nem é relevante.

Abaixo, tem-se a implicacao de tal consideracdo.

Consideremos, entao,

Pr+1 = Pk = P-
Como
Pk
=1 —
Pr+1 1— py
entdo teremos
1 —

Este resultado é bem conhecido: p é determinado pela secdo aurea do intervalo de
incerteza considerado, dai 0 nome do método.

Resolvendo tal equacéao, temos

p 1-p 3-+5 3++5
— 1 — 2 — 2 _ 1 = = = .
-5 1 ©l-p)r=pe p°-3p+1=0p 5 oup 5
Como
p <1,
entéo
_3-45
pP="" (3.36)
Com esse valor de p, temos:
B; =b; — 0,3820.(b; — a;) = a; + 0,6180.(b;— a;), i=12,..,n (3.38)

Como a cada iteracdo o intervalo se reduz a (1 — p) = 0,6180 do intervalo inicial,
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entdo apos n iteragdes, tem-se:

entao

L, = (0,6180)"L,. (3.39)

Além disto,

L, <¢g,

€
In (L—O)
= —.
In0,6180
Para mostrar uma aplicacio do método da Secdo Aurea, novamente é retomado 0

(0,6180)"Ly < ¢ = n (3.40)

problema da excurséo.

3.6.1. EXEMPLO: O PROBLEMA DA EXCURSAO

Queremos, minimizar a fungéo objetivo,

g: R > R,talque g(x) = —f(x) = —=500x + 10x?,
sujeitaa: x* € [0; 42]e ¢ = 0,1.

SOLUCAO
Para este caso, assim como no resolvido na secdo anterior, serdo feitas
analiticamente as duas primeiras iteracdes, sendo que as restantes, sdo mostrados na
Tab.3.9.
A funcdo objetivo, o intervalo onde o ponto de minimo estd contido e a
precisdo desejada sédo conhecidos:
[a; b] = [0; 42] = a=0eb = 42.

c=0,1.
O numero de iteracOes é calculado pela desigualdade 3.40:
£ 0,1
In (7 In (Z5)

> "0 > 427 . qp
nZ 06180 © " (06180) - 2>°

Entdo séo necessérias 13 iteragdes para atingir a precisdo desejada.

A seguir sdo descritos os calculos feitos em cada iteracéo.

Iteragéo 1
O intervalo inicial a ser considerado € o intervalo de incerteza original. Assim:
a,=a=0 e b, =b = 42.
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Utilizando as equag6es 3.37 e 3.38, chega-se a:

B, = a, + (1—p).(by —a,) = 0 + 0,6180.(42 — 0) = 25,956.

Os valores da funcéo objetivo para tais pontos séo:

g(ay) = =500. 16,044 + 10. 16,044?> = —5447,9006;

g(By) = —500.25,956 + 10. 25,956%> = —6240,8606.
Como,

9(a1) = g(B),
entdo, pela proposicédo 3.1, conclui-se que:
x* € [aq; by] = [16,044; 42].

Erro =42 - 16,044 = 25,956 > 0,1

Como ja mencionado, o erro (maximo) sera calculado a titulo de curiosidade. Como o

método tem um namero de iteracfes definido, ndo € necessario calcular o erro.

e lteracédo 2
Ao final da primeira iteracdo tem-se um novo intervalo de incerteza. Tal intervalo

passa a ser o inicial da segunda iteracdo. Assim:
a, =a, = 16,044, b, = b, = 42.
Pela proposicao 3.5, conclui-se que:
a, = B, = 25,956
e pela equacdo 3.15, chega-se a:
B, = a, + (1—p).(b, — a,) = 16,044 + 0,6180.(42 - 16,044) = 32,0848.
Os valores da funcéo objetivo para tais pontos séo:

g(az) = g(B1) = —6240,8606;
g(B2) = —500. 32,0848 + 10. 32,0848% = —5748,0561

Como

g(a1) < g(B1)
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entdo, pela proposicéao 3.1, conclui-se que:

x" € [ay; Bl

O erro maximo é:

= [16,044; 32,0848

Erro =32,0848 - 16,044 = 16,0408 > 0,1.

O processo se repete até a décima terceira iteracao.

¢ Resultados de todas as iteracdes

Tabela 3.9 - Resultados do problema da excurséo pelo Método da Secdo Aurea.

K (Iteracdo) | a by (o Bi g(ow) 9(Bw Ak novo | Bk novo
1 0 42 16,044 | 25,956 |-5447,9006 |-6240,8606 | 16,044 42
2 16,044 42 25,956 | 32,0848 | -6240,8606 | -5748,0561 | 16,044 | 32,0848
3 16,044 | 32,0848 | 22,1716 | 25,956 |-6170,0015 |-6240,8606 | 22,1716 | 32,0848
4 22,1716 | 32,0848 | 25,956 | 28,298 |-6240,8606 | -6141,232 | 22,1716 | 28,298
5 22,1716 | 28,298 | 24,5119 | 25,956 |-6247,6176 |-6240,8606 | 22,1716 | 25,956
6 22,1716 | 25,956 | 23,6172 | 24,5119 | -6230,8786 | -6247,6176 | 23,6172 | 25,956
7 23,6172 | 25,956 | 24,5119 | 25,0626 | -6247,6176 | -6249,9608 | 24,5119 | 25,956
8 24,5119 | 25,956 | 25,0626 | 25,4044 | -6249,9608 | -6248,3646 | 24,5119 | 25,4044
9 24,5119 | 25,4044 | 24,8528 | 25,0626 | -6249,7833 | -6249,9608 | 24,8528 | 25,4044
10 24,8528 | 25,4044 | 25,0626 | 25,1937 | -6249,9608 | -6249,6248 | 24,8528 | 25,1937
11 24,8528 | 25,1937 | 24,983 | 25,0626 | -6249,9971 | -6249,9608 | 24,8528 | 25,0626
12 24,8528 | 25,0626 | 24,9329 | 24,983 | -6249,955 |-6249,9971 | 24,9329 | 25,0626
13 24,9329 | 25,0626 | 24,983 | 25,0131 |-6249,9971 | -6249,9983 | 24,9830 | 25,0626

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Pelos resultados, conclui-se que:

x* € [24,9830; 25,0626].

Pode-se observar que 0 erro maximo e:

Erro = 25,0626 - 24,9830 = 0,0796 < 0,1

Como x* €{0,1,2,...,42}, entdo o valor procurado é x = 25. Assim, nimero de

passageiros que torna a rentabilidade da empresa maxima é 25.

Comparando os resultados, deste problema, obtidos pelo método de Fibonacci e pela
da Secdo Aurea, nota-se que o primeiro apresenta o intervalo de incerteza com extremos mais

préximos do valor exato (x = 25) do que o segundo.
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SOLUCAO VIA MICROSOFT EXCEL®/LIBREOFFICE CALC

Tabela 3.10 - Resultados da planilha do problema da excurséo pelo método da Segdo Aurea.

A B C ¥} E F G H

1

3

4 - - - - - - - -
5 1 0,000000000 |42 ,000000000)16,042572473|25,957427527 | -5447 644920897 | -6240,833325296 ( 25 957427527
G 2 16,042572473 (42 000000000(| 25957427527 |32,085144945 | -5240,833325296 | -5748,007211082 |16,042572473
7 3 16,042572473(32,085144945 22 170289890 | 25,957427527 | -6169,927406935 | -6240,833325296 | 9,914855055
8 4 22,170289890(32,085144945|25,957427527 | 28,298007308 | -6240,833325296 | -6141,231477995 | 6,127717418
o) 5 22,170289890 ( 28,298007308 | 24, 510869670 | 25,957427527 | -6247,607515203 | -6240,833325296 | 3,787137637
10 5] 22 170289890 (25957427527 (23,616847747 |24 510869670 | -6230,868898463 | -6247,607515203 | 2,340579780
11 7 23616847747 (25957427527 | 24 510869670 | 25,063405605 | -6247,607515203 | -6249,959797293 | 1 446557857
12 a8 24 510869670( 25957427527 | 25,063405605 | 25,404891593 | -6249,959797293 | -6248,360627982 | 0,894021923
13 9 24 510869670 25,404891593 | 24, 852355658 | 25,063405605 | -6249,782011482 | -6249,959797293 | 0,552535935
14 10 24 852355658 25,404891593 | 25,063405605 |1 25,193841646 | -6240,959797293 | -6240,624254165 | 0,341485988
15 11 24 852355658 (25,193841646 | 24 982791698 | 25,063405605 | -6249,997038744 | -6249,959797293 | 0,211049947
16 12 24 852355658 |25,063405605 |24, 932969564 |24 982791698 | -6249 955069207 | -6249,9970358744 | 0,130436041
17 13 24 932969564 | 25,063405605 |24 982791698 |25,013583471 ( -6249,997038744 ( -6249,998154393 | 0,080613906
13 14 24,982791698 | 25,063405605

19

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A planilha é construida da seguinte forma:

1) Digitam-se nas células A2, C2, E2 e G2, respectivamente, ¢, a, b e p;

2) Selecionam-se as células B2, D2, F2 e H2 e escolhe-se a cor amarela para preencher o
fundo destas células.

Os passo 1 e 2 identificam e reservam os locais (B2, D2 e F2) para os dados do problema e
H2 para o valor de p.

3) Na célula H2 digita-se

=(3-RAIZ(5)) /2

que é o valor fixo de p.

4) Na linha 5 (colunas de A a H) identificam-se os itens que fardo parte da tabela: k
(iteracdo), a_k, b_k, alpha_k, beta_k, g(alpha_k), g(beta_k) e erro_k (este ultimo opcional).
5) Nas células A6 e A7 digitam-se os primeiros numeros de iteragdes: 1 e 2; Em seguida
selecionam-se estas duas células e arrasta-se o sinal positivo do preenchimento automatico
até a linha desejada (k+1).

6) Nas células B6 e C6 digita-se, respectivamente,
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=D2 e =F2

que séo as extremidades iniciais do intervalo de confianca.

7) Nas células D6 e EG6 digita-se, respectivamente,

=B6+5H52*(C6-B6) € =C6-5HS2*(C6-B6)

que séo os valores de a; e ;.

8) Nas células F6 e G6 digita-se, respectivamente,

==500*D6+10*D6"2 € = —500*E6+10*E6"2

que sdo os valores da funcdo para os valores em D6 e EB6.
9) Na celula H6 digita-se

=C7-B7

que representa a diferenca entre as extremidades final e inicial do novo intervalo de
incerteza.

Este passo € opcional j& que calculamos e, portanto, ja sabemos em que iteracdo
parar. Foi colocado para melhor visualiza¢ao do processo.
10) Selecionam-se as células F6, G6 e H6 e copiam-se suas formulas, através do método de
arrastamento, até a linha da iteracdo desejada. Estes passos sdo repetidos em todas as
iteracdes.
11) Nas células B7 e C7 digitam-se os condicionais que determinardo qual das partes do
intervalo anterior € considerada ([a4; b] ou [a; B1]).

Na célula B7:

Na célula C7:

~SE(G6>F6,;E6;C6)

12) Selecionam-se e arrastam-se as células B7 e C7 até a linha posterior da iteracéo
desejada. O motivo € que na linha k+1 é que aparece o intervalo de incerteza resultante da
iteracao k.

13) Nas células D7 e E7 digitam-se os condicionais que calculam os valores da funcéo para
os alfas e betas correspondentes ou repetem os valores da iteracéo anterior.

Na célula D7:
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Na célula E7:

=SE(G6>F6,;D6;C7-SHS2*(C7-B7))

Em seguida seleciona-se as células D7 e E7 e executa-se 0 processo de arrastamento
até a linha da iteracéo desejada.
14) Nas celulas F7 e G7 digita-se, respectivamente,

=SE(F7>=G7;G6;,—500*D7+10*D7"2) € =SE(G7 > F7;F6;—500*E7+10*E7"2)

que séo os valores da fungéo para os valores em D7 e E7.
Selecionam-se ambas células, F7 e G7, e arrasta-se o sinal positivo da aba de
preenchimento automatico até a linha da enésima iteracao.

15) Ao digitar os valores de ¢, a e b desejados, a planilha fornece os valores procurados.
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4. EXEMPLOS DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS ELEMENTARES
PELOS METODOS DE FIBONACCI E SECAO AUREA

A seguir sdo apresentados alguns problemas de aplicacdo dos métodos de busca de
Fibonacci e da Secdo Aurea.

Inicialmente é feita uma modelagem dos problemas onde se estabelece qual a funcéo a
ser minimizada. Ap0s, sdo aplicados os métodos em questdo. Para a aplicacdo de tais métodos
é necessario que as funcbes sejam unimodais nos intervalos de incerteza. Porém, apenas com
conhecimento de ensino médio, nem sempre é simples identificar se uma funcdo € unimodal

ou ndo. Aqui os graficos sdo plotados com ajuda do software GEOGEBRA?®,

PROBLEMA 1 - ABASTECIMENTO DE DUAS INDUSTRIAS

Conteudos do ensino béasico associados: Funcdo, Valor de uma fungdo, Dominio de

uma funcdo, Ponto de minimo de uma funcdo, Teorema de Pitagoras.

O PROBLEMA

Duas industrias A e B necessitam de agua potavel. A figura a seguir esquematiza a
posicdo das industrias, bem como a posicdo de um encanamento retilineo |, ja existente. Em
que ponto do encanamento deve ser instalado um reservatorio de modo que a metragem de

cano a ser utilizada seja minima?

Figura 4.1 - O problema das duas industrias.

EEEmEm === === =
!

12 km

Fonte: Flemming e Gongalves (2006).

SOLUCAO.

¥ Software muito usado no ensino de Geometria e na plotagem de graficos, disponivel em www.geogebra.org. A
versdo usada neste trabalho foi a 4.4.44.0.
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e MODELAGEM MATEMATICA DO PROBLEMA
Sejam A" e B' os pés das perpendiculares ao encanamento passando, respectivamente,
por A e B. O ponto P é o ponto que satisfaz as condi¢des do problema.
Sejam, ainda,
X :adistanciaentre A'e P (x = 0)

f (x) : o comprimento total dos encanamentos a serem instalados (AP + PB).

Figura 4.2 - Esquema do problema das duas indUstrias.

Ah
1 L
1 -~
1 -
1 "
1 S
1 -~
! H"-u -'*B
4km .. e
1 ~ . 1
; 12 km
1 . - 1
A’ - P.-" 1B,
X 12 -x )
12 km

Fonte: Adaptado de Flemming e Gongalves (2006).

Pelo teorema de Pitagoras, tem-se:

AP? = 4% + x2 = AP =16 + x2

PB? = 22 + B'P? = 4+ (12—x)> = PB =4+ (12 —x)?

Assim,

f(x)= AP + PB = f(x) =V16+x? + /4 + (12 —x)? (4.1)
Para obter a expressdo dada em 4.1 considera-se que o ponto procurado deve estar
entre A' e B', ou seja, x pertence ao intervalo [0; 12] que, portanto, € o dominio da funcéo.
O motivo para que P deva estar entre A' e B' é o fato de desejarmos uma instalagdo
com menor custo. Como o custo esta diretamente associado ao comprimento do encanamento
que devera ser instalado, deve-se descartar 0s casos imediatos em que o custo sera maior.

De fato, se P estiver a esquerda de A’ entéo,

AP? = 4?2 + x2 = AP =416 +x2

PB? = 22 + B'P?2 = 4+ (12+x)> = PB =4+ (12 +x)?

Assim,

f(x)= AP + PB = f(x) =V16+x%Z + /4 + (12 + x)2 (4.2)
Como
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4 + (12+ x)? > 4 + (12— x)?
entdo a expressdo 4.1 fornece resultados menores do que 4.2 e portanto um custo menor.

Na verdade somente a expressdo 4.1 ndo caracteriza uma funcio. E necessério definir
seu dominio e contradominio. No tipo de problema em questdo trabalha-se com numeros
reais, logo o contradominio acaba sendo o préprio conjunto dos nimeros reais. Ja o dominio,
de acordo com as consideracdes anteriores, deve ser o intervalo [0; 12].

Assim, a funcdo que rege o problema é:

f:[0; 12] » R tal que f(x) = V16 +xZ + /4 + (12 — x)2

e PROBLEMA EQUIVALENTE

Ap0s as consideragdes acima, o problema se resume a minimizar a funcao objetivo:

fiR > R,talque f(x) =16+ x2 + /4 + (12 — x)?

sujeita a condicdo: x* € [0; 12].
A figura abaixo apresenta o grafico da funcéo,

Figura 4.3 - Gréfico da funcdo objetivo do problema de abastecimento das duas industrias.

o 2 9% ) /

X 22.0 /

4.0

2.0

xr

-
-

—4.0 —2.0 - %0 18 60 BD 10D 20 110 168 (9D

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Pelo grafico observa-se que, mesmo considerando o dominio como todo o conjunto
dos numeros reais, a fungdo objetivo € unimodal e, de fato, o ponto de minimo da funcéo

pertence ao intervalo [0; 12].

e SOLUCAO PELO METODO DE FIBONACCI
O intervalo onde o ponto de minimo esta contido é conhecido:
[a; b]=[0;12] == a=0eb = 12.

Escolhe-se ¢ = 0,01.

Adotando h = 0,005 na desigualdade 3.22:

(1—2h).(b—a)
; ,

Fn+1 =

obtém-se:

(1—2h).(b—a) (1+2.0,005).(12—0)
€ B 0,01

= 1212.

Fn+1 =

Analisando a "sequéncia de Fibonacci”
(Fo, F1, Fy, o) Fis, Frg, ) = (1,1,2,3,...,987,1597,...)

verifica-se que o primeiro nimero de Fibonacci, maior ou igual a 1.212, é 1.597 e

corresponde a F, . Entdo faz-se:
Fn+1 = F16 = n= 15

ou seja, precisa-se de 15 iteracdes para chegar no resultado procurado.

A seguir sdo detalhados os célculos das duas primeiras iteraces. Foram utilizados 4

casas decimais com arredondamento.

e lteracdol
As extremidades do intervalo inicial da iteracdo 1, séo:

a1=a=0,b1=b=12.

Aplicando a equacdo 3.11, obtém-se:

Utilizando as equacgfes 3.12 e 3.15, chega-se a:
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a, = ap +p1(b1 - al) =0 + 0,3820 (12 - O) = 4‘,584‘,
ﬁl = a1 + (1_p1)(b1 - al) =0+ 0,6180 (12 - O) = 7,4‘16

Os valores da funcéo objetivo para tais pontos séo:

f(a) =+/16 +4,5842 + /4 + (12 — 4,584)2 = 13,7648;

f(B) = \/16 + 7,416% + \/4 + (12 — 7,416)2 13,4273.

Como,

f(a) = f(B),

entdo, pela proposicédo 3.1, conclui-se que:

e lteracédo 2
As extremidades do intervalo de incerteza, agora, sao:

d, = a; = 4‘,584‘, bz = bl = 12.
Aplicando a equacéo 3.11, obtém-se:

Fu, 610
Py = 1—F—5= 1-5g7 = p2=03820.
1

Pela proposicao 3.5, conclui-se que:
a, = B, = 7,416
e pela equacdo 3.15, chega-se a:
B, = a, + (1—p,).(b, — a,) = 4,584 + 0,6180.(12 — 4,584) = 9,1671.
Os valores da fungéo objetivo para tais pontos séo:

flaz) =f(B1) = 13/4273;
f(B2) =16 +9,16712 + /4 + (12 —9,1671)2 = 13,4695,

Como,

faz) < f(Ba),

entdo, pela proposicédo 3.1, conclui-se que:

x* € [ay; Bo] = [4,584; 9,1671].
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O processo se repete até a décima quarta iteracdo. Na décima quinta iteragdo sdo feitos
ajustes para se encontrar a;s e ;5. Abaixo, na Tab. 4.1, sdo apresentados os resultados de
todas as iteracdes e em seguida séo detalhados os calculos da décima quinta iteragéo.

e Resultados de todas as iteracgoes

Tabela 4.1. Resultados do problema das duas fabricas usando o método de Fibonacci.

k (Iteracdo) Pk ax by Ol Bx (o) f(Bw) Ak novo | Dk novo
1 0,3820 0 12 4,584 7,416 | 13,7648 | 13,4273 | 4,584 12
2 0,3820 | 4,584 12 7,416 | 9,1671 | 13,4273 | 13,4695 | 4,584 | 9,1671
3 0,3820 | 4,584 | 9,1671 | 6,3347 | 7,416 | 13,4999 | 13,4273 | 6,3347 | 9,1671
4 0,3820 | 6,3347 | 9,1671 | 7,416 | 8,0851 | 13,4273 | 13,4167 | 7,416 | 9,1671
5 0,3820 | 7,416 | 9,1671 | 8,0851 | 8,4982 | 13,4167 | 13,4252 | 7,416 | 8,4982
6 0,3819 | 7,416 | 8,4982 | 7,8293 | 8,0851 | 13,4174 | 13,4167 | 7,8293 | 8,4982
7 0,3820 | 7,8293 | 8,4982 | 8,0851 | 8,2427 | 13,4167 | 13,4184 | 7,8293 | 8,2427
8 0,3818 | 7,8293 | 8,2427 | 7,9871 | 8,0851 | 13,4164 | 13,4167 | 7,8293 | 8,0851
9 0,3824 | 7,8293 | 8,0851 | 7,9271 | 7,9871 | 13,4166 | 13,4164 | 7,9271 | 8,0851
10 0,3810 | 7,9271 | 8,0851 | 7,9871 | 8,0249 | 13,4164 | 13,4164 | 7,9871 | 8,0851
11 0,3846 | 7,9871 | 8,0851 | 8,0249 | 8,0474 | 13,4164 | 13,4165 | 7,9871 | 8,0474
12 0,375 | 7,9871 | 8,0474 | 8,0097 | 8,0249 | 13,4164 | 13,4164 | 8,0097 | 8,0474
13 0,4 8,0097 | 8,0474 | 8,0249 | 8,0323 | 13,4164 | 13,4164 | 8,0249 | 8,0474
14 0,3333 | 8,0249 | 8,0474 | 8,0323 | 8,0399 | 13,4164 | 13,4165 | 8,0249 | 8,0399
15 0,5 8,0249 | 8,0399 | 8,0323 | 8,0325 | 13,4164 | 13,4164 | 8,0323 | 8,0399

Fonte: Elaborado pelo Autor.
Na décima quinta iteracdo tem-se:
815 == 314 == 8,0249, b15 = 314 == 8,0399

1
Q5 = a5 + (E - h) .(bys —ags) =

8,0249 + (0,5 — 0,005). (8,0399 — 8,0249) = 8,0323;

1
Bis =ais+ (5=h).(brs —ass) =

= 8,0249 + (0,5 + 0,005). (8,0399 — 8,0249) = 8,0325.

Os valores da funcédo objetivo para a5 € S;5, Sd0:

f(ays) =+/16 +8,03232 + /4 + (12 — 8,0323)2 = 13,4164;
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Como

f(Bis) = /16 +8,03252 + /4 + (12 —8,0325)2 = 13,4164.

f(aiz) = f(B12)
entdo, pela proposicédo 3.1, conclui-se que:
x* € [ays; bys] = [8,0323; 8,0399].

Uma solucdo para x* pode ser qualquer ponto do intervalo anterior. Por exemplo, o

ponto médio do intervalo: 8,0361 km.

A resposta exata, no entanto, é 8 km, isto &, a canalizacdo deve ser feita a 8 km do

encontro da canalizacdo L com a perpendicular que passa por A. Este fato ocorre devido ao

numero de casas decimais e ao arredondamento adotado. A Tab. 4.2, por exemplo, mostra 0s

resultados com mais casas decimais. Neste caso, observa-se que o resultado da tabela tem

mais sentido do que o resultado anterior.

e SOLUCAO PELO METODO DE FIBONACCI VIA MICROSOFT EXCEL® OU
LIBREOFFICE CALC

A seguir é apresentada uma planilha com os resultados de todas as 15 iteracdes.

Tabela 4.2 - Resultados da planilha do problema das duas fabricas pelo método de Fibonacci.

A B C (k] E F G H |

1

3

5

B - - - - - - - - -
7 1 0,38196619 | 0,00000000 |12 00000000 ( 4,58350424 | 7 41640576 |13,76487578|13 42726573 | 7,41640576
a8 2 0,38196555 | 458359424 |12 00000000 | 7,41640576 | 916718848 |13 4272657313 46954944| 4 58359424
o) 3 0,38196721 | 458359424 | 916718848 | £5,33437696 | 7,41640576 |13,49988542 |13 42726573 | 2,83281152
10 4 0,38196286 | 6,33437696 | 9,16718848 | 7,41640576 | 8,08515967 |13,42726573|13,41665323| 1,75078272
11 5 0,38197425 | 7,41640576 | 9,16718848 | 8,08515967 | 5,49843456 |13,41665323|13,42521883| 1,08202880
12 G 0,38194444 | 7 41640576 | 8,49843456 | 7,82968065 | 8,08515967 |13, 41736505(13,41665323| 0,66875391
13 7 0,38202247 | 7,82968065 | 8,49843456 | 8,08515967 | 8,24295554 |13 41665323 (13 41843921 | 0,41327489
14 a8 0,38181818 | 7,82968065 | 8,24295554 | 798747652 | 8,08515967 |13,41641312 (13 41665323 | 0,25547302
15 9 0,38235294 | 7,82968065 | 808515967 | 7,92736381 | 798747652 |13,41658357|13,41641312| 0,15779587
16 10 0,38095238 | 7,92736381 | 8,08515967 | 7,98747652 | 8,02504606 |13,41641312(13,41642896| 0,09768316
17 11 0,38461538 | 7,92736381 | 8,02504696 | 7,96493425 | 798747652 |13,41644896(|13,41641312| 0,06011271
18 12 0,37500000 | 7,96493425 | B,02504696 | 7,98747652 | 8,00250470 |13, 4164131213 41640808 | 0,03757044
19 13 0,40000000 | 7,98747652 | 8,02504696 | 8,00250470 | 8,01001879 |13 41640808 |13 41641124 | 0,02254227
20 14 0,33333333 | 7,98747652 | B8,01001879 | 7,99499061 | 8,00250470 |13 41640871 (13 41640808 | 0,01502818
21 15 0,50000000 | 7,99459061 | 5,01001879 | 8,00242956 | 800257984 |13,41640806|13 41640809 | 0,00758923
22 16 7,99499061 | 8,00257984

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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O esquema abaixo mostra as sucessivas reducdes do intervalo que contém x*.

Figura 4.4 - Exercicio das duas fabricas — Redugdes sucessivas do intervalo de incerteza pelo método de

Fibonacci.
a1 21 B1 f*l
k=2 ?Ez = b2 Ebz
k=3 g @3 Ps EI*:»'

l{=-'r a??ﬂs bq’
' ﬂ"
k=15 ay5b;5

Fonte: Elaborado pelo Autor.

e SOLUCAO PELO METODO DA SECAO AUREA
A funcdo objetivo ja é conhecida e sabe-se que o ponto de minimo esta contido no
intervalo:
[a; b]=[0;12] = a=0eb = 12.
A precisdo desejada é £ = 0,01.
O namero de iteracdes é calculado pela desigualdade 3.40:

€ 0,01
1 -
n (Lo) In ( 17 )

> bt s 127 L4793
"=106180 ~ " =1n(0,6180)

Entdo sdo necessarias 15 iteracOes para se atingir a precisdo desejada.
A seguir sdo detalhados os célculos para as duas primeiras iteracdes e, na Tab. 4.3 sdo

apresentados os resultados das iteracGes restantes. Neste caso, também foram utilizados 4

casas decimais com arredondamento.

e |teracdol
O intervalo inicial a ser considerado € o intervalo de incerteza original. Assim:
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Utilizando as equag6es 3.37 e 3.38, chega-se a:
a, = a; +p.(by —ay) =0+ 0,3820.(12 — 0) = 4,584;

By =a, + (1—p).(b; — a) = 0 + 0,6180.(12 — 0) = 7,416.

Os valores da fungéo objetivo para tais pontos séo:

f(ay) =+/16 +4,5842 + /4 + (12 — 4,584)2 = 13,7648;

R

F(B) =16 + 7,416 + J4+ (12— 7,416)? = 13,4273,

Como

fla) = f(B1)

entdo, pela proposicédo 3.1, conclui-se que:

e |teracao 2
O intervalo inicial a ser considerado na segunda iteracdo é o novo intervalo obtido ao

final da primeira iteragdo. Assim:

az = al = 4,584’, bz = b1 = 12

Pela proposicao 3.5, conclui-se que:
az = ﬁl = 7,416
e pela equacdo 3.38, chega-se a:

B, = a, + 0,6180.(b, — a,) = 4,584 + 0,6180.(12 - 4,584) = 9,1671.

Os valores da fungéo objetivo para tais pontos séo:

f(az) = f(B1) = 13,4273;

f(B2) = \/16 +9,1671% + \/4 + (12 -9,1671)2 = 13,4695.

Como

flaz) < f(B2)
entdo, pela proposicédo 3.1, conclui-se que:
x* € [ay; B,] = [4,584;9,1671].
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e Resultados de todas as iteracgoes

Tabela 4.3 - Resultados do problema das duas fabricas usando o método da Secéo Aurea.

k (Iteracédo) ax by Ol Bx f(ou) f(By) Ak novo by novo
1 0 12 4,584 7,416 13,7648 13,4273 4,584 12
2 4,584 12 7,416 9,1671 13,4273 13,4695 4,584 9,1671
3 4,584 9,1671 6,3347 7,416 13,4999 13,4273 6,3347 9,1671
4 6,3347 9,1671 7,416 8,0851 13,4273 13,4167 7,416 9,1671
5 7,416 9,1671 | 8,0851 | 8,4982 13,4167 13,4252 7,416 8,4982
6 7,416 8,4982 7,8294 8,0851 13,4174 13,4167 7,8294 8,4982
7 7,8294 | 8,4982 | 8,0851 | 8,2427 13,4167 13,4184 | 7,8294 | 8,2427
8 7,8294 8,2427 7,9873 8,0851 13,4164 13,4167 7,8294 8,0851
9 7,8294 | 8,0851 | 7,9271 | 7,9873 13,4166 13,4164 | 7,9271 | 8,0851
10 7,9271 | 8,0851 | 7,9873 | 8,0247 13,4164 13,4164 | 7,9873 | 8,0851
11 7,9873 | 8,0851 | 8,0247 | 8,0477 | 13,4164 | 13,4165 | 7,9873 | 8,0477
12 7,9873 | 8,0477 | 8,0104 | 8,0247 13,4164 13,4164 | 8,0104 | 8,0477
13 8,0104 8,0477 8,0247 8,0335 13,4164 13,4164 8,0247 8,0477
14 8,0247 | 8,0477 | 8,0335 | 8,0389 13,4164 13,4165 8,0247 | 8,0389
15 8,0247 | 8,0389 | 8,0301 | 8,0335 13,4164 13,4164 | 8,0301 | 8,0389

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Pelos resultados, conclui-se que:
x* €[8,0301; 8,0389].

Uma solucdo para x* pode ser qualquer ponto do intervalo anterior. Por exemplo, o
ponto médio do intervalo: 8,0345 km. Como mencionado anteriormente, observa-se um erro
maior do que o desejado em relacdo ao valor correto (8 km) devido ao nimero de casas
decimais e ao arredondamento usados.

A Tab.4.4 mostra os resultados de cada itera¢cdo com mais casas decimais.
e SOLUCAO PELO METODO DA SECAO AUREA VIA MICROSOFT EXCEL®

OU LIBREOFFICE CALC.

A seguir € apresentada uma planilha com os resultados de todas as 15 iteragdes.
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Tabela 4.4 - Resultados da planilha do problema das duas fabricas pelo o método da Segdo Aurea.

A B C D E F G H
1
3
A
5 - - - - - - -
B 1 o 12 4534 7,416 137647897 | 13,4272805 7,416
7 2 4584 12 7416 9,167088 13 4272805 | 13 4695304 45831
3 3 4584 9,167088 5,33473962 7.416 134993501 | 13,4272805 2,8323
9 4 6,33473962 9167088 7416 808513092 | 134272805 | 13 4166531 1,7511
10 5 7.416 9,167088 8,08513092 | 349817238 | 134166531 | 13,4252093 10822
11 B 7416 849817238 | 7,82938985 | 808513092 | 13 4173683 | 13,4166531 0,688
12 7 7.82938985 | 8,49817238 | B,08513052 | 824269746 | 134166531 | 13,4184348 0,4133
13 3 7,82938085 | 8,24269746 | 708727336 | 808513002 | 13 4164133 | 13 4166531 0,2557
14 g 7,820938985 | 8,08513092 | 7927082504 | 798727336 | 13, 4165849 | 13, 4164133 0,158
15 10 792708294 | 3,08513092 | 708727336 | 802475659 | 13 4164133 | 13 4164285 0,0977
16 11 7,92708294 | 802475650 | 79643094237 | 798727336 | 134164502 | 13,4164133 0,0604
17 12 7960439427 | 802475659 | 798727336 | 8,001695818 | 134164133 | 13416408 0,0375
18 13 708727336 | 8,02475659 | B,00169818 | 801043790 13, 416408 13,4164115 0,0232
15 14 798727336 | 801043799 | 7,99612225 | 8,00169818 | 13 4164084 | 13416408 0,0143
20 15 7,00612225 | 8,01043799 | B8,00169818 | 800496938 13, 416408 13, 4164087 0,0088
21 7,99612225 | B,00496938

Fonte: Elaborado pelo Autor.

PROBLEMA 2 — DIMENSOES DO COPO DE PAPEL

Conteudos do ensino béasico associados: Funcdo, Valor de uma funcdo, Dominio de

uma funcdo, Ponto de minimo de uma funcédo, Grafico de uma funcdo, Volume de um cone,

Comprimento de uma circunferéncia, Areas do circulo e do retangulo e Teorema de Pitagoras.

O PROBLEMA DO COPO DE PAPEL

Um copo de papel em forma de cone é feito de maneira a conter 27 cm?® de agua. Ache

a altura e o raio do copo que usa a menor quantidade possivel de papel.

SOLUCAO.

MODELAGEM MATEMATICA DO PROBLEMA
Sejam r e h, respectivamente, o raio e a altura do cone (onde r, h > 0).

O volume de um cone circular reto é dado por:

V—1 Zh
=3z mrh

(4.3)

ComoV = 27 cm3, entdo
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1 81
“arh=27 = h=—. (4.4)
3 Tr2

A Fig. 4.5 mostra a planificacdo do cone (sem a base, que nao € usada no problema).

Figura 4.5 - Planificacdo da superficie lateral de um cone circular reto.

=
[0}

Comprimento do contorno da base: 2mr

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Com uma simples regra de trés, determina-se a area lateral do cone: a area do circulo
maior (tracejado), ng®, estd para a area do setor circular (escura), A, assim como o
comprimento da circunferéncia maior, 2rg, esta para 2xr.
Assim:
ng? 2mg

= = 4.5
) oy = A=nmnrg, (4.5)

onde g € geratriz do cone.
Através do seguinte triangulo retangulo estabelecemos uma relacdo entre h, r e g.

Figura 4.6. Triangulo retangulo formado por r, heg.

g=VrZ+hn? (4.6)

I

r

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Substituindo 4.6 em 4.5, obtém-se:

A = nr\r? + h2

Substituindo 4.4 na expressao acima, tem-se:
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A=nmr ’rz + (%)2 (4.7)

A figura abaixo apresenta o gréfico da funcéo,

onde r € [0, +x).

Figura 4.7. Grafico da fungdo objetivo do problema do copo de papel.
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

O gréafico mostra que a funcdo é unimodal e o ponto de minimo pertence ao intervalo
[0; 10].
e PROBLEMA EQUIVALENTE

Apos as consideracdes acima, 0 problema se resume a minimizar a funcao objetivo:

A:R* - R,tal A = 2 4 ( 81 )2
:RT - R, = —
alque A(r) =nr |r =

sujeita a condicdo: r* € [0; 10].

e RESOLUCAO PELO METODO DE FIBONACCI VIA MICROSOFT
EXCEL®/LIBREOFFICE CALC
O intervalo onde o ponto de minimo esta contido e a precisdo desejada sao
conhecidos:
[a; b]=[0; 10] = a=0eb = 10.
Adotando € = 0,01 e h = 0,005, tem-se na desigualdade 3.22:
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(1—2h).(b—a)

Fn+1 = €

obtém-se:
; (1-2h).(a—b) _(1+2.0,005).(10 - 0)
nr = £ 0,01
Analisando a "sequéncia de Fibonacci"
(Fo, Fy, Fy, oo, Fis, Frg, ) = (1,1,2,3,...,987,1597,...)

verifica-se que o primeiro nimero de Fibonacci, maior ou igual a 1.010, é 1.597 e

= 1010.

corresponde a F.
Entdo faz-se:
Fry1=Fe = n=15
ou seja, sdo necessarias 15 iteracdes para se chegar no resultado procurado.

A Tab.4.5 apresenta os resultados de cada iteracéo.

Tabela 4.5 - Resultados do problema do copo de papel usando 0 método de Fibonacci.

A B C D E F G H 1

1

3

5

= - - - - - - - - -
7 1 0,3819661% | 0,00000000 | 1000000000 | 3,81966187 | 5,18033813 | 50,50315223 | 120,71168844|6,18033813
8 2 0,38196555 | 0,00000000| 6,18033813 | 2,36067627 | 381966187 | 3852061482 50,50315223 | 3,81966187
2 3 0,38196721 (0,00000000| 381966187 | 1,45898560 | 2,36067627 | 55,91932927 | 35,52061482 | 2,36067627
10 4 0,38196286(1,45898560| 381966187 | 2,36067627 | 291797120 | 3852061482 | 3854978653 | 1,45898560
11 5 0,383197425(1,45898560| 291797120 | 2,01628053 | 2, 36067627 | 4215432437 | 3852061482 |0,90169067
12 B 0,38194444(2 01628053 | 291797120 | 2,36067627 | 2 57357545 | 3852061482 37,73002532 | 0,55720493
13 7 0,38202247 (2,36067627 | 291797120 | 2,57357545 | 270507201 | 37,73002532 | 37,75038743 |0,34439574
14 a 0,33181818(2,36067627 | 2,70507201 | 2,49217282 | 257357545 | 37,90897227 | 37,73002532 |(0,21289919
15 g 0,38235294(2,49217282| 270507201 | 257357545 | 2 62366938 | 37,73002532 | 37,69344389 (0,13149656
16 10 0,38095238(2,57357545| 270507201 | 2,62366938 | 2 65497808 | 37 69344389 37,69846860 | 0,08140263
17 11 0,38461538(2,57357545| 2 65497808 | 2,60488416 | 2 62366938 | 37 70068585 37,609344389 | 0,05009393
13 1z 037500000 2,60488416| 2,65497808 | 2,62366938 | 263619286 | 37,69344389 | 37,69289973 |0,03130870
19 13 0,40000000(2,62366938 | 265497808 | 2,63619286 | 2,64245460| 37,69289973 | 37,69390671 (0,01878522
20 14 0,33333333(2,62366938| 2 64245460 | 2,62993112 | 2 63619286 | 3769274478 | 3769289973 (0,01252348
21 15 0,50000000  2,62366938 | 2,63619286 | 2,62986850 | 2,62999374 | 3769274754 37,69094726 | 0,00632436
22 1e 2,62986850| 2,63619286

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Os resultados da tabela acima mostram que o raio procurado pertence ao intervalo
[2,62986850; 2,63619286]. Como resposta pode-se considerar o ponto médio do intervalo.

Assim,

. _ 2,62986850 + 2,63619286

T = 2,6330 cm

N
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Substituindo o valor encontrado em 4.4, obtém-se:

e RESOLUCAO PELO METODO DA SECAO AUREA VIA MICROSOFT

h*

81

~ 7. 263502

EXCEL®/LIBREOFFICE CALC

A funcdo objetivo ja é conhecida e sabe-se que 0 ponto de minimo estd contido no

= 3,7191 cm

intervalo:
[a; b] = [0; 10] = a = 0e b = 10.
Além disto,
£=0,01.
O namero de iterac@es é calculado pela desigualdade 3.40:
LIS R

>0
" =1106180

> Y
" =1n (0,6180)

Entdo precisamos de 15 iteragOes para atingir a precisao desejada.

A Tab. 4.6 mostra os resultados de cada iteracio do método da Secao Aurea.

Tabela 4.6. Resultados do problema do copo de papel usando o Método da Secdo Aurea.

e=| oot |

p=| 038196601

b= ]

- - - - - - - -
1 0,00000000 | 10,00000000| 3,81966011 | 6,18033989 |50,50311812|120,71175572| 6,18033989
2 0,00000000 | 6,180335985 | 2,36067977 | 3,81966011 |38,52059306| 50,50311812 | 3,81966011
3 0,00000000 | 3,81966011 | 1,45898034 | 2,36067977 |55,91952224| 38,52059306 | 2,36067977
4 1,45858034 | 3,81966011 | 2,36067977 | 2,91796068 |38,52059306| 38,54572476 | 1,45898034
5 145898034 | 2,91796068 | 2,01626124 | 2,36067977 |42,15461658( 38,52059306 | 0,901659944
-] 2,01626124 | 2,91796068 | 2,36067977 | 2,57354214 |38,52059306| 37,73006811 | 0,557280590
7 2,36067977 | 2,91796068 | 2,57354214 | 2,70509831 |537,73000811| 37,75042872 | 0,34441854
3 2,36067977 | 2,70509831 | 2,49223595 | 2,57354214 |37 80877526| 37,73006811 | 0,21286236
9 2,49223595 | 2,70509831 | 2,57354214 | 2,62379212 |37,73006811| 37,693421597 | 0,13155617
10 2,57354214 | 2,70509831 | 2,62379212 | 2,65484833 |537,69342197| 37,69840356 | 0,08130619
11 2,57354214 | 2,65484833 | 2,60459834 | 2,62379212 |37,70085582 | 37,69342197 | 0,05024999
12 2,60459834 | 2,65484833 | 2,62379212 | 2,63565454 |37,893421597| 37,69285250 | 0,03105620
13 262379212 | 2,65484833 | 2,63565454 | 2,64298591 |37,69285290| 37,69403130 | 0,01919379
14 262379212 | 2,64298591 | 2,63112350 | 2,63565454 |37,69270852| 37,69285250 | 0,01186241
15 262379212 | 2,65565454 | 2,62832316 | 2,63112350 |37 69284273 | 37,69270852 | 0,00733137
16 2,62832316 | 2,63565454

Os resultados da tabela acima mostram que o raio procurado pertence ao intervalo
[2,62832316; 2,63565454]. Como resposta pode-se considerar o ponto médio do intervalo.

Assim,

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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2,62832316 + 2,63565454

= > = 2,6320 cm
Substituindo o valor de em 4.4, obtém-se:
h* = 81 = 3,7219
~ 7. 263202 >er7em

Comparando os resultados obtidos pelos dois métodos, observa-se que o intervalo de
incerteza final é mais estreito no caso do método de Fibonacci do que na Secdo Aurea.

Entretanto, pela precisdo procurada, o impacto no resultado ndo é muito significativo.

PROBLEMA 3 — DIMENSOES E VOLUME DA CAIXA

Conteudos do ensino bésico associados: Funcdo, Valor de uma funcdo, Dominio de
uma funcdo, Ponto de minimo de uma funcdo, Grafico de uma funcdo, Volume de um

paralelepipedo reto, Areas do retangulo.

O PROBLEMA DA CAIXA
Se 1200 cm? de material estiverem disponiveis para fazer uma caixa com uma base

guadrada e sem tampa, encontre o maior volume possivel da caixa.

SOLUCAO.
e MODELAGEM MATEMATICA DO PROBLEMA
Sejam | o comprimento do lado da base e h a altura da caixa (I, h > 0).

Figura 4.8. Caixa de base quadrada.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A érea total da superficie da caixa é:

A = 4readabase + 4.4rea de um retngulo lateral = [* + 4lh = 1200 =
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2
b= 1200 -1 . (4.8)

41
O volume da caixa € dado por:
V = &readabase.altura = [2h. (4.9)
Substituindo 4.8 em 4.9, obtém-se:
1200 — [? 3
_ 2 - - 4.10
V=1 a7 300b T ( )

Como

3
V>0 = 3OOZ—Z>O = 0<1<+v1200 cm

PROBLEMA EQUIVALENTE

Apos as consideragdes acima, o problema se resume a minimizar a funcéo objetivo:

V:R—> R, talque V(I) = =300l + I3/4
sujeita a condicdo: [* € [0; v/1200].

O gréfico de tal funcdo é mostrada na Fig. 4.4. Tal grafico foi feito no Geogebra.

Figura 4.9. Gréfico da fungéo objetivo do problema da caixa.
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

RESOLUCAO PELO METODO DE FIBONACCI VIA MICROSOFT
EXCEL®/LIBREOFFICE CALC
O intervalo onde o ponto de minimo esta contido e a precisdo desejada sao

conhecidos:

(a;b) = (0; V1200) = a = 0 e b = +/1200.
Adotando € = 0,01 e h = 0,0005 na desigualdade 3.22:
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obtém-se:

Fn+1 =

&

(1—2h).(b—a)

(1-2h).(b—a) _(1+2.0,0005).(v1200 — 0)

n+1 =

&

Analisando a "Sequéncia de Fibonacci™
(Fo, F]J Fz, ey F17, F18' ...) = (1, 1, 2, 3, veey 2584‘, 4‘181, .. .)

verifica-se que o primeiro numero de Fibonacci, maior ou igual a 3467,57, é 4181 e

corresponde a Fig.

Entdo faz-se:

Fpp1=Fig =

0,01

n=17

= 3467,57.

ou seja, precisa-se de 17 iteracOes para se chegar no resultado procurado.

Tabela 4.7 - Resultados do problema da caixa usando o Método de Fibonacci.

1 0,38196604 | 0,00000000 |34,64101615|13,23169165|21,40932450|-3390,36407926| -3969,50726829|21,40932450
2 0,38196594 (13, 23169165(34,64101615(21,40932450| 26,46338330(-3969,50726829| -3305,86766185(13,23169165
3 0,33196619 (13,23169165 | 26,46338330(18,28575045|21,40932450(-3957,17962289| -3969,50726829| 3,17763235
4 0,38196555 |185,28575045 | 26,46338330| 21,40932450| 23,33980926|-3969 50726829 -3823,37178183 | 505405880
5 0,38196721 (18,28575045 (23 33980926(20,21623521|21,40932450(-3999,29610735| -3969,50726829| 3,12357405
=} 0,38196286 (18,28575045 (21 40932450(19,47883974|20,21623521|-3995,96126765|-3999,29610735| 1,930438476
r 0,38197425 |19 47883974 |21 40932450 20,21623521 | 2067192504 |-3999 29610735( -3993,15182849| 1 19308929
8 0,38194444 (19 47883974 |20,67192904(19,93453357 | 20,21623521|-3999,93578234| -3999,29610735| 0,73739546
9 0,38202247 (19 47883974 (20,21623521(19,76054138|19,93453357 |-3999,14332622|-3999,93578234| 045569383
10 0,38181818 |19,76054138|20,21623521|19,93453357 | 20,04224302 |-3999 93578234 -3999 97321406| 0,28170164
11 0,38235294 (1993453357 (20,21623521|20,04224302 | 20,10852576(-3999,97321406| -3999,82301284| 0,17399219
12 0,38005238 (1993453357 |20,10852576(20,00081631 | 20,04224302 |-3999,99999000| -3999,97321406| 0,10770945
13 0,38461538 |19,93453357|20,04224302 | 19,97596028 | 20,00081631 | -3999 99133485| -3999 99999000 | 0,06628274
14 0,37500000 (1997596028 | 20,04224302 (20,00081631 | 20,01738699(-3999,99999000| -3999,99546407 | 004142671
15 0,40000000 (1997596028 (20,01738699(19,99253097 | 20,00081631 |-3999,99916331| -3999,99999000| 0,02485603
16 0,33333333 |19,99253097 | 20,017386599 | 20,00081631 | 20,00910165|-3999,99999000( -3999 99875721 | 0,01657068
17 0,50000000 (1999253097 ( 20,00910165 ( 20,00073346 | 20,00089916 | -3999,99999193 | -3999 99998787 | 0,00836820
18 1999253007 | 20,00089916

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Os resultados da Tab. 4.7 mostram que o comprimento 6timo pertence ao intervalo

[19,99253097; 20,00089916]. Como resposta, pode-se considerar o ponto médio do intervalo.

Assim,

. 19,99253097 + 20,00089916 _ 5

0 cm

2

Substituindo o valor encontrado em 4.9, obtém-se:
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. 1200—1*> 1200 —20?
B 41 T 4.20

=10 cm

Logo, o0 maior volume é
V = 20210 = 4000 cm3

e RESOLUCAO PELO METODO DA SECAO AUREA VIA MICROSOFT
EXCEL OU LIBREOFFICE CALC
A funcdo objetivo ja é conhecida e sabe-se que 0 ponto de minimo estd contido no

intervalo:
(a;b) = (0; V1200) = a = 0 e b = +/1200.
Além disto,
£ =0,01.
O numero de iterac@es é calculado pela desigualdade 3.40:

> v
" =10,6180
Portanto sdo necessarias 17 iteracBes para atingir a precisdo desejada.

> V_&eluv
" =1n (0,6180)

= 16,93

A tabela seguinte mostra os resultados de cada iteracdo do método da Secdo Aurea.

Tabela 4.8 - Resultados do problema da caixa usando o Método da Segdo Aurea.

w - w - w - w
1 0,00000000 |34,64101615|13,23169076| 21,40932539 | -3390,36392976 | -3969,50722950| 21,40932539
2 13,23169076|34,64101615(21,40932539 | 26,46338153 | -3969,50722950 | -3305,86806106(13,23169076
3 13,23169076|26,406338153 | 18,28574691 | 21,40932539 | -3957,17944840 | -3969,50722950( B,17763462
4 18,28574691|26,46338153|21,40932539 | 23,33980305 | -3969,50722950| -3823,37245529( 505405614
3 18,28574691|23,33980305 | 20,21622457 | 21,40932539 | -3999,29017671 | -3969,50722950( 3,12357848
& 18,28574691|21,40932539|19,47884772 | 20,21622457 | -3995,96139073 | -3999, 29617671 1,93047767
7 19,47884772|21,40932539|20,21622457 | 20,67194853 | -3999,29017671 | -3993,15142886( 1,19310081
3 1947884772 |20,67194853|19,93457168 | 20,21622457 | -3999,93585704 | -3999, 29617671 0,73737685
9 1947884772 |20,21622457|19,76050062 | 19,93457168 | -3999,14303510 | -3999,93585704 | 0,45572396
10 1976050062 |20,21622457|15,93457168 | 20,04215351 | -3999,93585704 | -3999,97332750( 0,28165290
11 1993457168 |20,21622457 | 20,04215351 | 20,10864274 | -3999,97332750 | -3999,82263074| 0,17407106
12 1993457168 |20,10864274| 20,00106091 | 20,04215351 | -39959,99998312 | -3999,97332750( 0,10758183
13 1993457168 |20,04215351|19,97566428 | 20,00106091 | -3999,99112020 | -3999,99998312 | 0,06648923
14 1997566428 |20,04215351 | 20,00106091 | 20,01675689 | -3999,99998312 | -3999,99578693 | 0,04109260
15 1997566428 |20,01675689|19,99136026 | 20,00106091 | -3999,99888048 | -3999,99998312 | 0,02539663
16 1999136026 |20,01675689 | 20,00106091 | 20,00705624 | -39959,99998312 | -3999,99925305( 0,01569598
17 1999136026 | 20,00705624 | 19,99735559 | 20,00106091 | -3999,99989511 | -3999 99998312 | 0,00970065
18 1999735559 |20,00705624

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Os resultados da Tab. 4.8 mostram que o comprimento 6timo pertence ao intervalo
[19,99735559; 20,00705624]. Como resposta pode-se considerar o ponto médio do intervalo.

Assim,
19,99735559 + 20,00705624
[F = = 20 cm
2
Substituindo o valor encontrado em 4.9, obtém-se:
1200 —[? 1200 — 202
h* = = =10 cm

41 4.20
Logo, o maior volume é

V =202%.10 = 4000 cm?
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho foi desenvolvido, por meio de uma pesquisa bibliogréfica, visando
apresentar dois métodos de otimizacgo: Fibonacci e Se¢do Aurea. A proposta foi construir tais
métodos partindo de um conhecimento inicial relevante, que no caso é o conhecimento sobre
Funcdes.

Aqui ndo se propde incluir o conteldo de otimizagdo no curriculo do ensino médio,
mesmo porque ja se tem muito conteudo a ser trabalhado (e nem sempre se consegue abordar
tudo). Sugere-se que os metodos apresentados neste trabalho sejam trabalhados como
atividade complementar, como uma espécie de iniciacdo cientifica. Caso se deseje, ou exista
uma disciplina de informatica, os métodos em questdes podem ser introduzidos, no estudo de
planilhas eletrdnicas, como aplicacdo do estudo de Funcdes.

Muitos detalhes (como algumas demonstracBes) podem ser omitidos quando
apresentados aos alunos. E também interessante trabalhar o conceito de convergéncia de
sequéncias numéricas. Como ja mencionado, na introducdo, uma atividade que trabalha como
esse conceito € o de adivinhar o preco de um produto.

Deve-se observar, também, que reunindo os resultados de cada iteracdo dos Métodos
de Fibonacci e da Secdo Aurea, criam-se sequéncias que convergem (pelos teoremas
abordados no segundo capitulo) ao resultado desejado.

A proposta de construir o conhecimento visa desenvolver e dar naturalidade a
conteldos matematicos ja vistos, bem como assimilar novos conceitos.

A propria resolucdo dos problemas da mais sentido em encontrar o valor de uma
funcdo, do que propriamente problemas do tipo: Calcule f (2).

Uma questdo que deve ser deixada clara é que os metodos de Fibonacci e da Secéo
Aurea n3o resolvem todo tipo de problema de otimizacdo. Apresentam limitagdes, mas nem
por isso deixam de ser interessantes e Uteis, em especial, no contexto do ensino médio.

Uma limitagdo dos dois métodos € que eles se aplicam apenas para fungdes unimodais
dentro de um intervalo fechado (intervalo de incerteza). E isto foi um dos problemas que se
pode verificar na aplicagdo dos métodos: saber se uma funcéo é ou ndo unimodal. Essa analise
nem sempre pode ser feita apenas com conhecimento de conteddos do ensino médio. Por isso,
usou-se 0 Geogebra para gerar os graficos e fazer uma andlise da funcdo. Apesar disto, o
processo ndo deixa de ser interessante ja que explora e da sentido a diversos conteddos

conhecidos pelo publico a que se destina.
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Com relacdo a convergéncia dos resultados obtidos nos dois métodos citados, pode-se
observar que mesmo aplicando o método corretamente o resultado pode nédo ser o esperado.
Como ja foi mencionado, no problema das duas fabricas (problema 1 do capitulo 4) os
intervalos de incerteza obtidos ([8,0323; 8,0399] pelo método de Fibonacci e [8,0301; 8,0389]
pelo método da Secdo Aurea), ndo contém o valor exato do ponto de minimo que 8. A
diferenca entre um valor desse intervalo e o valor exato supera a precisdo 0,01. O problema
ocorreu devido a limitacdo dos calculos a quatro casas decimais e ao arredondamento
utilizado; quando se usou mais casas decimais o resultado ficou dentro do esperado.

A resolucdo dos problemas propostos pelo Método de Fibonacci e pelo Método da
Secdo Aurea permite concluir que o segundo método é preferivel ao primeiro. Um dos
problemas do Método de Fibonacci é que se tem que buscar primeiro o enésimo e 0 enesimo
primeiro nimero de Fibonacci para iniciar o método. N&o sé isto, mas em cada iteracdo, deve-
se sempre obter os dois numeros consecutivos de Fibonacci que geram o “py” necessario para
obter “ou”” e “Bi”. Perde-se tempo com isto, o que ndo ocorre com o Método da Secdo Aurea,
j& que “p” é constante em tal método. Além disto, o fato, de ndo buscar o raio (“p”) em cada
iteracdo torna 0 método mais simples (menor custo computacional).

Como demonstrado, no teorema 3.1, o Método de Fibonacci é o método que melhor
otimiza o intervalo de incerteza nas condi¢des adotadas neste trabalho: Func¢bes unimodais,
com reaproveitamento de um dos pontos obtidos em cada iteracao (“oi” ou “Bk”), isto €, o
antigo a. se torna o0 novo  (ou vice-versa). Tal fato foi observado nos problemas propostos, o
intervalo de incerteza final obtido pelo método de Fibonacci em geral foi mais refinado do
que o da Secdo Aurea. No entanto, ndo se percebe alteracdo significativa no nimero de
iteragBes e os resultados encontrados ndo tém diferencas significativas.

Reunindo esses argumentos conclui-se que o Método da Secdo Aurea é preferivel ao
de Fibonacci.

Uma sugestdo para outros trabalhos é utilizar a mesma proposta (de partir de um
conhecimento inicial relevante e construir um novo conhecimento) para a resolucdo de
problemas elementares envolvendo a obtencdo de raizes de equacfes nao lineares ou mesmo

incluir outras técnicas de otimizacao.
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APENDICE A: RESOLUCAO DE PROBLEMAS ELEMENTARES DE
OTIMIZACAO COM GEOGEBRA E SOLVER

A seguir sdo apresentados dois programas que permitem resolver problemas
“elementares” de otimizacdao. O primeiro ¢ 0 GEOGEBRA, programa muito utilizado para
construcdes geometricas. Este software é gratuito e pode ser encontrado através da péagina
www.geogebra.org. J& o segundo aplicativo, SOLVER, é um complemento do Microsoft
Excel®.

Al. OTIMIZACAO NO GEOGEBRA

O Geogebra oferece dois comandos, Minimo e Maximo, que permitem obter, dentro
das limitagGes do programa, o resultado de um problema de otimizacao.

Para exemplificar o uso do comando Minimo e retomado o problema das duas
industrias dado no capitulo 4. O uso do comando Méaximo é analogo. O procedimento para
resolver tal problema é dado a seguir.

No campo de Entrada (parte inferior, como mostrado na Fig. A.l) digita-se a
expressao da funcéo objetivo:

C(x) = sart(x"2 + 16) + sqgrt(x"2 - 24x + 148)

onde sqrt() é a raiz quadrada da expressao indicada dentro do parénteses.

Figura A.1 - Digitagdo da fun¢do no campo de entrada do Geogebra.

7 GeoGebra (==
% =k ;

Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda Entrar.

iiiiiiiiiii

» Janela de Algebra () | ~ Janela de Visualizagio (=]

%

k] -4 2 o 2 4 8 S 10 12 14 18 18 20 22 24 28 28

Entrada] C(x) = sqrt(x® + 16) + sqri(x* - 24x + 148)| s @

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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http://www.geogebra.org/

Ap0s digitar a expressdo de C(x) aperte a tecla ENTER, como ilutra a Fig. A.2.

Figura A.2 - Grafico da fungdo C: R —» R, com C(x) = Vx2 + 16 + vVx2 — 24x + 148

€Y GeoGebra |- S
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
) @]
llL_JL_J_JL_J_Jt:J - i
» Janela de Algebra - Jane\ade\l\suahmg&u B]
= Fungio o
9 Cx) = V416 + vx' c

2

20

18

18

14]

q

12

10

8

8

4

2

o

. T T s

Enftrada: 1@

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Digita-se no campo de Entrada o comando que ira fornecer o ponto de minimo da
funcdo, conforme a Fig. A.3.

Minimo[C(x),0,12]

A sintaxe de tal comando é a seguinte:

Minimo[Funcéo objetivo, extremidade inicial do intervalo de incerteza, extremidade final do intervalo de incerteza]

Figura A.3 - Comando para achar o minimo da fungéo C.

<7 GeoGebra =0 E=8 X5
Arquivo Editar Exibir Opghes Feramentas Janela Ajuda Entrar
o asc| @)
\/ 3
)
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio =
= Fungdo ‘.v > M=
— 2416 i
Y Cx) = Vx2+16 + 4/ <
22
204
184
18
14
4
124
104
a4
o4
4]
5]
T T u T T T T T T T T T T T T T T
0 i, b -6 -4 -2 o 2 4 L] ] 10 12 14 18 18 20 22 24 26 28
Entrada{Mi C000,0,12]) s @

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Ao apertar a tecla ENTER aparecerd o ponto de minimo da fungdo, conforme a Fig.

A4
Figura A.4 - Ponto de minimo da funcéo C.
¥ GeoGebra \i‘\i"é‘
Arquive Editar Exibir Opges Feramentas Janela Ajuda Entrar...
B B RS ()5 N = = B 0%
¥
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio (]
= Fungio |.v ® v Anvw

@ C(x) = VX2 L 16 4+ X
= Ponto

3 [A=1(8,13.42) a2

)

C

T T T T T ; T T T T T T T T T ,
- m D R -4 -2 o 2 4 G 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

Entrada:

@

Fonte: Elaborado pelo Autor.

O resultado € apresentado com duas casas decimais, porém ha outras opc¢des
disponiveis: basta que se clique em OpcGes, na barra de menu, e em seguida escolhe-se 0

numero de casas desejado em Arredondamento, conforme ilustra a Fig. A.5.
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Figura A.5 - Opgdes de nimero de casas decimais.

€7 exerfabrica.gghb = | S|
Arquivo Editar Exibir Ferramentas Janela Ajuda
Descriches Algébricas 3
[} A / x ABC ||| a=2 ._I..
e | © Pontos Sobre a Walha be N i i ) &
b Janela de Algebra Arredondamento | 0 Casas Decimais B
= Funcdo 1 Casa Decimal
T 4 Rotular A
P C(x) = vx? © 2 Casas Decimais
= Ponto [A] Tamanho da Fonte ) 3 Casas Decimais
@ A=8,1342) Idioma ! 4 Casas Decimais
5 Avangado 5 Casas Decimais
& .
10 Casas Decimais
E Gravar Configuracies 15 Casas Decimais
Restaurar Configuracdo Padrio
3 Algarismos Significativos
5 Algarismos Significativos
10 Algarismos Significativos
15 Algarismos Significativos
&
124
104
g
&
ad
2]
o
5 — . & 4 2 [ 2 4 5 ] 10 12 14 18 18 20 22 24 2 26
Entrada: @

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A2. OTIMIZACAO COM O SOLVER (COMPLEMENTO DO EXCEL)

Outro aplicativo que permite a resolucdo de alguns problemas de otimizacdo é o
SOLVER, um suplemento do Microsoft Excel®. Tal suplemento nem sempre esta disponivel
na aba DADOS do Excel®. Caso ndo esteja, 0s passos abaixo mostram como habilita-lo.

1) Clique no Botdo Office (circulo do canto superior esquerdo), conforme ilustra a Fig. A.6.

Figura A.6 - Instalacdo do SOLVER: Passo 1 - Botéo Office.

Cla )+ Pastal - M
- i Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo E
B # Calibri -l - A == | = Geral
Colar N I §-||iE-|d-A-E = =||EE | H-||2E- ¢
Area deTr.. = Fonte la Alinhamento Fl N
Al - fa‘r|
A B L D E G H
o I
2
3
a4
5
6

Fonte: print screen do software Microsoft Excel®
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2) Clique em Opcoes do Excel, como na Fig. A.7.

Figura A.7 - Instalagdo do SOLVER: Passo 2 - Op¢des do Excel.

@ A g = Pastal - Microsoft Excel
Desenvolved
Documentos Recentes i =
Nove | .|| liFo
| i Fo
~ b .00 )
Abrir Pl [ st
T
=
H Salvar
1 E
J
H Salvar como  #
=
Imprimir »
>
“#| Preparar ¥
_ﬁ Enviar >
- Publicar >
LY
| Eechar
1) Opedes doBxcel | X Sair do Excel
5T
- hri ; ®
Fonte: print screen do software Microsoft Excel
3) Cligue em Suplementos, como na Fig. A.8.
Figura A.8 - Instalacdo do SOLVER: Passo 3 - Suplementos.
— —
{ ;3/ =l B
! Opgoes do Excel @
BRI ] &
J | Mais Usados . . 7]
= _&3’ Altere as opgdes mais populares no Excel.
s Farmulas -
K v Fil
Area deTr.. Revisdo de Texto Opcdes principais para o trabalho com o Excel
A Salvar Mastrar Minibarra de Ferramentas apds selecdo [ ]
A 4 Habilitar Visualizacao Dindmica
Avancado
1 y Maostrar guia Desenvolvedor na Faixa de Opedes (i
2 Personalizar Esquema de cores: Azul E|
3 > Suplementos Estilo de dica detela: | Mostrar descricdes de recursos em dicas de tela E
4 c
5 Central de Confiabilidade Crie listas para uso em classificacdes & seqUéncias de preenchimento: | Editar Listas Personalizadas...
6 Recursos
Ao criar novas pastas de trabalho
7
8 Usar esta fonte: Fonte do Corpo El
£} Tamanhao da fonte: 11 lz‘
de Modo de exibicdo padrdo de novas planilhas: | Exibicdo Mormal |z|
11 -
12 Incluir este numero de planilhas: 3 52
13 Personalizar a cdpia do Microsoft Office
14
15 Mome de ysuario:
16 Escalha os idiomas a serem usados com o Microsoft Office: Configuracdes de Idioma...
17
18
13
20
21
22
23
24
= |
WA M

Fonte: print screen do software Microsoft Excel®
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4) Selecione a opcédo Solver, como na Fig. A.9.

Figura A.9 - Instalacdo do SOLVER: Passo 4 - Solver.

r'e

Area de Tr...

w |~ |e vk |w ||

HEEERNREEEREEEEE
Bl@ NP QD e(ae Blw Rk S

25
M4 » M

Opgdes do Excel
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Salvar Haome Local Tipo &
Avancada Suplementos de Aplicativo Ativos

ABBYY FineReader 11 MSExcel COM Add-In
Microsoft Visual Studio 2008 Tools for Office Design-Time Adaptor for Excel 2003
Microsoft Visual Studio 2008 Tools for Office Design-Time Adaptor for Excel 2007

Personalizar

Suplementaos

Central de Confiabilidade

Suplementos de Aplicativo Inativos
Assistente de Pesquisa

Assistente de Soma Condicional
Cabecalhos e Rodapés

Conteldo Invisivel

Dados XML Persanalizadas

Data (Listas de marcas inteligentes]
Ferramentas de Analise
Ferramentas de Analise - VBA
Ferramentas para o Euro

Linhas & Colunas Qcultas

Microsoft Adions Pane

Microsoft Actions Pane 3

Nome (Destinatarios de email do Qutlook)
Planilhas Ocultas

Solver

Recursos

Suplemento de CO
Suplemento de CO
Suplemento de CO

Suplemento do Ext|
Suplemento do Ext|
Inspetor de Docum)
Inspetar de Docum)
Inspetor de Docum)
Marca Inteligente

Suplemento do Ext|
Suplemento do Ext|
Suplemento do Ext|
Inspetar de Docum)

Pacate de Expansé
Pacote de Expansa
Marea Inteligente

Inspetar de Docum

AM_Suplemento do Exc T

VEBA do Assistente para Internet
4| 111

| r

sl
Filt

Suplementa:  Salver
Editor:
Local: C\Program Files\Microsoft Office\Officel 2\Libran/\SOLVER\SOLVER. XLAM
Descricdo: Ferramenta para otimizacdo e solucio de equacdes
Gerenciar: | Suplementos do Excel E|

5) Clique em Ir,

Fonte: print screen do software Microsoft Excel®

como na Fig. A.10.

Figura A.10 - Instalagdo do SOLVER: Passo 5 - Ir.

H9o-®-0)+
a
"]’ Opgdes do Excel -5
B 9 Mais Usad
) Mais Usados r
o = LG:% Exiba e gerencie suplementas do Microsoft Office.
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A svaneado Suplementos de Aplicativo Ativos
1 N ABEYY FineReader 11 MSExcel COM Add-In Suplementa de CO
5 Personalizar Microsoft Visual Studio 2008 Tools for Office Design-Time Adaptor for Excel 2003 Suplementa de CO
Microsoft Visual Studio 2008 Tools for Office Design-Time Adaptor for Excel 2007 Suplementa de CO
£ Suplementos o
a4 Suplementos de Aplicativo Inativos
5 Central de Confiabilidade Assistente de Pesquisa Suplemento do Ex¢
Assistente de Soma Condicional Suplemento do Exe
6 Recursos Cabegalhos & Rodapés Inspetor de Docum|
7 Conteudo Invisivel Inspetor de Docum
2 Dados XML Personalizados Inspetor de Docum
Data (Listas de marcas inteligentes} Marca Inteligente
9 Ferramentas de Analise Suplementa do Exe
10 Ferramentas de Analise - VBA Suplementa do Exe
& Ferramentas para o Eura Suplemento do Ext
Linhas & Colunas Ocultas Inspetor de Docum|
12 Micrasoft Actions Pane Pacote de Expansd
13 Micrasoft Actions Pane 3 Pacote de Expansa,
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15 Solver Suplemento do Exg
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« m »
17
Suplemento:  Solver
18 Editor:
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24
"
M4 b M

s
[Fir

Fonte: print screen do software Microsoft Excel®
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6) Selecione a opgéo Solver, como na Fig. A.11.

Figura A.11 - Instalacdo do SOLVER: Passo 6 - Selecionar Solver.

=" Geral M=

=

Suplementos

Suplementos disponiveis:

|:| Assistente de Pesquisa

[7] Assistente de Soma Condicional
[T]Ferramentas de Andliss

[Tl Ferramentas de Andlise - VBA
|:| Ferramentas para o Euro

v

VBA do Assistente para Internet

- QK
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Ferramenta para otimizacdo e solugio de equagdes
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= - ||| G - g <0 ,00 e Clag
B 53~ % onof| % 78 = Estilos de Célula ~ [ Formatar~ | (27 o
Alinhamenta El Nimero Ta Estilo Células

F G H I K M N

Fonte: print screen do software Microsoft Excel®

7) Clique em OK, como ilustra a Fig. A.12, e assim a op¢do estara instalada.

TI]

Figura A.12 - Instalagcdo do SOLVER: Passo 7 - OK.

Suplementos

Suplementos disponiveis:
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E possivel, dependendo das opcdes selecionadas durante a instalagio do Office, que
apareca uma mensagem pedindo para o usuario inserir o CD de Instalacdo do Office. Depois

de instalado, a opc¢éo aparecera na aba DADOS, conforme ilustra a Fig. A.13.

Figura A.13 - Instalacdo do SOLVER: Passo 8 - Dados.

Pastal - Microsoft Excel

RE

jcio Inserir Layout da Pagina F$ Dados Revisdo Exibicdo Desenvolvedor
ﬂ ;_‘ﬂ Conexdes Al ‘E LF i Limpa % :*:"12 = |=f validagio de Dados ~ | & Agrupar - 22
Z Z|h = e _
= ' Propriedades U5 Reaplica S== = i Consolidar A Desagrupar = ~=

Atualizar il Classificar | Filtro \';' - Texto para Remaover o . =
tudo~ = 7 fvancado colunas Duplicatas =2 Teste de Hipoteses - iu Subtotal
Conexdes Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Estrutura de Tapicos ™= Analise
1 v £ |
B C D E G H I J K 2 M N
L]

Fonte: print screen do software Microsoft Excel®

A seguir, segue o procedimento para resolver o problema das duas inddstrias pelo

Solver.
Digita-se na célula Al, conforme a Fig. A.14, a formula:

~raiz(16+A3°2)+raiz((4-(12-23)"2)

Figura A.14. Digitacéo da fungdo objetivo.

’Egn\ = 9 - = Pastal - Microsg
— Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dadaos Revisao Exibica
2 Coneaes |
Obter Dados || Atualiza 1 Cla 0 i T Rem
Externos = - ' . AVancado up
Conexdes Classificar e Filtrar Feri
CONT.SE v(» KW J‘.'w| =raiz{16+a3"2)+raiz{4+{12-a3)"2)

A B C D E F G H
1 |=raiz(16+a3*2)+raiz(4+{12-a3}"2)

1]

2
3
4
5

Fonte: Elaborado pelo Autor.

em seguida aperte ENTER. Aparecera o valor da funcdo objetivo para x igual ao valor
presente na célula A3, conforme mostrado na Fig. A.15. Como ndo h& nada na célula

referenciada (A3), o programa entende que é zero, assim é calculado f (0).
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Figura A.15. Valor da fungdo C para x igual ao valor contido em A3 (zero).

I-”t-u:j -3 - Pastal - Microsoft Excel
W Ciad
Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicdo Desenvolvedor
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i B C D E F G H | |
1 15.15553!
2
3
4

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Agora digita-se em A3 o valor 0 e em B3 o valor 12, que correspondem as
extremidades do intervalo de incerteza. Apos, selecione a op¢do Solver, conforme ilustra a
Fig. A.16.

Figura A.16 - Digitacdo do intervalo de incerteza.

.'/ﬁ:;\ HY-=-1 )+ Pastal - Microsoft Excel
y Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibigdo Desenvolvedor O
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c3 - e |
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0 12I !

bn (B W p |

Elaborado pelo Autor.

Aparecera uma caixa como na figura abaixo.
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Figura A.17 - Pard@metros do Solver.
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Fonte: print screen da caixa de dialogo dos Parametros do Solver.

Nesta caixa de dialogo registra-se, no campo 1, o local onde foi digitada a formula que
indica a fungdo objetivo ($A$1). No campo 2, seleciona-se Min, j& que se deseja o ponto de
minimo. No campo 3, indica-se onde se encontram as extremidades do intervalo de incerteza.
No caso $A$3:$B$3.

Os campos 1 e 3 podem ser preenchidos com a ajuda do “quadrinho” com uma seta
vermelha ao lado. Quando se clica nela, abre-se uma janela, dai com o mouse basta selecionar
diretamente as células que fardo parte do campo.

ApOls os trés passos anteriores, basta clicar em “Resolver” que em instantes sera
registrado na célula A3 o valor, com uma aproximagdo de 0,0000001, do valor procurado.

Digite “OK” para a nova janela se quiser manter o valor na célula A3, conforme a Fig. A.18.
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Figura A.18 - Ponto de minimo da funcdo objetivo com erro de 0,000001.
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Na Fig. A.19, pode-se observar a presen¢a do botdo “Opcbes”. Ao ser clicado ele ird
Ainda ha a

Fonte: Elaborado pelo Autor.

fornecer detalhes adicionais sobre a busca, como precisdo e método da busca.

opcao de mostrar o resultado de cada iteracdo do método escolhido.

Figura A.19 - Opcdes do Solver.
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Fonte: print screen da caixa de didlogo das OpgGes do Solver.
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Naturalmente, tanto o Solver como Geogebra estdo limitados aos métodos que eles
utilizam para determinar os valores 6timos. No caso do Solver, a Fig. A.18 mostra que a

opcao usada foi o0 método de Newton.
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