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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal possibilitar a compreensdo de
conceitos fisicos utilizando fundamentos basicos de matemética. Neste sentido,
pretende-se evidenciar tanto os fendmenos que ocorrem na natureza quanto 0s
fenbmenos que ocorrem em manipulacdes de laboratérios. No presente estudo, €
possivel perceber que a matematica é de fundamental importancia no estudo dos
fenbmenos fisicos. Um vasto estudo € feito acerca de conceitos matematicos que,
em seguida, serdo aplicados a varios tipos de problemas, sendo possivel
compreender aspectos fundamentais envolvendo grandezas fisicas. Com o objetivo
de vivenciar as aplicacdes na pratica, sdo construidos protoétipos robéticos utilizando
os kits LEGO MINDSTORMS, simulando situacfes reais da natureza e confrontando

os calculos com resultados te6ricos classicos.

Palavras-chave

Matematica Béasica, Fenbmenos Fisicos, Aplicacbes da Matematica na Fisica,
Robdética, Lego Mindstorms.



Abstract

This work aims to enable the understanding of physics conceptions utilizing
basic foundations of mathematics. In this regard, the aim is to highlight both those
the phenomena that occur in nature as the phenomena which occur in laboratory
manipulations. A extensive research is made about mathematical concepts that will
subsequently be applied to several types of problems, being possible understand
fundamental aspects involving physical quantities. With the goal to experience the in
practice applications, robotic prototypes using LEGO MINDSTORMS kits, simulating
real situations of nature and confronting of the computations with classical theoretical

results are built.

Keywords

Basic Mathematics, Physical Phenomena, Applications of Mathematics in the
Physics, Robotics, Lego Mindstorms.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

Para a compreensdo dos fendmenos fisicos e das leis que regem tais
fenbmenos, deve-se obter um modelo matematico, onde se define as grandezas
fisicas nele envolvidas, ou entdo desenvolver na pratica aparelhos que mensurem
ou estimem a quantidade da grandeza no fendbmeno e/ou situacao-problema. Neste
modelo matematico, muitas vezes, se faz necessario demonstrar propriedades,

teoremas, lemas, corolérios, com o objetivo de validar tais situagdes.

A ciéncia busca um melhoramento do proprio homem encontrando novas
técnicas e maquinas que facilitem o trabalho e progresso nas mais variadas areas
do conhecimento. Neste sentido, um esfor¢co deve ser empreendido no que tange as
varias técnicas empregadas no ensino aprendizagem dos mais diversos conteudos.
O ideal é fazer com que haja uma edificacdo do conhecimento de modo mais
eficiente, consiste em se dominar “ferramentas” que possibilitem a construcdo de
conceitos mais detalhados, tendo assim, uma ideia bem elaborada do problema em

questao.

A proposta consiste em abordar os movimentos, ndo somente com O
equacionamento de funcdes que exprimem a posicéo, a velocidade, a aceleracdo no
tempo, mas também descobrir a causa de tal movimento, ou seja, as forcas
envolvidas, a energia, a quantidade de movimento, o0 momento de inércia, o
momento angular, o torque. A matematica € de suma importancia nos calculos
exatos na execucdo de uma peca, um robd, na indlstria de automacdo, na

construcdo de um estadio de futebol, da mecéanica estatistica dentre outros.

E notdrio que a utilizacdo de novas tecnologias possui grande importancia no
ensino-aprendizagem. Assim, a robdtica ganha cada vez mais espaco, pois, € uma
ciéncia que permite uma visdo concreta para a melhoria de um determinado sistema.
Neste sentido, é importante que haja uma interacédo entre 0 homem e o computador
(softwares e hardware), onde se busque conceber os fendmenos fisicos e

matematicos que regem o sistema.
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Seré enfatizado o posicionamento do moével (ou particula), a velocidade, a
aceleracéo, as forcas envolvidas, a energia no decorrer do movimento, a quantidade
de movimento do mével e a inércia envolvida. Com isso, busca-se construir todos os
conceitos da mecanica, de tal forma que haja uma melhor compreensédo dos mais

variados conceitos relacionados ao tema em questao.

Compreender os fendmenos que ocorrem na natureza desde os primordios da
humanidade, bem como seu equacionamento nao é tarefa simples. Por isso, neste
trabalho, propde-se estudar os conteudos referentes ao ensino basico, utilizando
conceitos da Matematica e da Fisica com o objetivo de se atingir melhores
resultados. A principal motivacdo deste trabalho € evidenciar uma abordagem
diferenciada para que se tenha uma maior satisfacéo ao se estudar tais conteudos e,
assim, obter melhores resultados. Neste sentido, a metodologia aqui sugerida pode
facilmente ser aplicada no ensino de conteudos para a rede basica de educacao.
Resta ainda dizer que o tema escolhido para este trabalho se deve a grande
experiéncia do autor como professor de Fisica e Matematica na rede publica de

educacéo, o que possibilitou a construcao da metodologia empregada.
O presente trabalho foi desenvolvido como segue:

No Capitulo 2, sdo abordados conceitos basicos tanto de Matematica
Elementar quanto da Fisica, também ¢é feita uma introducdo aos vetores e suas
operacgles visando construir um conhecimento basico a ser utilizado no decorrer do

trabalho.

Ja no Capitulo 3, utilizou-se dos conceitos do capitulo anterior para
desenvolver os topicos relacionados a mecanica, uma vez que a grande maioria das

grandezas séo vetoriais.

A seguir, no Capitulo 4, sdo desenvolvidas praticas educacionais onde se tera

a oportunidade de ver na pratica a aplicacdo da teoria estudada.

Finalmente, no Capitulo 5, sdo apresentadas as conclusdes e perspectivas de

trabalhos futuros.
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CAPITULO Il

INTRODUCAO AO ESTUDO DE VETORES

Em ciéncias aplicadas, verifica-se a existéncia de um grande numero de
grandezas que ficam bem definidas, apenas com seu valor numérico, estas séo
denominadas de grandezas escalares. Entretanto, muitas delas, além do seu valor
numérico (mddulo), necessitam de uma orientacdo (direcdo e sentido), tais
grandezas sao denominadas de grandezas vetoriais, para isto, elas sao
representadas por um vetor (segmento de reta orientado, com origem e
extremidade), onde o mesmo representa as trés (3) caracteristicas da grandeza

fisica vetorial que sdo: modulo, direcao e sentido.

a
A B
Origem Extremidade
do vetor. do vetor.

Figura 2.1. llustracdo de um vetor

Na Fig.(2.1), @ é o vetor, ||AB|| ou |ldll representam o médulo (comprimento)

da grandeza fisica; AB representa a direcdo da grandeza fisica; A para B representa
o0 sentido da grandeza fisica. Para facilitar a escrita, no decorrer do trabalho o

maodulo do vetor ||d|| sera descrito apenas por a.

A velocidade, aceleracdo, for¢a, impulso, quantidade de movimento, posicao,
deslocamento, torque, momento angular, campos (gravitacional, elétrico e

magnético), sdo alguns exemplos de grandezas fisicas vetoriais.

Se a grandeza fisica vetorial a for, por exemplo, a velocidade, esta sera

representada por v, a mesma é medida no Sistema Internacional (SI) em m/s, pois,

-

— . AY -
Vv =limy,0—, em que AF representa o vetor deslocamento e At representa o
At—0 At

intervalo de tempo. Tal fato € ilustrado na Fig.(2.2).
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Figura 2.2. Representagéo do vetor velocidade

Observando a Fig.(2.2), verifica-se que o comprimento do vetor Vv é expresso

por:
VIl = v =17].1ldll = 7 (2.1)

sendo que u representa o vetor unitario. Portanto, se médulo de U vale 1, entdo, tem-

se: v=7m/s.

2.1 Adicao de Vetores

Muitas vezes faz-se necessario, somar velocidades, forcas, dentre outras,
portanto, tem-se que soma-las vetorialmente. Ao se efetuar a soma entre dois ou
mais vetores, eles tem que ser de mesma natureza fisica, velocidade s6 podera ser

somada a velocidade, e assim por diante.

A soma de dois vetores, v, e V,, que representam a velocidade de duas

particulas, € ilustrado na Fig.(2.3):

Figura 2.3. Soma de vetores: (a) Soma de vetores de mesma origem, (b) Soma de

vetores em sequéncia
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Na Fig.(2.3).(a), tem-se a chamada Regra do Paralelogramo que,
matematicamente, é descrita por:

V1 + Vol < V4l + IVl (2.2)

Na Fig.(2.3).(b), tem-se a Regra do Poligono em que o vetor v, é transladado,
de tal forma que a sua origem coincida com a extremidade do vetor v, . Ao se

transladar um vetor, preserva-se o0 médulo, a direcdo e o sentido, mudando apenas
0 ponto de aplicagdo do mesmo.

Com base na Eq.(2.2) é necessario determinar o médulo da soma de v, + v,,

para isto, serd utilizada a lei dos cossenos, descrita como segue:

&Y AN

___________ , |
@ ; o
= ‘q 1 [} =4
8 . = &
= [i} j P

- W —_ = >
0| Vyecos8 y X Ol Vicos8 W,

Figura 2.4. llustracdo da lei dos cossenos

Com base na Fig.(2.4), utilizando o Teorema de Pitagoras, pode-se escrever:

v? = (v + v, cos 0)? + (v,sen 0)? (2.3)

desenvolvendo a Eq.(2.3) tem-se:

v2 = v? 4+ v5(cos?0 + sen?0) + 2v,v, cos O (2.4)

devido a identidade trigonométrica:

cos?(0) + sen?(8) =1 (2.5)

entdo, a Eq.(2.4) torna-se:

v =/v2 4+ vZ + 2v,v, cos(6) (2.6)
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obtém-se, desta forma, a soma de dois vetores que formam um angulo 6 entre si, a

qual é dita lei dos cossenos.

2.2 Projecéo de um Vetor nos Eixos de Coordenadas

A Fig.(2.5) ilustra o procedimento para se calcular o efeito de um vetor em

uma dada direco. Sendo F o vetor na direcio AB, um vetor aplicado em um ponto P

material.

(@) 4

E”J
F,

AH

Figura 2.5. Projecao de um vetor em um eixo

Na Fig.(2.5), 1_5X € a projecao de Fna direcdo do eixo x, esta componente € o
efeito da grandezal—f produzida na direcdo x (horizontal), 1—5y € a projecdo de F na
direcdo y, esta componente é o efeito que a grandezal—f produzida na direcdo de y

(vertical); 1_5W é o efeito de F, produzida na direcéo w.

Pode-se exemplificar tal metodologia imaginando uma pista de um aeroporto,
onde se dispde de um caminhdo para abastecer as aeronaves, um helicoptero e um
avido. O caminhdo tem apenas velocidade na direcdo horizontal no plano da pista,
ou seja, esta componente de velocidade produz no caminhdo (deslocamento de
afastamento ou aproximacdo das aeronaves). O helicoptero tem apenas uma
componente na direcdo vertical, portanto, a componente vertical, faz com que o

helicoptero ganhe apenas altura (neste caso).
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Enquanto o avido ao levantar voo, tem duas componentes de velocidade, v, e
Vy; V=V, +V,. A componente V, produz o afastamento horizontal do avido em
relagéo ao aeroporto, enquanto vy, faz com que o avido ganhe altura, em relagéo ao

aeroporto.
O mesmo ocorre com todas as grandezas fisicas vetoriais.

Todas as grandezas fisicas que ficam bem definidas apenas com o seu valor
numérico sdo grandezas fisicas escalares. Dentre elas, pode-se enumerar,
distdncia, massa, tempo, energia, pressdo, corrente elétrica, carga elétrica,
intensidade luminosa, intensidade sonora, temperatura, dentre outras. No S| ou no
sistema MKS tem-se: massa (Kg), tempo (s), distancia (m), corrente elétrica (A),

temperatura (K), energia (), intensidade luminosa (C, candela).

2.3 Método das Projecdes e Soma de Dois ou mais Vetores

Sejam F;; F,; ...; F, forcas que atuam em um sistema. Decompdem-se cada
forca nos eixos de coordenadas, encontrando assim os seus efeitos produzidos ou
nao, nas direcbes dos eixos de coordenadas. Soma-se os efeitos em cada eixo de

coordenadas de todas as forcas que atuam no sistema, e posteriormente determina

a forca resultante que é a soma: F= l_fX + l—fy + ﬁz.

Este procedimento € ilustrado na Eq.(2.7) abaixo:

=Tl

x:F1x+F2x+'"+an
y:F1y+F2y+“’+Fny (2.7)
Z:FIZ+FZZ+"'+FnZ

Tl

F‘): F‘)1+F‘)2+"'+F‘)n

Tl

A Fig.(2.6) ilustra a decomposicao da forca ﬁl.
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Fy, L p
Fy 1
(000 e i > >
E, /B . L v(j)
x(1)

Figura 2.6. Decomposicao de um vetor no espaco

Em que P’ é o ponto onde a perpendicular passando por P € secante ao plano

Xy.
Utilizando-se da funcao sen(6), é estabelecida a componente da forca na
direcao de z.
sen(B) = % = F;, = F;.sen(0) (2.8)
1
A partir da funcao cos(0) determina-se a componente da forca no plano xy.
cos(8) = (:::P’ = OP = F,.cos(8) (2.9)
1
Com base na funcéo cos(B) define-se a componente da forca OP na direcéo
de x.
cos(B) = % = Fix = Fy.cos(8).cos (B) (2.10)
Aplicando a funcdo sen(B) tem-se a componente da forca OP na diregéo de y.
sen(B) = % = F;y = F;.cos(8).sen(B) (2.11)

A forca total é entdo escrita como:
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Fy = F, i+ Fpf + Fp k (2.12)

A partir da Eq.(2.12) pode se calcular a forca ﬁl:

F, = F;.cos(8). cos(B)i + F;. cos(0).sen(B)j + F,.sen(B)k (2.13)

assim, o médulo da for¢a F; € calculado como:

|F1|| = /TF1 cos(8) cos(B)]2 + [F;. cos(8)sen(B)]2 + [F;sen(0)]? (2.14)

desenvolvendo as poténcias tem-se:

|F1|| = VF? cos? 8. cos?p + FZcos26. sen?B + F2.sen0 (2.15)

a partir do Ciclo Trigonométrico, tem-se cos?(B) + sen?(B) = 1, assim:

|F+|| = VFZcos26(cos?B + sen2B) + FZsen20 = y/F2cos?0 + F2sen?0 (2.16)
entao:

|F1|| = VF2(cos?6 + sen?8) (2.17)
[Fy]l = Fy (2.18)

Este mesmo procedimento, deve ser feito para todos os outros vetores

2.4 Soma de Dois Vetores no Plano xy

Para determinar a resultante entre dois ou mais vetores, calcula-se as
componentes de cada um deles nas dire¢fes x e y. Soma-se as componentes dos
vetores envolvidos nas dire¢cdes de x e de y e finalmente, determina-se a soma
vetorial de suas componentes, sabendo-se que elas sdo perpendiculares entre si.
Aplicando-se o Teorema de Pitagoras (HALLIDAY, 2006), tem-se:
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R= /R§ +R2 (2.19)

Com a finalidade de exemplificar o procedimento, apresenta-se o problema a

seqguir:

Sejam, F; = 80N; F, = 60N; cos(a) = 0,8; sen(a) = 0,6, conforme Fig.(2.7):

S R

Y

Figura 2.7. Decomposicao de ﬁl e ﬁz

Sera calculado a seguir o modulo do vetor resultante, dado na Eq. (2.20):

F=F, +F, -~ {f R (2.20)
Fy = F1y + Fzy
Para encontrar a soma no eixo x, faz-se:
Fy = F,.cos(a) — F,sen(a) (2.21)
substituindo os valores dados, obtém-se:
F, = 80.(0,8) — 60.(0,6) = 64 — 36 = 28N (2.22)
F, = 28N (2.23)

pode-se agora encontrar as proje¢cdes das forgas no eixo y.
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Fy, = Fisen(a) + F; cos(a) (2.24)
F, = 80.(0,6) + 60.(0,8) = 48 + 48 = 96N (2.25)

A Fig.(2.8) mostra a resultante da soma dos vetores:

Figura 2.8. Resultante da soma de vetores F

Sabe-se que o triangulo OPQ é retangulo, assim, utilizando o Teorema de

Pitagoras tem-se:

F= /FXZ +F,” = F=,/(28)2+ (96)2 = F = V784 + 9216 = v/10.000 (2.26)
0 que resulta em:

Fy 96
Procedendo agora o calculo do angulo y:

y = arctg(3,42857) «. y = 73,74° = 1,287 rad (2.28)

E possivel verificar facilmente que o angulo entre ﬁl e ﬁz € de 90°, logo, pode-

se aplicar o Teorema de Pitdgoras, diretamente:

F?2 = F,”> + F,* ~ F = ,/(80)% + (60)2 = y/10.000 = F = 100N (2.29)

assim, para o problema em questao, tem-se:
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modulo: 100N
F: {direcio: ascendente, formando um angulo y = 73,74° com o eixo horizontal
sentido: 0 para Q, veja Fig. (2.8)

2.5 Produto Escalar entre Dois Vetores

O produto escalar entre dois vetores € por definicdo um escalar (hUmero) que

expressa uma quantidade fisica de uma determinada grandeza, (YOUNG, 2008).
Por definicdo, o produto escalar entre os vetores a e b é dado por:

d@.b = |ldll. ||b|. cos(8). (2.30)

Com o objetivo de ilustrar tal procedimento, tomam-se os vetores d eb,
descritos na Eq.(2.31):

d = ad+a,j+akeb=bd+b,j+bk (2.31)

O procedimento para o produto escalar entre estes vetores é dado por:

15=0
d.b = (a0 + ayf + a,k). (bl + byj + b,k) { 1 Ijll. cos(90) = 0 (2.32)
a.b=|lall. ||b||.cos(9)

de onde se obtém: d.b = ay.by + ay.by, + a,.b, = nliimero (escalar).

Para exemplificar tal conceito, seja F o vetor b, e seja a o vetor deslocamento

AF de um objeto. O médulo da componente de F multiplicado pelo modulo do
deslocamento (Ar) fornece a energia para arrastar o corpo de uma posicédo (A) até

uma posicao (B), dada na Eq.(2.33) e ilustrado na Fig.(2.9):
WSB = f: F.df = f:lﬁl |dF|. cos(8) — Valor do trabalho (2.33)

Sabendo-se que WP o trabalho realizado pela forca F no deslocamento de A

até B.
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|

A F cost B X

Figura 2.9. llustrag&o do conceito de trabalho

A componente ﬁx gue tem modulo F cos(8) encontra-se na direcdo e sentido
do vetor deslocamento.

Da definicédo de trabalho, tem-se:

F. (A?) = (F cos 81 + 0§). (AB1 + 09) (2.34)
0 AT é descrito conforme a Eq.(2.35):

A? = A% = ABi + 0] = (F.AT) = ||F cos 8]|. [|AB]|. cos(0°) (2.35)
do conceito de trabalho:

WS = ||IF cos8||. |[AB]|. 1 - zW2 = F.AB.cos(8) (2.36)

Uma aplicacdo simples da Eq.(2.36) pode ser vista como segue:

Dados: F = 50N; AB=10me 6 = 37°

WP =50.10.cos(37°) = 50.10.0,866 (2.37)
WS = 433,3 Joules (2.38)
g
e =37°

| Fcos@ A,
T A 10m B x

Figura 2.10. Aplicacéo de Trabalho
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Outra interessante aplicacdo envolvendo tais conceitos é o de se calcular o

fluxo (¢,) magnético que atravessa uma determinada area, sabendo-se o
comportamento do campo magnético B naquela seccao, ou, elemento de area (dK)
é conhecida. Define-se o fluxo magnético como sendo: ¢, = [ B.dA, onde B é o
campo magnético e dA representa o elemento de area por onde o fluxo (linhas de

inducdo) atravessam. dA = dA.fi, onde fi € 0 vetor normal a area de médulo 1, e dA
€ o0 escalar representando a intensidade ou valor do elemento de area. Tal conceito

pode ser observado na Fig.(2.11).

a e b sdo os lados da
espira retangular

////E/// /./'/.T
//f / fff.,.*

Fig. 2.11. Linhas de inducéo atravessando uma seccéo

Sabendo-se que, em ¢, = [ B.dA, B é uniforme e em ¢, = B [ dA.cos9, 6 é
fixo, tem-se a Eq.(2.39):

¢m = B.cos 0. [ dA =B.cos0.(a.b) (2.39)

sabendo-se que [ dA = a.b, tem-se:

¢y, = B.A.cos6 (2.40)

se 0 for variavel de maneira uniforme, de tal forma que w seja constante, para cada

elemento dK, tem-se:

¢m = B.A.cos(8), onde 8 = 6, + wt (2.41)
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a partir da Eq.(2.41), obtém-se:

¢m = B.A.cos(0, + wt) (2.42)

segundo a Lei de Faraday, a forca eletromotriz induzida é dada por:

—_do__d
6= = & [B.A. cos(6, + wt)] (2.43)

desenvolvendo a derivada da Eq.(2.43), tem-se:

& = B.A. w.sen(0, + wt) f.e.m. induzida. (2.44)

2.6 O Produto Vetorial

O produto vetorial entre dois vetores d e b, gera um terceiro vetor @ X b de

natureza fisica que nada tem a ver com os dois vetores citados, porém, ele tem uma

direcéo que é perpendicular tanto a a quanto a b, a partir disto tem-se a Eq.(2.45):

(@ x E) = a.b.sen(0) (2.45)

d e b sdo de naturezas diferentes, formando entre si um angulo 6, 0 < 6 < 180°.

Na Fig.(2.12), tem-se que dxb é um vetor de moédulo (a.b.sen(0))

perpendicular ao plano formado por d eb, cujo sentido é perpendicular a estes. A

grosso modo, obtém-se o0 sentido deste vetor resultante da seguinte maneira: ao

deslizar a méao direita empurrando o primeiro vetor d, sobre b; o polegar desta mao

dara o sentido do produto vetorial.
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Vetor saindo do plano da folha

=8
Y
o)

'
gy
gt ®
(X) Vetor entrando no plano da folha

o

Figura 2.12. llustracdo de produto vetorial
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Exemplificando o procedimento de um produto vetorial, pode-se citar o de

uma carga elétrica q > 0 lancada com velocidade v perpendicularmente as linhas de
inducdo de um campo magnético B, onde a forca magnética é dada por: F,,, = q.V x

B. O sentido da forca elétrica Fm pode ser calculado observando a Fig.(2.13):

—

B

® ® ® ® ®
® ® , ® ® ®
® " ® ® ®
® ® L ® ® ®
® ®7 ®® ®
® ® ® ® ®

Figura 2.13. Produto Vetorial

Sendo que F,, é perpendicular tanto a B, quanto a v. Os vetores v e B formam

um plano perpendicular ao plano da folha de papel (Fig.2.12), logo ﬁm encontra-se

no plano do papel para cima, isto porque q € positivo. Caso, q for negativo, inverte-
se o sentido da forca magnética.

Observa-se na Fig.(2.14), o caso em que se tem uma forca F = 2tk aplicada a

um cilindro rotativo de raio 0,5 m. O raio vetor é t = 0,5 cos(2t)1 + 0,5 sen(2t)j. Pode-

se determinar o torque (T) recebido pelo cilindro, devido a aplicacédo da forca F, na

direcdo de k, adotando-se o eixo do cilindro como referéncia (eixo axial).
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Figura 2.14. Cilindro para ilustracdo do produto vetorial

A definicdo da grandeza torque, é representada na Eq.(2.46):

T=¢txF =[0,5cos(20)i+ 0,5 sen(2t)j] x 2tk (2.46)

gue pode ser escrita como:

T = —tcos(2t)] + tsen(2t)1 (2.47)

a partir da Eq.(2.47), tem-se o médulo de T, que vale:

I7| = /(—tcos(2t))? + (tsen(2t))? = /t*[cos?(2t) + sen?(2t)] (2.48)

sendo |T| =t, o médulo do torque recebido pelo cilindro cresce linearmente ao
decorrer do tempo, ou pode-se determinar o torque utilizando o determinante, como

segue na Eq.(2.49):

~

B i j k
T=rXF=[05cos(2t) 0,5sen(2t) 0|= tsen(20)i— tcos(2t)j (2.49)
0 0 2t

resolvendo a Eq.(2.49) tem-se T = tsen(2t)i — tcos(2t)j, que esta de acordo com a

Eq.(2.47).
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2.7 Conceito dos Movimentos

Movimento € a mudanca de posicdo no decorrer do tempo, assim, seguem 0s
seguintes conceitos:

. Referencial: € um ponto inercial (fixo) que é adotado para estudar os
movimentos.
. Trajetéria: E o “rastro” deixado pela particula durante o seu movimento,

tendo portanto diversos formatos. Esta trajetéria pode entdo ser vistas nas Figuras
de (2.15) a (2.18):
= Trajetoria Retilinea:

[ ] -
] >
/] x

Referencial

Figura 2.15. Trajetoria retilinea

» Trajetoria Curvilinea:

{1 Referencial

Figura 2.16. Trajetoria curvilinea

= Trajetoria Circular:

f i Sentido positivo (anti-horario)
E—
..\\ / Onizem do ciclo
H""'\-\._ I

Figura 2.17. Trajetoria circular
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= Trajetoria Helicoidal:

Figura 2.18. Trajet6ria helicoidal

o Posicao: € uma grandeza vetorial associada ao movimento que localiza

a particula em relagéo ao referencial, como observado na Fig(2.19).

Ml

Figura 2.19. Posicdo da particula em um dado instante

~ X =73%x > Km (2.50)

. Deslocamento: E uma grandeza vetorial associada movimento,

podendo ser escrita como Ar = — r, como visto na Fig.(2.20) abaixo:

Figura 2.20. Representacao vetorial de posicao, vetor deslocamento e
distancia percorrida: (a) Deslocamento em uma trajetoria curvilinea, (b)

Deslocamento numa trajetdria retilinea

O deslocamento Ar = ¥ — Ty, tem origem em P, e extremidade em P. Ar orienta
0 movimento da particula.
Sejam A(10,0) e B(21,0), os vetores posi¢Oes dados: X, = 101 e Xg = 21i.

Substituindo os vetores A e B, calcula-se o vetor deslocamento:
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14X = |[Xg — Xall = l1211 — 101|| = |[11i]| = 11 (2.51)

o Distancia percorrida: € o comprimento da curva deixada pela particula.
(Tracejado de vermelho na Fig.(2.20)).

o Tempo: é uma grandeza escalar, no Sl é dado em segundo (s); as
demais unidades de tempo séo a hora, o minuto, a semana, o0 més, o ano, a década,
o0 século, entre outros.

o Velocidade (v): € uma grandeza fisica vetorial associada ao movimento
que mede a variacdo de posicdo no decorrer do tempo. E representada pela
Fig.(2.21).

z (k)

<l
B
S

P(x,y2)
Py (x0, Y0, Z0), Y

y()

x (1)

Figura 2.21: Velocidade na direcdo do deslocamento

O valor do vetor v é obtido através da Eq.(2.52), em que Ar é o vetor

deslocamento, e At é o intervalo de tempo:

- _ . E’ .
V= Al%_r% ~ unidade m/s (2.52)

A velocidade v instantaneamente é sempre tangente a curva ponto a ponto.
Pode-se ainda afirmar que:

Quando se tem v > 0 0 movimento € progressivo.

Quando se tem v < 0 0 movimento é retrégrado.

Para cada eixo de coordenadas tem-se a posicao final e inicial, representadas

nas Eq. (2.53) e (2.54), respectivamente.
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t=xi+yj]+zk (2.53)
Ty = Xol + yo] + zok (2.54)

a partir das Eq. (2.53) e (2.54) calcula-se o vetor deslocamento que sera dado por:

AF = (x = x0)i + (v = yo)f + (z — 20)k (2.55)

aplicando a defini¢cdo de velocidade, dada pela Eq.(2.52), tem-se:

COAF o MX, . Aya o Azg
V= lim~— = lim =1+ lim 2§ + lim —k (2.56)
At—0 At At—0 At At—0 At At—0 At

pode-se entéo representar a velocidade pela Eq.(2.57):

V = vl + vy + v,k (2.57)

Ainda neste raciocinio, a velocidade meédia (V,) pode ser escrita como

—

AR : : A . : - AP dF
V, = A—E. Ja a velocidade instantanea (V;) pode ser descrita por V; = limp,_o — = —

At dr

Caso o movimento do objeto seja retilineo ao longo de x, a velocidade é dada
por v = v,iou vy, porém se o movimento do objeto for no plano xy, a velocidade é
dada por V = v,1 + vyj.

Calculando o médulo da velocidade no plano, chega-se a:

IVl = /vxz + vy? (2.58)

sendo 0 movimento no espaco, este € descrito como a Eq.(2.59) e seu modulo é

escrito como na Eq.(2.60):

V=vi+vj+ v,k (2.59)
W]l = vaz vyt v, (2.60)
o Aceleracdo (d) : E uma grandeza fisica vetorial associada ao

movimento que mede a variacao da velocidade no decorrer do tempo, definida por:

36



i == unidade 3 (2.61)

Na Eq.(2.62) tem-se o calculo do modulo da aceleragéo:
d=d;+dy - a=.a?+ ay? (2.62)

sendo que d, é a aceleracdo tangencial, pois este tangencia a curva ponto a ponto,
na direcdo da velocidade, medindo a variacdo do médulo de v no decorrer do tempo;
dy € a aceleracdo normal (aponta para o centro da curva) que mede a variacdo da

direcdo de Vv, portanto, aceleragéo radial é descrita por.

dy = %; em relacdo a direcdo de v. (2.63)

Célculo da aceleracao normal (radial).

Av  Ar Av  Ar v v?2
—=—"D —=—.-7aN = — (264)
v r At At T r

gue, graficamente pode ser observado na Fig.(2.22):

Figura 2.22. Aceleracédo normal

2
onde ay = VE ou ay = w2.R representam os movimentos curvilineos e pode ser visto

na Fig.(2.23):
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H\F’

Figura 2.23. Movimento curvilineo

i =a, +dy (2.65)

O Movimento Circular Uniforme (MCU) pode ser descrito a partir do ponto

material abaixo:

V2
ay =% (2.66)

na Eq.(2.65), ||v|| é constante e, com isto, a, = 0, assim tem-se:

2
d=d,+ady -~ lldll = ay = VE (2.67)

devido apenas, a componente centripeta ou normal.

2.8 Grandezas Fisicas Abordadas no Estudo dos Movimentos

No estudo dos movimentos, varias grandezas sao utilizadas na descricdo dos
mesmos. Destaca-se a seguir as grandezas principais envolvidas no estudo dos

varios tipos de movimentos.
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o Trabalho realizado pela forgaff aplicado em um corpo de massa m no
deslocamento de A até B: é uma grandeza fisica escalar associada ao movimento de
um objeto que mede a energia necessaria para transportar um objeto de A até B,
seja ao longo de eixo, plano ou espaco, e é definido por ;W2 = f:ﬁ. dr unidade:
IN.1m = 1.

Nota-se que o produto escalar ou produto interno entre dois vetores FeAré
um namero que tem por unidade de medida Joule (J) e fornece a energia para

transportar um objeto de A até B.

¥

i}
FcosB A,
ol A B x

Figura 2.24. Conceituagéao de trabalho

A EQq.(2.68) é utilizada para definir o trabalho de uma forga.

WB = [F.di (2.68)

Se a forca resultante fR gue atua no objeto for constante, entdo tem-se que
FWE = Fr.A% = ||F||- 1A% cos 8, sendo que Fr e AX tem o mesmo sentido, ent&o
08 = 0°e cos(0°) = 1,0 que fornece FRWAB =F.AB, (veja Fig. (2.24)), neste caso,
trabalho € motor, ou seja FRWAB = AE: = Ecg — Eca, Onde E; € a energia cinética da
particula ou objeto de massa (m) dada por: E¢ = %m.v,%.

Se a forca resultante ﬁR gque atua no objeto num plano for constante:

r WE = Fg.AF. Entdo:

Fr = Fi+F)j (2.69)
ja o deslocamento no plano € dado pela Eq.(2.70):
AF = x1 +yj (2.70)

aplicando o produto escalar na Eq.(2.68), tem-se:
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p WE = Fp.AF = (Fed + Fyf). (i + y)) = F.x + Fy.y = AE¢ (2.71)

apresenta-se entdo na Eq.(2.72) o Teorema da Energia Cinética:

reWa = Fx.x + F.y = Ecg — Eca (2.72)

bem como a velocidade resultante € mostrada na Eq.(2.73):

V=V, +Vy - |Vl = /V)% +vi (2.73)

A energia cinética é definida como segue:

EC — %m.vz (274)

onde m é a massa da particula e v a velocidade da mesma.

Se a forca resultante fR atua no objeto no espaco: FRWE = ﬁR. AF, entdo esta

€ descrita por:

Fr = F,i +F,J + F,k e AF = xi + yj + zk (2.75)

aplicando o conceito de trabalho, é possivel obter:

p WE = Fr.AF = (Fed + Fyf + F,K). (3 + yf + zK) (2.76)

e, considerando o teorema da Energia Cinética tem-se a Eq.(2.77):

£ WE = Fyx +Fy.y + Fp.z = AE¢ = Eg — Eca, Ec = m.v? (2.77)

A velocidade, bem como seu modulo, € definida no espaco de maneira similar

ao que foi mostrado para o plano, ou seja, a velocidade no espaco € dada por:

V=V +V, +V, (2.78)

e seu médulo é descrito na Eq.(2.79):
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V= /V)% +vi+vZ (2.79)

Se a variacao da energia cinética for nula tem-se, AEc =0« Ecg —Ecp =0 =
Ecg = Eca. Um sistema € dito conservativo quando atuam forgas conservativas e
forcas ndo conservativas, de tal forma que o somatorio do trabalho realizado pelas
forcas ndo conservativas sejam igual a zero. Entéo o trabalho resultante liquido sera
conservado. Forcas ditas conservativas sdo: forca peso, forca elétrica e forca

elastica. A energia mecanica de um sistema é conservada. Entéo, tem-se:

Em = Ec + E, (2.80)

Sendo E,,, a energia mecanica em qualquer ponto no sistema, E. a energia
cinetica, E,,, a energia potencial e E. a energia de movimento de um sistema.
A energia potencial (E,) € dita energia de posi¢cao, pois, depende de um

referencial, e é obtida a partir da Eq.(2.81):

E, =m.g.y (2.81)

m € a massa do objeto; g a aceleracéo da gravidade; y a altura do objeto.

Um exemplo de aplicacdo deste conceito pode ser dado ao abandonar um
objeto de massa m nas proximidades da superficie terrestre, desprezando a
resisténcia do ar, ou seja, o corpo encontra-se em queda livre submetido apenas a
forca da gravidade (Fig.(2.25)). E possivel entdo calcular a energia necessaria para

gue a forca-peso aplicada no corpo, desloque o mesmo de A para B.
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Solo (Referencial)

Figura 2.25. Queda livre

A definicdo de campo gravitacional, é dada como:

(2.82)

oal
Il
g |l

em gue g é o campo gravitacional, Péa forca que a atua no objeto num dado ponto

do espaco e m é a massa do objeto.

Entdo, o peso de um objeto nas proximidades de um planeta pode ser dado

por:

P=mpg (2.83)
Ja o vetor deslocamento do objeto na queda de um corpo € dado por:

Ay = yg — ¥4 — hegativo. (2.84)

aplicando o conceito de trabalho, tem-se:

pW2 = P.(8%) » pWE = ||P||. 1Al cos(0°) (2.85)
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utilizando a Eq.(2.84), a Eq.(2.85) € escrita como:
pWa = —mg. (yg — ya) = —[mgyp — mgy,] (2.86)

guando um sistema realiza trabalho, a sua energia potencial diminui, por isto o sinal

negativo aparece na Eq.(2.87):

pWx = —[Epg — Epal (2.87)
pWE = —AEp (2.88)

pelo Teorema da Energia Cinética, tem-se:

AECAB = AEp (289)
Ecg — Eca = _[EPB - EPA] (2-90)

A conservacao da energia mecanica, é representada na Eq.(2.91):

ECB + EPB = ECA + EPA (291)

Em um sistema conservativo, a energia em qualquer ponto € sempre a

mesma. E a soma da energia cinética com a energia potencial (E. + Ep).

Define-se energia potencial elastica como sendo:

kx?
Ep. =5 (2.92)
Segue uma exemplificagdo de um sistema massa-mola, representado na
Fig.(2.26), onde tornar-se-a possivel a compreenséo da energia da mola e a energia

cinética envolvida no sistema abaixo.

m

L

Figura 2.26. Trabalho da forca elastica
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Quando a massa se encontra na posi¢do zero a deformacdo da mola € nula,

portanto a forca elastica também é nula (Fg = 0).

Figura 2.27: Mola deformada

A definicédo de forca da mola (Fy):
Fu = —kx (2.93)
k, é a constante elastica da mola, que mede a elasticidade com que a mola se

deforma. Para valores de k pequeno tem-se uma mola “macia” e para um valor alto

de k tem-se uma mola dura.
X, € a deformacao da mola.

ﬁM tem sentido oposto da forca externa (ﬁexT).

Aplicando-se o conceito de trabalho tem-se:

e WE = = [ [Fexr. A%] = — [ [lod. dxi] = WP = —AEp; = — [2] (2.94)
na Eq.(2.95) o sinal (—) representa a perda de energia potencial elastica:
FMWE = —AEpg (2.95)
Epp; = (2.96)
Quando um sistema realiza trabalho, 0 mesmo perde energia.
o A definicdo de impulso (f) de uma forca (ﬁ) € uma grandeza fisica

vetorial associada ao movimento de um objeto, definida por, [=F.At [unidade: N.s],
em que At € o intervalo de tempo de atuacdo da forca na particula, representado na
Fig.(2.28):
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=¥

Figura 2.28: Conceituagao de impulso

o A guantidade de movimento () é uma grandeza fisica vetorial
associada ao movimento de um objeto, definida por, ¢ = m.v com unidade dada em

Kg.?; sendo m e v, a massa e a velocidade da particula, respectivamente.

L5
_—

O—

Figura 2.29: Conceituacao da quantidade de movimento

Diz-se que a particula recebeu um impulso devido a aplicacdo da forca F, num

dado intervalo de tempo que atuou nela (particula).
Se § = m.v se mantém constante, entdo Aq = 0; O impulso (f) devido as

forcas resultantes (externas) € igual a variacdo da quantidade de movimento [= Aq;

-

entdo se, Aq = 0->1=0, ndo existe forca resultante atuando no sistema. Caso Aq

seja nao nulo, [ é ndo nulo, ou seja, atuam forcas externas no sistema.

Desta analise feita acima, enuncia-se o principio da conservacao da
guantidade de movimento: “Na auséncia de resultante das forcas externas, a
guantidade de movimento do sistema se conserva”.

Quando no sistema atuam apenas for¢as internas, na interacao de A com B,
um trocando forcas com o outro, forcas de contato, ou forcas de acdo a distancia,

sdo denominadas forcas internas, de mesmo mddulo, mesma direcdo, sentidos
opostos e aplicadas em corpos diferentes, entéo, [= TAB + TBA = 0, conservando-se
assim a quantidade de movimento das particulas, pois, I = AG = 0 - Grinal — Ginicial =
0- alnicial = aFinal-

o Torque (7) de uma forca aplicada em um ponto de um objeto extenso:

Ao abrir-se uma porta, aplica-se uma forca F em um ponto P da porta, como
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mostrado na Fig.(2.30). A porta fica submetida a um torque orientado para baixo.

Torque é uma grandeza vetorial definida como sendo o produto vetorial de t (braco)

com forga (F) aplicada em um ponto P de um corpo extenso, e mede-se o efeito de

giro produzido pela aplicacdo de F no objeto.

. | : porta
dobradica «—i portal

~

Figura 2.30. Representacao de torque

Na Eq.(2.97) tem-se o conceito de torque:
2=%xF; 0=090° (2.97)
O maodulo do torque é calculado como segue:

IZIl = II7ll. |[F|| sen(®) (2.98)

T=r.F (2.99)

A direcao é perpendicular ao plano formado por r e F.

Sentido: Dado pelo polegar da mao direita, ou, empurrar r sobre F com a m&o

direita aberta, o polegar fornece o sentido do produto vetorial que é o torque.

o Momento angular (f) € uma grandeza vetorial definida por:

(2.100)

=
I
-
X

ol
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Figura 2.31. Momento angular

Veja na Fig.(2.31) que utilizando-se a regra da mao direita determina-se o
sentido do momento angular (L).

A partir da Eq.(2.100), sabe-se que:

. Modulo: ||7]]. |Ipll. sen(6)
L é dado: {Direcio: Perpendicular ao plano formado por T e p.
Sentido: Deddo da mao direita.

I, representa o raio, ou braco. O p da Eqg.(2.100) representa o momento linear da

particula, e € dado conforme segue:

5 = mv (2.101)

entao:

el
I
=
X
S
<l

(2.102)
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CAPITULO Il

MOVIMENTOS

Observando os pontos ao longo de uma reta, obtém-se as posicdes de um
objeto ao longo da sua trajetoria (“Caminho da particula”). Veja esquema

representado pela Fig.(3.1):

. . .

Py P, Py *

Figura 3.1. Movimento ao longo de um eixo

Antes de 1530 d.C., ndo se disponibilizava de relogios, apenas marcadores de

tempo registravam as posi¢cées do movel, com ampulhetas.

Em torno de 1530 d.C., René-Descartes cria o sistema cartesiano xoy, onde,
se pode compreender o movimento no plano de coordenadas cartesianas (LIMA,
2003), como mostra a Fig.(3.2).

Ay

B(xg ¥g)

[
[ |

Figura 3.2. Movimento no plano
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O movel desloca-se no plano com um movimento uniforme, porém, composto
de uma parcela em x e outra em y. O movel tem um deslocamento Ax na dire¢éo x e

Ay na diregéo y.

A velocidade é uma grandeza fisica que mede a variacdo da posicdo em uma

- ~ - ~ — A_’ — - A - - "
dada direcdo pelo intervalo de tempo, entdo, v, = A—’t‘ SV = (XA—fO)I ev, = % ,

logo, tem-se: I = (x — xo)i + (y — yo)j, OU, T = vti + vy tj.

Como exemplo de calculo de movimento, observa-se a Fig.(3.2) se v, = 8m/s
e v, = 6m/s, 0 vetor posicdo sera dado por: f = 8ti + 6tj, onde T, representa a

posicdo no plano cartesiano, segundo a segundo, como mostra a fungéo r(t).

Galileu Galilei, um professor italiano apaixonado por fisica, desenvolveu a Lei
do Péndulo, que versa sobre a inércia dos corpos em continuar no seu estado de
movimento e retrata sobre a resisténcia do ar e ainda afirmou que “um corpo
encontra-se em queda livre, quando fica sujeito apenas sobre a acdo da gravidade”.
Galileu era um excelente conferencista, sobre fisica, porque gostava também de
astronomia, defensor de que a Terra girava em torno do Sol. Teve que se retratar
para ndo ser queimado vivo na fogueira, perante a Inquisicdo da Igreja Catolica,
depois que seu discipulo Jordano Bruno, foi queimado na fogueira (HALLIDAY,
2006).

A mecanica se desenvolveu a passos largos, a partir de 1630 d.C; com as Leis
do Movimento de Isaac Newton e paralelamente Gottfried Wilhem Leibntiz
desenvolveram o célculo diferencial e integral, tornando a ciéncia cada vez mais
evolutiva e prospera em descobrir novas leis e principios que explicasse uma
guantidade maior de fendbmenos que ocorrem no mundo macroscopico e

microscopico. As leis sdo: 12 Lei: Inércia; 22 Lei: Se num sistema ha forcas externas

resultantes, entdo, F = i—f; 32 Lei: Acdo e reacdo e a Lei da Gravitacdo Universal:

G.M.m

= .lg forca esta, entre duas massas M e m separadas de uma distancia r

FG =
entre 0s seus centros de massas, onde {ix € um vetor radial, e G € uma constante
que vale: 6,67.10711N. m2/Kg2
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3.1 Movimento Retilineo Uniforme (MRU)

Na Fig.(3.3), a trajetoria € retilinea; o modulo, a direcdo e o sentido da

velocidade sdo os mesmos ao longo do movimento do objeto de A até B. Ao longo
do movimento atuam 4 forgas no objeto: forca motora (Fy ), forca de resisténcia (fz),

peso do objeto (P) e a forga normal (Fy), porém, o somatério das forgas é nulo,
tanto no eixo (x), quanto no eixo vertical (y). Analisando as grandezas fisicas que

atuam no objeto de massa m no movimento de A até B.

—

'FN 'FN
— — — —
fl' FM B r FM
- e —_— m [
|
1 —
DI X0 EA E_c EB x(f}
I i i
F ! |ﬂ;|:ﬁ:x3_xﬂ F !

Figura 3.3. Movimento uniforme

A trajetoéria é uma reta.

Caracteristicas: { i
A velocidade é constante.

N AX . ~ . ~ . . -
Como v =A—’:, a direcdo e o sentido ndo variam, a velocidade é dada por

Ax X—X
v=—="5v.t =X— X, Sendo:
At t—tg

X=Xy + V.t (3.1)

na Eq.(3.1), x representa a funcao horéaria da posicdo, x, € a posicao inicial ev € a

velocidade do objeto.

x = f(t) ~ A posicdo x depende apenas do decorrer do tempo (t).
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av(m/s)

0 t(5)

Figura 3.4. Velocidade x Tempo

Se, v > 0, tem-se 0 movimento € progressivo.
Se, v < 0, 0 movimento € retrogrado.

Pode ser visto na Fig.(3.5) que:

V—AX ouv =lim Ax _ dx
T oAt T A0 A T gt

(3.2)

A variacdo do espaco Ax pela variacdo do tempo At é por definicdo a
velocidade da particula.

"t (s)

Figura 3.5. Posicao x Tempo

Na Fig.(3.5) a reta é crescente, entdo, v > 0, v = % = %

A reta sera decrescente, quando, v < 0, ou seja, 0 objeto caminha (desloca)

em sentido oposto ao da trajetéria orientada.
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~ . e~ N AV ~ , . ~ . .
A aceleracgao por definicdo: a = A—‘t', como néo ha variacao da velocidade, pois

v é constante (mddulo, direcéo e sentido), temos d = 0.

wa(m/s?)

o “t(s)

Figura 3.6. Aceleracédo x Tempo

. e sy L, 1 . ~ .
A energia cinética é constante, E; = Em'vz’ portanto a variacdo da energia
cinética é nula, (FRW}\3 =0). A forca Fy e fg realizam trabalho, porém, a soma:

FRWAB = FMWAB + fRWA3 + PWAB + FNWAB = 0
Nao se tem neste caso, desnivel (Ep; = 0); pois, Ep = m.g.y, y = 0.

N . kx?
N&o se tem neste caso, molas (Epg = 0); pois, Epg = % x = 0.

Tém-se impulsos: fM =fM.At; R
impulso resultante é dado por (I =Ty + 1, + Iy + Ip = 0).

A quantidade de movimento (q) é escrita como:  =m.V .. g, = m.vy. Se v é

constante, entdo, Aq = 0 —» I = 0, a soma das forcas externas sdo nulas.

O Torque (7) é nulo, ndo tem efeito de giro, pois, se estuda o movimento de

uma particula (objeto pequeno/diante das distancias envolvidas).

O momento angular (L) é nulo, pois, ndo ha movimento de rotacao.

Um bom exemplo de MRU é o de se tomar um automoével de 4 m de
comprimento, se deslocando ao longo de uma trajetéria retilinea da cidade A (0 Km)
até a cidade B (60 Km), e, neste percurso existem descidas, subidas e planos

horizontais com velocidade v constante. Adota-se a cidade A como referencial e o
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sentido AB é positivo (trajetéria orientada), cujo, modulo da velocidade é de 90 Km/h

(Fig.(3.7)). Neste tipo de problema, deve-se procurar a explicagéo para:

1. Na descida, como se deve proceder para manter o modulo da
velocidade constante?

2. Na subida como se deve proceder para manter o automével com a
mesma velocidade?

3. No plano horizontal, como manter a velocidade (V) constante?

Ainda, se o automével vai de A até B, permanece na cidade B por 30 minutos

e retorna a cidade A com o0 mesmo valor de v.
Entdo, neste caso, € possivel calcular:

O tempo total do movimento;

O grafico x x t para todo 0 movimento;

O grafico v X t para todo 0 movimento;

O grafico a X t para todo 0 movimento;

A variacao de posicdo do automovel, todo o percurso;

A distancia percorrida pelo automével para todo o movimento;

A posicdo do automdével no instante t = 30 minutos da partida de A;

r o T moowm 2

Como calcular o valor da velocidade através do grafico x x t?

Como calcular a distancia percorrida pelo automovel através do grafico
vV X t?

J. Analisando o grafico a X t, qual conclusdo que se tem a respeito da
variacao da velocidade?

K. O tipo de movimento de A para B e de B para A;

L. A variacao de posicao do instante 30 minutos até 80 minutos;

Os itens acima podem ser discutidos como segue:
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fa Fy
B
A(0 km) B(60 km)
|
r:rI &0" X

-
P

Figura 3.7. Carro movimentando entre duas cidades

1. Na descida, aparecera uma componente do peso a favor do

movimento, logo, é necessario frear o veiculo, para manter a velocidade constante.

in

w"’c-ﬁ've}

Figura 3.8. Carro em declive

A forga peso é calculada por P = m. g e calcula-se a componente P:

sen(B) = % — P, = m.g.sen(0) (3.3)

em seguida, faz-se o calculo da componente Py:

cos(B) = P?N — Py = m. g.cos(0) (3.4)

para que o equilibrio aconteca, tem-se:

Z Ft =0 . Pt = fd + ff (3.5)

2. Fy=0. Fy =Py =mgcosb (3.6)
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2. Na subida, conforme pode ser visto na Fig.(3.9), aparecerd uma
componente do peso contrdrio ao movimento, logo, deve-se utlizar mais o

acelerador , aumentando a forgca motora, para manter a velocidade constante.

Ny gy

Figura 3.9. Carro em aclive

A componente P, é calculada como:

sen(0) = % — P, = m.g.sen(0) (3.7)

também neste caso tem-se:

cos(B) = P?N — Py = m. g.cos(0) (3.8)

como o carro esta em equilibrio, escreve-se:

YF,=0-Fy=P+fy (3.9)

Y2.Fy=0.Fy=Py=m.g.cosB (3.10)
3. No caso do plano horizontal, tem-se simplesmente:

YF, =0xFy="f4 (3.11)

2F,=0.Fy=P=m.g (3.12)

A. Continuando a discussao, o tempo de ida, pode ser encontrado fazendo:
X =90.t (3.13)
neste caso tem-se que 0 movimento é progressivo

60 = 90.t; (3.14)
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AB t; = gh = 40 minutos. (3.15)

o tempo de volta fica:

x = 60 — 90t (3.16)

movimento retrégrado

0 = 60— 90t, (3.17)
BA ty = gh = 40 minutos. (3.18)

tempo total do movimento:

tr =40 + 30+ 40 -~ tt = 110 minutos. (3.19)
B. O gréfico x X t para todo o movimento é dado pela Fig.(3.10):
v x(km)
I : .
o 4’(} 7!0 110 t(min)

Figura 3.10. Posicdo x Tempo

C. O grafico v X t para todo o movimento é dado pela Fig.(3.11):
L km/min)
35—
0 4:0 7oi ino t(min)
1 _i—i

Figura 3.11. Velocidade x Tempo

D. O gréafico axt para todo o movimento pode ser observado na
Fig.(3.12):
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Figura 3.12. Aceleragédo x Tempo
E. A variacado de posicdo do automoével, todo o percurso pode ser dada
pela Eq.(3.20):
Ax =x¢—%Xy =0—0 . Ax=0Km (3.20)
F. A distancia percorrida pelo automovel para todo o movimento €
calculada na Eq.(3.21):
dr =d;+d, = 60 + 60 -~ dp = 120 Km (3.21)
G. A posicao do automovel no instante t = 30 minutos da partida de A é
mostrada na Eq.(3.22):
x = 1,5(30) ~ x = 45 Km (3.22)
H. O calculo do valor da velocidade através do grafico x X t para a ida e

volta é entdo dado por:
l.

% lda:v; = % = % = 1,5 Km/min, de 40 a 70 min: esteve parado.
% Volta: v, = ax _ 0°60 —1,5 Km/min.
At 110-70
J. Através da area do grafico dado pela Fig.(3.13), calcula-se a distancia

percorrida de 0 a 40 minutos:
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Figura 3.13. Velocidade x Tempo

A= [ 1,5dt = 1,5.[t]|3° = 1,5(40) (3.23)
d = 60 Km; ida/d, = 60 Km; volta (3.24)
dr = 120 Km (3.25)
K. Analisando o grafico a X t, € possivel concluir que:
a=0.°.a=i—‘t’=%=0:. Av = 0 - v é constante.
L. Quanto ao tipo de movimento de A para B conclui-se que é progressivo

(v>0) ede B para A é Retrogrado (v < 0)
M. No caso da variacao de posicao do instante 30 minutos até 80 minutos,
pode-se dizer que x; = 45 Km; x, = 60 — 1,5(10) ~ x, = 45Km; Ax =0

Como o automével tem um comprimento de 4 m, e a distancia da cidade A até
a cidade B tem 60.000 m, o tamanho do automével é desprezivel em relacdo a
distancia AB, logo, pode-se considerar o carro como sendo uma particula, ou, um
ponto material na rodovia. Outra observacdo é de considerar a rodovia entre as
cidades A e B como retilinea, sabendo que existem descidas e subidas ao longo do
percurso. Porém, descidas e subidas possuem raio de curvatura muito grande,
assim pode-se considerar que o vetor velocidade (v) figue sempre paralelo a

rodovia.

Agora, se considerarmos um automovel em declive num plano inclinado, cujo,

angulo de inclinacdo com a horizontal seja 0, e na Fig.(3.15), mostra-se que  tem o

mesmo valor de 8 e ainda o aparecimento das componentes P, e Py da forgca-peso
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(P). A forca-peso (P) é a forca de atragéo gravitacional entre os objetos e a Terra,
onde g denomina a aceleracéo gravitacional ou campo gravitacional, € um vetor que
aponta sempre para o centro de massa da terra, portanto, perpendicular a superficie
terrestre e nas proximidades do planeta terra vale 9,81 m/s?, costuma-se aproximar

para 10 m/s2. Em um experimento deve-se usar o valor correto 9,81 m/s?.

X

A reta € uma curva de
raio infinito.

Figura 3.14. Trajetoria curvilinea

Na Fig.(3.14) observa-se que a medida que o raio de curvatura fica muito

grande, a curva vai se aproximando de uma reta.

Observando a Fig.(3.15), calcula-se as componentes da for¢a peso:

Figura 3.15. Plano inclinado

AOAB .. sen(8) = % — P, = P.sen(B) ~ P, = m.g.sen(0) (3.26)
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cos(B) = P?N — Py = P.cos(0) -~ Py = m.g.cos(0) (3.27)

Observando agora a Fig.(3.16) conclui-se que

VU N

Figura 3.16. Plano inclinado

B+ (90 —B8) =90, ou seja, o0 eixo N é perpendicular a superficie da rampa. Entao,
0 =p.

Veja que a componente 13; aparece no objeto, paralela a rampa e sempre
dirigida (rampa abaixo), puxando o objeto para baixo, enquanto a componente 1_5N e
perpendicular a rampa, comprimindo o objeto contra a rampa. Por isto, a rampa
recebe uma forca l—fN do corpo dirigido para dentro da rampa na direcdo de N
(normal), assim a superficie (rampa) reage e aplica no objeto uma forca I—fN,
perpendicular a rampa, sobre o eixo N, com a mesma intensidade, mesma direcéao e
sentido oposto al—fN, porém, elas atuam em corpos diferentes (32 Lei de Newton —

Acdo e Reacdo). A decomposicdo do peso pode ser vista na Fig.(3.17) e descrita

nas equacoes (3.28) e (3.29):

Figura 3.17. Decomposic¢do do peso
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P=Py+P ~P=PZ+P2 (3.28)

P = /P2sen2(8) + P2 cos20 = /P2(cos2 0 + sen2B) = P (3.29)

ﬁ e ﬁN séo fracdes da forca P. A referida acao e reacao pode ser vista na Fig.(3.18):

Superficie de apoio

Figura 3.18. Par de acao e reacéo

Fy, € a forca que o bloco aplica na rampa.
Fyn, € a forca que a superficie aplica no bloco.
Fy e Fy, € um par de acéo e reaco.

Analisando-se um carro subindo uma rampa (aclive), as componentes P, e Py

nao se alteram; P, continua paralela a rampa para baixo e Py continua na direcéo de

N, comprimindo o bloco contra a rampa. Logo, para o carro subir com velocidade
constante, é necessaria uma forca externa (FeXT) rampa acima de mdédulo igual as

gue tem no carro rampa abaixo, tal procedimento é ilustrado pela Fig.(3.19):
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Figura 3.19. Representacao das forcas

O equilibrio de um objeto subindo a rampa, € dado na Eq.(3.30):

YF, =0 Feyp+B+13=0 (3.30)

0 modulo da forca externa:

FeXT = Pt + fd (331)

Veja que apareceu uma forca no objeto ?d em sentido oposto ao movimento,
gue se denominara forca de atrito dindmica ou forca de atrito cinética. Surge no
objeto (carro) devido a rugosidade existente entre o par de superficie em contato,
veja Fig.(3.20).

Figura 3.20. Rugosidade
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Célculo da forca de atrito:

fy a Fy = fy = ug. Fy (3.32)

Calculo da componente (Py):

Fy = Py = m. g. cos(6) (3.33)

substitui-se a EQ.(3.33) na Eq.(3.32), obtendo-se:

fq = ugq. m.g. cos(0); (3.34)

sendo, uy 0 coeficiente de atrito dinAmico ou cinético.

Para cada par de superficies (carro + rampa), a forca de atrito surge no objeto
em sentido oposto ao movimento relativo do objeto com a rampa, devido a
rugosidade existente entre as superficies de contato. A for¢ca de atrito que surge nos
sapatos € importante, para que seja possivel caminhar. O mesmo ocorre com um
automovel que se desloca ao longo de uma rua ou rodovia. Porém, ha casos em que
se deve procurar elimina-lo ao maximo possivel, ou seja, a forca de atrito deve
aproximar de zero, para isso, deve-se polir a superficie e ainda colocar-se 0leo para
ocupar 0s espacos vazios entre as superficies, eliminando-se o desgaste das pecas

em contato (ex: pistdo e a carcaca de um veiculo).

Através da Fig.(3.21), demonstra-se o surgimento da forca de atrito, como o
objeto encontra-se em repouso, mostra-se que a forca de atrito estatico varia de zero

até um valor maximo:
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(c)  Imindncia de movimento
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Figura 3.21. Plano inclinado: (a) Repouso, (b) Repouso, (c) Iminéncia de

Movimento

Na Fig.(3.21).(a) o bloco encontra-se em repouso, consequentemente a
resultante das forcas que atuam no objeto é igual a 0, com isto a componente do
peso (P,) é igual a forca de atrito estatico (P, =f.). A medida que o angulo 6 for
aumentando a componente do peso P, aumenta, como O corpo continua em
equilibrio, a forca de atrito estatico aumentou de tal forma que P/ = f;. Quando o
objeto encontra-se na eminéncia de movimento, na Fig.(3.21).(c), observa-se que o
valor maximo da forca de atrito f,,, € atingido. A partir dai o corpo pbe-se em

movimento, logo, sera denominada de forca de atrito dinamica.
Célculo da forca de atrito estatico maximo:

fem = ue.m.g. cos(Opax) ~ P = fem (3.35)

Célculo do angulo maximo:

tg(eméx) _ :_l: _ fem _ ue.m.g.cos(Bmax) — ue (3.36)

Fn m.g.cos(Omax)
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Bax = arctg(ue) (3.37)
A forca de atrito depende exclusivamente da rugosidade existente entre as
superficies de contato.
Ent&o, quando um automdével sobe uma rampa, tem-se:

—

(4

Ml
=

-
F,.: ~ for¢a do motor

Figura 3.22. Carro em aclive

Somatorio das forgcas no eixo normal:

Z FN =0. FN = PN (338)

Considerando-se o carro subindo com velocidade constante, tem-se:

Z Ft =0 Fext = Pt + fd (3.39)

Célculo da forca de atrito dinamica:

fq = uq. m.g.cos(0) (3.40)

De acordo com a explicacdo acima, e considerando a massa do carro,
m = 1500 Kg; g = 10 m/s?; cos(8) = 0,8; sen(0) = 0,6; ug = 0,6. Determine a forca

do motor (F.,) para que o automével suba a rampa com velocidade constante.
substituindo os valores na Eq.(3.38), tem-se:

Fy = Py = m.g.cos(8) = 1500.10.0,8 — Fy = 12000N (3.41)
a partir da Eq.(3.40), determina-se a forca de atrito dinamica:
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fg = ug.m.g.cos(6) = 0,6.(12000) — f4 = 7200N (3.42)

Calculo da componente do peso:

P. = m.g.sen(8) = 1500.10.0,6 — P, = 9000N (3.43)

Somatério das for¢as que atuam no carro € igual a zero:

Fexe = P, + f3 = 9000 + 7200 — Foye = 16200N (3.44)

Quando um carro desce uma rampa com velocidade constante (v); tem-se:
rgWa = AEc = Ecg —Eca = 0 « Ecg = Ecy -~ v4 = vg; Portanto a energia cinética é
constante. Quanto a energia potencial gravitacional ha uma diminuicdo, pois o carro
estd passando de pontos de Epy > Epg, ouU seja, Yo > Yg ~ Epg = m.g.y, quanto
maior for y, maior é a energia potencial. Consequentemente como 0 corpo (carro)
esta perdendo energia potencial e ndo esta convertendo em energia cinética, logo, o
carro esta perdendo esta energia para o ambiente, devido o fato dele estar freando.
Hoje em dia, ha o dispositivo KERS, do inglés Kinetic Energy Recovery System, que
armazena esta energia em molas (energia potencial elastica) que no momento
oportuno esta energia da mola retorna para o aproveitamento no movimento do

carro.

Quando o carro desce a rampa, a componente do peso (ﬁ) ajuda a puxar o
carro rampa abaixo, tentando aumentar a velocidade do mesmo, isto, s6 nédo ocorre,
por qué o motorista pisa no freio, tornando a forca resultante nula, ndo havendo
aceleracdo, com isso a velocidade se mantém constante. Enquanto o carro sobe
uma rampa, a componente do peso (f’;) atua em sentido oposto, contrariando ao

movimento, por isto, 0 motorista pisa mais no acelerador, para manté-lo, com
velocidade constante. Como o carro estd ganhando energia potencial, o motor do
carro imprime uma forca motora de tal forma que a resultante das forcas seja nula,

mantendo a velocidade do carro constante.

A Fig.(3.23) mostra um corpo indo de A para B, perdendo altura, perdendo

energia potencial para o ambiente através da aplicacdo da forca de atrito dinamica

(?d) contraria ao movimento.
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Figura 3.23. Posi¢des no plano inclinado

3.2 Movimento Retilineo Uniformemente Variado (MRUV)

Na Fig.(3.24), é ilustrado o movimento de um movel com velocidade variavel:

C Cdy = Cgw=—~[C

0 xy P *a

Figura 3.24. Movimento Uniformemente Variado

— A trajetéria é uma reta.

Caracteristicas do movimento: { .
— A aceleracgao é constante.

Pela caracteristica do movimento, onde a aceleracdo é constante e diferente
de zero, existe variagdo do moédulo da velocidade no decorrer do tempo, uma vez
gue a direcdo e sentido ndo se modificam. Se a velocidade se modifica, significa que
h&a algum tipo de interferéncia externa. Se o movel se desloca com velocidade
constante o somatério de forcas é igual a zero, como a velocidade estd se
modificando entdo a forca resultante é diferente de zero, ou seja, significa que ha
uma forca resultante atuando neste corpo. Se a forca resultante esta a favor do
movimento, o0 médulo da velocidade aumenta (movimento acelerado) e se a forca

resultante atua em sentido oposto ao movimento, 0 modulo da velocidade diminui
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(movimento retardado). Acelerando ou freando, a posicdo e a velocidade estao
alterando com o passar do tempo. Logo, serd necessario definir uma grandeza
fisica, para equacionar o movimento, onde atravées das fungfes, pode-se localizar o
movel (posicdo) e afirmar quanto vale a velocidade num dado instante qualquer. A

Av _ v-vy

partir da aceleracdo, a = — =
At t-0

;V—Vy =a.t,équesetem,v=v,+a.t, esta é a

funcdo horéria da velocidade, em que v, representa a velocidade inicial e a € a

aceleracao do movel.
Entéo, a velocidade depende apenas do tempo.

v(t) =vy +a.t (3.45)

0 t t(s)

Figura 3.25. Velocidade x Tempo

Ao calcular a area do grafico da Fig.(3.25) encontra-se o deslocamento da
particula.

Céalculo do deslocamento do mével:

Ax=v0.t+t(V;—V°)—>x—x0=V0t+%(vo+at—vo).t (3.46)

X =Xy + v0t+%at2, é a funcdo horaria da posic¢éo (f.h.p), em que x, é a posicao

inicial, v, representa a velocidade inicial e a representa a aceleracdo, que é
constante.
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Figura 3.26. Posicao do objeto: (a) Posi¢cao x Tempo, (b) Posicdo x Tempo

Exemplificando o movimento variado, tem-se um movel mostrado na

Fig.(3.27) que parte inicialmente da posicdo 60 m com velocidade de 6m/s e

submetido a uma aceleracéo de 3m/s2. A medida que o tempo passa a posi¢éo e a

velocidade se modifica entdo descobrir:

- X “

M.

r 6 Mmoo w2

A funcéo horaria da velocidade e seu respectivo gréafico v X t.

A funcéo horaria da posicao e seu respectivo grafico x X t.

O tipo de movimento.

A posicéo e a velocidade no instante t' = 6s.

O instante em que o movel passa pela origem dos espacos.

A distancia percorrida de 0 a 10 s de movimento.

A distancia percorrida entre t; = 5set = 12s.

A aceleracdo no instante t = 6 s.

Se o tempo for muito grande, € possivel ter uma velocidade infinita?
Neste caso, existe algum momento que o movel inverte 0 movimento?
Se, a > 0, explique o porqué a curvatura da curva x X t ser para cima?
Quando se pode afirmar que a posicdo do mével é sempre crescente?

Quando se pode afirmar que a posicdo do movel é sempre

decrescente?

N.

Quando é que se pode afirmar que o movel ndo muda de posicédo?
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Figura 3.27. Movimento ao longo de uma reta/Movimento variado

Tais questionamentos serdo explicados em seguida, seguindo a ordem

alfabética em que foram apresentados.

Como fM € maior do que fy, a forca resultante € a favor do movimento, logo, o
maodulo da velocidade aumenta no decorrer do tempo.

A. A funcédo horaria da velocidade e seu respectivo grafico (Fig.3.28) séo
mostrados abaixo:

vxt v=vygtat.v(t)=6+3t;vom/set—os. (3.47)

t(s)

Figura 3.28. Velocidade x Tempo

B. A funcdo horéria da posicdo e seu respectivo grafico (Fig.(3.29)) séo
mostrados como segue:

XXt X=Xyt Vot +%at2 (3.48)

x(t) = —60 + 6t + th (3.49)
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x(m)

; 3
| —— x(t) =-60+6t +Et2

t(s)

—60

Figura 3.29. Posicdo x Tempo

C. Para o movimento progressivo(v > 0) e acelerado (a > 0), ve atem o
mesmo sinal (ambas positivas). Tem-se entdo, um Movimento Progressivo
Acelerado (MPA).

D. Calcula-se agora a posicao e a velocidade no instante mencionado:
X (6) = =60 + 6(6) + 2 (6)? (3.50)
X =—-60+36+54—>x =30m (3.51)
v(6)=6+3(6)>Vv =6+18 ~v =24m/s (3.52)
E. O instante em que o movel passa pela origem dos espacos € calculado
como segue:
0=—60+6t+2t7 - (3.53)

-6+ /(6)2—4 A(-60) _
t = (2) _ T6%V396 _ —6+19,9 (3.54)

G e

t* = 4,63 s instante em que o movel passa pela origem dos espacos.

F. O tipo de movimento pode ser dado pelo equacionamento abaixo e

mostrado na Fig.(3.30):
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v(10) = 6 +3(10) = 36m/s (3.55)

[ dx = fjvdt = (6 + 30t (3.56)

Ax = [ 6d + [)°3tdt (3.57)
1 32|10 3(10)2

Ax =6t} + 2| =610 + - (3.58)
0 2 lo 2

Ax = 210m. O movel percorreu 210 m nos primeiros 10 s de movimento.

t(s)

Figura 3.30. Velocidade x Tempo

G. A seguir, tem-se o célculo da distancia percorrida pelo mével e
ilustrada na Fig.(3.31):
\w{m/s)

t(s)

Figura 3.31. Velocidade x Tempo

X2 _ rt _ rt t2
le dx = ftl vdt = ftl (6)dt + ftl 3tdt (3.59)

3t2 12

x|y = 6t[5* + 2l (3.60)
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Xo = %; = [6(12) - 6(5)] + [242= — 261 (3.61)

2
Ax = [72 — 30] + [216 — 37,5] (3.62)
Ax = 42 +178,5 ~ Ax = 220,5m (3.63)

a distancia percorrida foi de 220,5mde 5sa 12s.

H. Quanto a aceleracdo, tem-se que a(6) =3m/s?; pois, esta é
constante.

l. Quanto a velocidade infinita, ndo sera possivel, pois ndo se consegue
acelerar um carro de tal forma que ele aumente sua velocidade permanentemente,
até por que a maxima velocidade é a da luz (C = 3.108 m/s).

J. A funcdov = 6 + 3t, paraVvt € R, v > 0; entdo, o0 movel néo para, por

nao ter inversao de movimento.

K. Quanto a curvatura, faz-se: x(t) = —60 + 6t + %tz % =6+3t=

v(t) , estuda a taxa de variacdo da posicdo em funcdo do tempo.

2[x®)] _

e 3?2 > 0; Quando a 22 derivada, é positiva, a curvatura da curva x(t) x té

voltada para cima.

L. Se d[’;(tt)] > 0; A posicdo aumenta com o tempo; ou seja, a funcdo da
posicao é crescente.

M.  Se W
dt

< 0; A posicao diminui com o tempo; ou seja, a funcdo da

posicao é decrescente.

N. Se dx®I
dt

=0; A posicdo do movel ndo se altera, logo, o movel

encontra-se em repouso.

O MRUV também pode ser entendido imaginando um objeto caindo em queda
livre nas proximidades da Terra de uma altura de 180 m, onde o campo de forca

terrestre vale 10 m/s?. Observe o esquema representado na Fig.(3.32).
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Figura 3.32. Queda livre/MRUV

Observa-se que a trajetoria é retilinea e que a aceleracdo da gravidade é
constante, o movimento do corpo é retrogrado (v < 0) a aceleracdo (a =g=
-10ms2; Portanto o movimento € acelerado v e « tem o mesmo sinal, ambas

negativas.

Célculo da funcao velocidade:

AV d t
a= A—: = d—‘t’ - dv = adt - f(;] dv = [/ —10dt - v[§ = —10tl§ (3.64)
V—vy=—10t ~ v(t) = —10tf.h.v (3.65)
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v(m/s)

dt b
0 t(s)

——>» dy = vdt

vl ____X \

Figura 3.33. Velocidade x Tempo

Calculo da fungéo horaria da posicao:

[} dy = [y(~100)dt (3.66)
y—yo =" (3.67)
y=yo—5t*fh.p (3.68)
y = 180 — 5t2 (3.69)

Note que a velocidade é sempre negativa durante toda a queda do corpo. A

posicao diminui até zerar (no solo), de onde € possivel determinar o tempo de queda
(tq)-

0=y,— 5t >5t =180 >t; =65 (3.70)

Célculo da velocidade maxima do corpo:

[Vmax| = [-10(6)| = 60m/s (3.71)

A partir da Eq.(3.69) determina-se a posi¢cao do corpo nos instantes t, = 2s e

t4_ = 45
y, =180 —5(2)2 >y, =160 m (3.72)
ys =180 —-5(4)2 >y, =100m (3.73)
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180
160"

100f----

y = 180 — 5¢2

Figura 3.34. Posi¢cao x Tempo

O lancamento verticalmente para cima € uma exemplificacdo que contribui
para o entendimento do MRUV, sendo assim tem-se um corpo langado para cima
com velocidade de 50m/s, a partir do solo, num local onde a resisténcia do ar é
desprezivel. Faca um estudo completo, funcdes horarias, graficos, crescimento e

decrescimento da posigao, simetria do grafico y X t.

Vemiz] .. v=0; ¢,

L=t
—

=

al

_ vy =50m/Ss
ty

g=10m/s*
t, =0

solo

Figura 3.35. Lancamento vertical
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Observe que uma grandeza vetorial é positiva, quando tem mesmo sentido do
eixo adotado, e sera negativa, quando tem sentido oposto ao da trajetdria orientada.
A aceleracdo g é sempre negativa, uma vez que o eixo y € orientado para cima,e 0 g
€ sempre para baixo. As figuras (3.36), (3.37) e (3.38), ilustra os calculos realizados

a sequir:
Célculo da funcéo horaria da velocidade:

v=vy+at-v(t)=50—-10t fhv (3.74)
Calculo da fungéo horaria da posicao:

Y =Yo+ Vot + %at2 (3.75)

y =50t —5t% f.h.p (3.76)

No ponto de altura maxima, determina-se o tempo de subida:
(v=0)~0=50—10ty>t;=5s (3.77)
A posicdo maxima do objeto lancado:

Vmax = 50(5) —5(5)% = yax = 250 — 125 - y 4 = 125 m (3.78)

Na subida: MPR — Movimento Progressivo Retardado (v > 0e g < 0).
Na descida: MRA — Movimento Retrégrado Acelerado (v< 0e g < 0).

Segue os graficos:

77



125

y(t) = 50t — 5¢2

f, =10 t(s)

Figura 3.36. Posicdo x Tempo

Ww(m/s)
4 560

50

=125 m

t(s)

5(50)

Figura 3.37. Velocidade x Tempo

\a(m/s®)

0 t(s)

—-10

Figura 3.38. Aceleracédo x Tempo

Assim, nos Movimentos Uniformemente Variados (MRUV) existe uma forca
resultante atuando no sistema. Se a favor do movimento a forca resultante atua no

sentido de aumentar o modulo da velocidade, entdo o sistema ganha energia de um
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agente externo. Utilizando-se da Fig.(3.39) calcula-se a energia recebida pelo

sistema:

Fr = m.d, 22 Lei de Newton.

—_— o ax —_—
I Fu, A Fu
IIII A B X

Figura 3.39. Movimento retilineo/Variado

Célculo da energia recebida pelo sistema:

B,/ — - N
rWa = [, (Fu — fg). dX (3.79)

2.2
sendo vZ = v + 2.a.d a Equagéo de Torricelli em que se obtém: a.d = %

X VZ _VZ
raWa = fX; m.a.dx = m.a.d = m. (%) (3.80)
2 2 1
pWh = =2 =25 B¢ = —mv? . p WR = AE¢ >0 (3.81)
O sistema ganhou energia, entéo, FRWAB > 0.

Se a forca resultante atua em sentido oposto ao do movimento,
FRWE = AE; < 0, 0 sistema perde energia para o meio externo, fazendo com que

haja diminuicédo da velocidade do sistema.

Quando na queda livre, observa-se que a medida que o corpo vai caindo, ha
uma diminuicdo da altura (Epg diminui), como o sistema ndo perde energia para a

vizinhanca, entdo, o corpo ganha velocidade, aumentando sua energia cinética

1 . . . S
(EC = mvz). O corpo apenas transforma energia potencial em energia cinética de

T2
tal forma que sua energia se conserva. Dai o principio da conservacéo da energia

mecanica:
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Em = Epg + E¢ -~ Ema = Emp = - = Emp (3.82)
ECA + EPA = ECB + EPB (383)

Na auséncia de forcas dissipativas, a energia mecanica do sistema se
conserva.

Uma aplicacdo que pode ser observada no cotidiano é quando, dois carros A
e B partem de um mesmo ponto (A) e movimenta-se em linha reta no mesmo
sentido, onde a velocidade dos carros sdo dados abaixo. Determine depois de

guanto tempo os carros voltam a se encontrar.

Observando a Fig.(3.40) nointervalo 0 <t < i calcula-se o valor da constante

k.
sv(km/h) B
L ;
14,5}-----------—g Al A
0 1 ts = 0.7 Hn)
: :
Figura 3.40. Velocidade x Tempo
va(t) = kvt > 14,5 = k\/% (3.84)
1
k=29 . v (t) = 29.t2 (3.85)
t> i h = 15 minutos (3.86)
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a velocidade do carro A é v, (t) = 14,5 Km/h.

Carro B:
VB(t) =ag.t (387)
vg(t) = 58t (3.88)

a aceleracéo do carro B:

as =y = 58 Km/h? (3.89)

Calculo do tempo de encontro (tg):

1

Jilva(® —vg(D]dt = fOtE [vg(t) — va(D)] dt (3.90)
1 1 th
f[29t2 - 58t| dt = [ *[58t — 14,5]dt (3.91)
1
Gl seeii et t}
205 — L =BT _ 145 (3.92)
> 2 g 2 g
2,416 — 1,8125 = 29t — 14,5t} (3.93)
29t — 14,5t; — 0,604 = 0 (3.94)
, _ 14,5+11,84
ty = LA (3.95)
tg = 0,45h = 27 minutos ~ tg =0,25h+0,45h=0,7h (3.96)
tg >-h (3.97)

o carro A estava a frente de B, e no instante t; = 0,7 h eles voltam a se encontrar.
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3.3 Movimentos Curvilineos

Os movimentos curvilineos sdo movimentos um pouco mais complexos que
0S ja vistos até agora, pois, estes sdo compostos de dois ou mais movimentos
simples. Quando se lanca um objeto formando um &angulo 8 com a horizontal, a
velocidade de langamento (V,) terd duas componentes (Vo - horizontal e V,, —
vertical, originando em dois movimentos independentes. O movimento da horizontal
€ um MRU e o movimento da vertical € um MRUV, assim, eles sdo perpendiculares
entre si, portanto, ndo produz efeito de um sobre o outro, ou seja, eles séo
independentes.

Abaixo, mostra-se uma aplicacdo de movimentos curvilineos:

Considere v, =50m/s;g=10m/s?; sen(®) = 0,8 e cos(0) = 0,6 , conforme
Fig.(3.41):

Vi

Figura 3.41. Lancamento obliquo

Equacéo vetorial da velocidade:
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V=V, 47,

Modulo da velocidade:

V= /v§+v§

Funcao horéaria da velocidade no plano:

~

V = (vocos(8))i + (vosen® — gt)] « V = vyd + vy
Movimento horizontal:

vy = Vo cos(0) =50.0,6 » v, =30m/s

MRU .. x(t) = xo + vy. t

x(t) = 30t f.h.p (horizontal)

Movimento vertical:

vy = vosen(B) — gt » v, = 50.(0,8) — 10t
vy = 40 — 10t f. h. vel. (v)
MRUV: y =y, + vyt +%ayt2 - y(t) = 40t — 5t? f. h.p. (v)

v,. Produz afastamento.

_ {Produz ganho de altura (subida).
Yy IProduz perda de altura (descida).

Ponto de altura maxima (v, = 0).

0=40—10t; > t; = 4s

Obtendo-se a altura méaxima:

Ymax = 40(4) — 5(4)? = 160 — 80 - yzx = 80 m.
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Obtendo-se o alcance maximo:

Xmax = 30(8) =240 m ~ Xpa = A = 240 m.

Célculo da posi¢éo do objeto no instante t = 2 s:

x =30(2)=60mey =40(2)—5(2)?+y =60m

Célculo da posi¢éo do objeto no instante t' = 6 s:

x =30(6)=180mey =40(6)—5(6)? ~y = 60m

Calculo do moédulo da velocidade no instante t = 2 s:

vy =30m/sev, =40-10(2) =20m/s ~.v= \/(30)2 + (20)2 ~. v=36m/s

Célculo da equacéao da trajetoria (Fig.(3.42)):

Vx = V,.c0s(8) - vy, = vp.sen(B) — gt - x = v, cos(0) .t

X

- v cos(0)

y =vysen(0)t— %gt2

y(x) = v,.sen(B) . — _ég_( X )2

v cos(6) Vg cos(8)

y(x) = tg(0).x — % x?; b =tg(0)

v3cos2(@) " !
y(x) = b.x — a.x?

Ay _ _
- =b—-2ax, =0

Xy, = —
V' 2a

Ymax = Y(Xv)
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Ya
Ymax|--—-----—------—-=2 |
|
i
i
i
i
|
i
i
i
i
i
! > X
0 .
. = i X = 2Xy
Y 2a
Figura 3.42. Posicéo vertical x Tempo
_ b _ sen(6).2.v§ cos?(6) __ visen(26)
VTN cos(0).2.g — Xy = 2g (3.122)
o __sen(®) va.sen(0).cos(6).2 _ g [Vﬁ.sen(@).cos 9.2]2
Ymax = Y(XV) " cos(® 2g 2vy cos2(0) 2g (3'123)
o v3.sen?(0) _ (v%)z.senz(e).cosz(e) __ v.sen?(6)
Ymax = g 2v2 cos?(0)g = 28 (3.124)
vZ.sen?(0)
Ymax = Oz—g (3.125)
vZ.sen(20) vZ.sen(20)
Xmax = 2.Xy = 2.———— e Xmax = S ; (3.126)

Dois ou mais corpos, lancados de um mesmo ponto, num mesmo local
(g = constante) com a mesma velocidade de langamento, ter& um alcance maximo

possivel, quanto maior for sen(20).

>0 =1=45° (3.127)

sen(20) =1.20= Y=

T
2

Lancando um objeto com um &angulo de 45°, seu alcance serd o maximo

possivel, desde que se mantenha a mesma velocidade de langamento.
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Considerando o Movimento Circular, imagine um objeto girando com
velocidade constante w = 0,2mrad/s cujo raio vale 4 m, sobre um disco rugoso,

onde o coeficiente de atrito estatico entre o disco e o objeto vale py, =0,8.

Considere: g=10m/s? em = 20Kg, v = i—i; W= %. assim, pode-se calcular:
A. A velocidade linear do objeto.
B. A aceleracao centripeta que atua no objeto.
C. O moédulo da forga que atua no objeto.
D. O periodo de revolucéo (T) do objeto.
E. O angulo “varrido” depois de 30 minutos de movimento.
F. A distancia percorrida pelo objeto ap6s 30 minutos de movimento.
G. A velocidade angular (w,s¢) que 0 objeto suporta sem sair do disco.

Observando a Fig.(3.43), sera mostrado a seguir as consideracdes acerca

dos itens acima.

objeto

rad rad
w=02mn—=063—

Figura 3.43. Movimento circular

A v=""=wR (3.128)
v=021(4) ~v=08tm/s (3.129)
B. ay = ac = w2 R =(0,2m)%. (4) (3.130)
ay = 0,16m% m/s? (3.131)
C. Fc=Fy=m.ay (3.132)
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Fy = 20.(0,16m2) - Fy = 3,202 N (3.133)

D.o=25T=225T=10s (3.134)
T 0,21
E. 8 =w.t— 0 =0,2m(1800) (3.135)

0 = 360mrad — 180 voltas

F. As =v.t - As = 0,8m. (1800) (3.136)

As = 4524 m distancia percorrida.

G. Fy = fgy = U, mg = m.w} 4. R = 0,8.10 = 0],4,(4) (3.137)

max"*

Wmax = 1,41 rad/s (3.138)

Quando particulas ou objetos puntiformes giram sobre um mesmo eixo eles
tém a mesma velocidade angular (w), porém, quanto mais afastado do eixo (maior

raio), maior sera a velocidade linear, veja a Fig.(3.44).

Figura 3.44. Velocidades lineares diferentes

Veja que a velocidade angular € a mesma para todos os pontos do disco:
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Wa = W = W¢ (3.139)

A velocidade linear € dependente do raio, quanto maior o raio, maior sera a
velocidade linear. Na Fig.(3.44) tem-se:

Vp > Vg > V¢ (3.140)
Observe:
w=2_2r (3.141)
At T
_4s _ 2mR
At T (3.142)
v=w.R (3.143)

Quando particulas giram acopladas a eixos diferentes elas tém a mesma

velocidade linear (v), tendo maior velocidade angular a polia de menor raio (R) como
pode ser visto na Fig.(3.45).

Vi =V, (3.144)

Figura 3.45. Velocidades lineares iguais

E possivel notar que o raio da polia 1 é menor do que o raio da polia 2,

consequentemente a velocidade angular da polia 1 € maior do que a da polia 2.

w1 > Wy (3.145)
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A cicléide é a trajetdria de um ponto P da roda “deixada” no plano devido uma

volta completa da roda no eixo x (piso), veja Fig.(3.46):

v
2R Ey
Deg cicloide
Elxo
j———
Pxf) R __% O%
__— g1 Rcosd
b —  ____ 0 '
R senf : )
' Py
1 ! !
I Tl ! :
" R ZnR x
X e e —mmm———
0¢ T -+

Figura 3.46. Cicléide

w, representa a velocidade angular da roda.

Funcdes da posicdo em funcédo do angulo 6:

{X;RRG R Cs(?:((ee)) (3.146)

oo=%—>9=u).t (3.147)

Veixo = W.R (3.148)
Funcao horaria da posicéao na horizontal:

x(t) = Rwt — Rsen(wt) (3.149)
Funcao horaria da posicéo na vertical:

y(t) = R — Rcos(wt) (3.150)
As componentes da velocidade:

v (D) = % = wR — Rw cos(wt) e vy, = % = +Rw sen(wt) (3.151)
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v¢(t) = wR — Rw cos(wt) f. h.vel (H) e vy (t) = wRsen(wt) f. h.vel. (V) (3.152)

a,(t) = % = w’Rsen(wt) e a,(t) = @ = w?R cos(wt) (3.153)

ax(t) = w?*Rsen(wt) f.h.acel. (H) e ay(t) = w?. R.cos(wt) f.h.acel. (v) (3.154)

Se o ponto P encontra-se no ponto mais alto da trajetéria, tem-se:

0 = mrad e cos (w%) = cos (%ﬂg) =-1 (3.155)
0 = mrad e sen (w%) = sen (%ﬂg) =0 (3.156)

Determinacéo da posicao horizontal em meia volta:

T

X (g) =x(t) = mR (3.157)
Determinacéo da velocidade horizontal em meia volta:
v(Z) = v() = 20R (3.158)

Na Eq.(3.154) é determinado a aceleragcdo em meia volta:

T

0 (2) = a® =0 (3.159)

A altura do ponto P da roda em meia volta:
y(5)=y@® =2R (3.160)

Célculo da velocidade vertical em meia volta:

T

vy () =vy(® =0 (3.161)

Célculo da aceleracéao vertical em meia volta:

ay (%) = a,(H) = —w%.R (3.162)
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w =" (3.163)

owT=mn (3.164)
=T

T== (3.165)

A seguir, na Fig.(3.47), tem-se a aplicagdo de movimento curvilineo: Para que
o bloco de massa M fique a uma altura h, determine o tempo minimo e maximo do
periodo de revolugéo (T) do cone invertido, cujo coeficiente de atrito estatico entre o
bloco e a superficie do cone vale .

RIS S S

Figura 3.47. Movimento no cone

Observando-se a Fig.(3.47), tem-se:

thz%—)l‘:hth (3.166)

o bloco tende a descer sobre a rampa (funil), logo, a for¢ca de atrito maximo, é rampa

acima.

Célculo do tempo maximo (T 4y):
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Fy.senf + pg. Fy.cosB=m.g (3.167)

m.v?2

Fn.cosB — ps. Fy.sen 3 = — (3.168)

. _ mg
da Eq.(3.167): Fy = T
mv?

da Eq.(3.168): Fy = T(cos P-piasen B)

2

mv mE___ L,y = \[h tgp.g. (b tesenl) (3.169)

r(cos B—ug sen B) - (sen B+pg.cos B) sen B+pg.cos B

2nr =v.T = Thax = zrhtg B ou (3.170)

cos 3—ps.sen
Jg.h tg B(sen B+us.cos B)

_ htg [sen B+ug.cos B
Tméx N ZT[\[ g (cos B—ps.sen B) (3'171)

Veja que foi necessario utilizar a Eq.(3.170) para melhorar-se a Eq.(3.172).

htgf _
Jhtgp ~ V htgp (3.172)

Calculo do tempo minimo (T,;,): O bloco tende a subir sobre a rampa do
cone (funil), logo, a forca de atrito estatico € para baixo. Modifica-se as EQq.(3.167) e

Eq.(3.168), a resolucado € andlogo a situacao anterior.

Fy = cosB + pus. Fysen = mTVZ (3.173)
Fy sen  — ps. Fy.cos B = mg (3.174)
entao:

T = 2T \/h'tggﬁ ) (3.175)
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3.4 Giro de um Corpo Extenso em Torno de um Eixo

A partir de agora estudar-se-a 0 movimento de corpos extensos. Logo tem-se
a necessidade de compreender a grandeza momento de inércia e as grandezas
fisicas tais como, torque e momento angular afim de determinar-se a energia

envolvida nas situagcdes-problema, (YOUNG, 2008).

Sera iniciado o estudo com uma barra uniforme de aco, com 1,20 m de
comprimento e 6,4 Kg de massa, tem fixada em cada extremidade uma pequena
esfera de 1,06 Kg de massa. A barra gira em um plano horizontal, em torno de um
eixo vertical que passa pelo seu ponto médio. Em um dado instante, observa-se que
ela esta realizando 39rotagdes/s. Em virtude do atrito com o eixo, ela chega ao

repouso 32 s mais tarde. Supondo constante o torque do atrito, pode-se calcular:

A. A aceleracao angular.

B. O torque retardador devido o atrito no eixo.

C. O trabalho total realizado pelo atrito no eixo.

D. O numero total de rotacOes efetuadas durante os 32 s.

E. Suponha, entretanto, que se saiba que o torque devido ao atrito ndo &

constante, calcule o trabalho realizado pelo atrito.

Calcula-se inicialmente os seguintes dados:

2mR?

IESf = T (3176)
LZ

Igarra = nl_z (3-177)

wo = 39(2m) = 78m rad/s (3.178)

Em seguida, de posse da Fig.(3.48), serdo discutidos os questionamentos

acima:
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Mediatriz

Figura 3.48. Momento de inércia de uma barra

A w =wy+yt (3.179)
0 =78m+vy(32) (3.180)
y = —7,657 rad/s? (3.181)
B.t=La=1Ly (3.182)

Nas EQ.(3.176) e EQ.(3.177), [1,06(0,6)% + 1,06.(0,6)% + 6,4.(1,2)2/12] ,

corresponde ao I das duas esferas somadas a barra:

7 =[1,06(0,6)% + 1,06.(0,6)% + 6,4.(1,2)2/12].(=7,657) (3.183)

T=-11,7NXm (3.184)

C. Wrorque = [, 7d0 = [[*(=11,7)[78m — 7,657t] (3.185)

Wrorque = —11,7| [ 78m dt — [ 7,657t dt| (3.186)
7,657t2|32

Wrorque = —11,7|78m.(32) — (3.187)
0

Wrorque = —11,7[3921] > o = —4,58.10*7 (3.188)

A© 3921 ~ 1
D. N= P = o - N =624 rOtaQOGS ~ AB = wot — Eytz (3189)
E. O trabalho depende apenas o ponto inicial e final, ndo depende dos

meios, ou seja, dos processos intermediarios . [Wp = —4,58.10%7.
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3.5 Torque Sobre uma Particula

Anteriormente foi definido o conceito de torque, a Fig.(3.49) reforca o
entendimento de tal grandeza fisica.

Figura 3.49. Representacao de torque (Adaptado de DONOSO, 2014)

7=txF (3.190)
T =r.F.sen0 =r.F,; F, € a forca perpendicular ao raio. (3.191)

E uma grandeza vetorial que mede o efeito de giro que a forca F produz no

sistema num dado ponto do mesmo.

3.6 Momento Angular (L) da Particula

Momento angular € uma grandeza fisica associada ao movimento de rotacao
de um objeto definido por:
= _dp , dL dp
F=9P P.

L e (3.192)

L=fXp: — .
p dt dt dt’

Aplicando-se o operador derivada primeira na Eq.(3.193), tem-se:

d_ﬁ_i—) —)_E — > @_—) - - -
dt—dt(FXp)—thp+rxdt—vav+r><F (3.193)
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Relacao do torque com o0 momento angular:

dC _ > , »_dL
E—T oo T—dt (3194)

Se L for constante, o t = 0.

Suponha um corpo constituido de duas massas esféricas com 5 Kg cada uma,
ligadas por uma barra rigida (Fig.(3.50)), leve, de 1 m de comprimento. Considere as
esferas como particulas e despreze a massa da barra. Pode-se entdo determinar o

momento de inércia;

Figura 3.50. Momento de inércia

A. Em relacédo a um eixo perpendicular a barra e que passe pelo ponto C.

B. Emrelacdo a um eixo perpendicular a barra e que passe por uma delas.

A. Ic =Y mr?; =5.(0,5)? +5.(0,5)% = 2,5 Kg. m? (3.195)

B. I, = Y myr?; = 5.(1)2 = 5 Kg.m?. (3.196)

O modelo de haltere rigido, I, é o dobro de I.

Deduzir a relacdo L = I.w para 0 momento angular de um corpo rigido e um

eixo de rotacdo em torno de um eixo fixo.

dw
dt’

d(lw)
dt

T=1L0q,«a entdo ~ T =1La = [(dw/dt) = (3.197)

L =
— =~ L
dt

T I (3.198)
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Abaixo tem-se as figuras que representam o momento angular que atua em

cada caso:

4

Figura 3.51. Torque e momento angular, (Adaptado de DONOSO, [2014])

Figura 3.52. Particula movendo-se num circulo no plano xy, (Adaptado de
DONOSO, [2014])
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o

Figura 3.53. Determinacdo do momento angular, (Adaptado de DONOSO,
[2014])

Eixo Eixo

(b)

Figura 3.54. Patinadora Sasha Cohen em movimento de: (a) Translacao e (b)
de Rotacdo em torno de um eixo vertical, (c) Determinacdo da Velocidade Angular,
(Adaptado de DONOSO, [2014])
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3.7 Translacéo e Rotacéo de uma Esfera Maci¢ca Descendo um Plano Inclinado

Sabe-se que uma esfera ao descer o plano inclinado terd rotacdo e
translacdo. Para esclarecer os dois movimentos abandona-se uma esfera do topo de
um plano inclinado como mostra a Fig.(3.55). Determine a velocidade de translacao

da esfera no final da rampa.

Gm

8m A

Figura 3.55. Movimento de rotagéo e translacao

Sendo o] problema acima com 0s seguintes dados:

2
m = 2Kg;g =10 m/s% Hg = 10 m; Vg = 0; pe = 0,125; Ipge = =~ R = 6,3.1072 m.

Determinacéo da for¢ca normal:

Fy = m.g.cos(0) (3.199)
Fy = 2.10.0,8 (3.200)
Fy = 16 N (3.201)

Comprimento da rampa:
AB=+v62+8%2 -~ AB=10m. (3.202)
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Célculo do seno e cosseno do angulo do plano inclinado:

sen(B) = 0,6 e cos(B) = 0,8. (3.203)

Célculo da forca de atrito:

f, = p.Fy = 012516 ~ f, =2 N (3.204)

Célculo da componente tangencial do peso:

P, = m.g.sen(®) = 2.10.0,6 - P, =12N (3.205)

Célculo do trabalho realizado pelas for¢cas que atuam na esfera:

rgWE = AE¢ = g WE = P,Wg = 12,10 - p WE = 1207 (3.206)
AEc = AEct + AEcr + T = Translagao, R — Rotagdo. (3.207)
120 = -.2.v% +2(3,175.107%). W} (3.208)
120 =v3 + 39,63 .~ v4 = 8,965m/s (3.209)

Se nao houvesse movimento de rotacdo a velocidade de translacéo seria de:

va =10m/s.

Em aplicacbes mais simples, utiliza-se de bloquinhos, evitando assim a

rotacao.
Célculo do momento de inércia da esfera:

2.2.(6,3.1072)?

Ipsr = - I = 3,175.10"3Kg.m? (3.210)

Célculo da velocidade angular da esfera na parte inferior do plano inclinado:

W, = 79.t = 79. (2) (3.212)
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W, = 158 rad/s (3.213)

Calculo da aceleragéo angular:

Va = Vyp + aA.t (3214)

ap _ . _ gsen(0)-1

R VT 63102 (3.215)
_10.(0,6)-1

Y= 3102 (3.216)

y = 0,79.102 (3.217)

Y = 79rad/s? (3.218)

Aplicando-se a 22 Lei de Newton, tem-se:

FR=P —f. =m.a (3.219)
10 =2.a > a = 5m/s? (3.220)
Az =a.t? (3.221)
10 = 2,5t% (3.222)
=25 (3.223)

A aplicacao que segue mostra de forma anéloga o que é feito para controlar o
transito nas grandes cidades. Seja entdo, um trem de comprimento 200 m entra na

ponte de 1200 m com velocidade de 5 m/s, no momento em que 0 maquinista
acelera a locomotiva em im/sz. Determine o tempo gasto pelo trem para ultrapassar

completamente a ponte.
Funcao horaria da posicao:
X =Xo + 5t+3.2t2 2 1200 = 200 + 5t + -2 (3.224)
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Stg + =t} <t} — 1400 = 0 (3.225)

O tempo de ultrapassagem sobre a ponte:

—5i\/(5)2—4(%)(—1400) -5426,93
tg = 2-(1) = 1

8 4

- tg =87,7s (3.226)

Nos quarteirdes de uma cidade um automoével deve obedecer o grafico da
velocidade x tempo apresentado na Fig.(3.56), pois para-se numa esquina, acelera o
veiculo e mantém-se a velocidade do mesmo por um certo tempo, freando o veiculo
até parar numa préxima esquina, dividido nos trechos representados no grafico
(v xt). Com base no exposto constréi-se o grafico posicdo x tempo mostrado na
Fig.(3.56):

25| B

t(s)

=
[ T .

Figura 3.56. Velocidade x Tempo

Assim, calcula-se as distancias em cada trecho:

Trecho A (0_5 s):

ap == =5m/s?fhp (3.227)

xa(t) = 25t £h.p - x4 = 2(5)% = 62,5m (3.228)

T2
Trecho B (5_25s):

xg(t) = 62,5 + 25t f.h.p (3.229)
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xg(20) = 62,5+ 25(20) = 562,5m (3.230)

Trecho C (25_35s):

ac = 0;—55 sag = —gm/s2 (3.231)
xc(t) = 562,5 + 25t — 2.2 t2 (3.232)
xc(10) = 562,5 + 25(10) — = (10)? - x(10) = 687,5m (3.233)

Distancia percorrida pelo carro nos respectivos trechos:

62,5 500 125

D= L + | + | (3.234)
A B C
D = 687,5m (3.235)

A Fig.(3.57) mostra o percurso do trem, nos trechos calculados acima:

px(m)
682,5

562,5

62,5

t(s)

Figura 3.57. Posi¢do x Tempo

Seja agora o caso em que dois carros A e B partem da mesma posicao e no
mesmo sentido, como mostra o grafico da velocidade dos carros na Fig.(3.58). Neste

sentido, é possivel verificar se ha colisdo ou nao.
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t(s)

Figura 3.58. Velocidade x Tempo

Para 0 <t < 15, o movimento do carro A é uniforme, enquanto o carro B tem
um movimento acelerado no intervalo de 0 a 15 s e a partir de 15 s tem um

movimento retardado.

Céalculo da distancia percorrida pelos automoveis:

d, = 30.15 = 450m e dg = =.3(15)% - dg = 337,5m; ag = 3 m/s? (3.236)

T2

O carro A, ainda encontra-se a frente do carro B, estudar-se-a o trecho

seguinte que vai de:

15< t <45
l l (3.237)
0 <t<30

Criacdo da funcéo distancia entre os carros:

D(®) = [450 + 30t] — [337,5 + 45t — 212 (3.238)

D(t) = 22 — 15t + 12,5 (3.239)

Célculo da derivada primeira na Eq.(3.239):

D'()=t-15=0 (3.240)
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t*=10s (3.241)
D(t*) = D(10) (3.242)
Dy = 37,5 m (3.243)

aD(m)

112.5

37,5 __ D'(t*)=0
*t(s)

10

Figura 3.59. Distancia x Tempo

Assim, chega-se a conclusdo que o carro B nunca alcancara o carro A.

A menor distancia entre os carros A e B € de 37,5 m, onde o carro (A) esteve

sempre a frente do carro B.

3.8 Conservacao da Energia Mecanica

Na auséncia de forcas dissipativas a Energia Mecéanica de um sistema se
conserva, (NUSSENZVEIG, 2002). Para comprovar-se a veracidade da afirmacao

sera desenvolvido a exemplificacdo como segue:
De acordo com o sistema apresentado na Fig.(3.60), pede-se:

Dados: k =500N/m;m =5Kg;g=10m/s>;H=4m
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Figura 3.60. Bloco x Mola

A. A velocidade maxima do bloco.

B. A maxima deformacgéo da mola.

Calculo da velocidade maxima:
A. F, = P - Velocidade é maxima (Ponto C)

kx' = mg - 500x’' =5.10 > x' = 0,1 m (3.244)

Nivel de referéncia em C:

Epma = Emc =~ m.g.(H+0,1) = “"TZ +-mvZ g, (3.245)
510(4,1) = 200 1 15 v2 (3.246)
% = Vi = Vmax = 9 m/s (3.247)

B. Considerando o nivel de referéncia em D, determina-se a deformacéo
maxima:
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Ema = Emp - mg (H+xy) = >k x% > 5.10(4 + xy) = 2.500x (3.248)

T2

_ 5044/(50)2-4(250)(=200) _ 50+450

2 — — — .
250xy — 50xy — 200 = 0 -~ xy 20250) 200

(3.249)

Xy = 1m (3.250)

Outra ilustracdo da conservacdo da energia mecanica é dada quando um
corpo de massa 5 Kg desenvolve uma velocidade de 3 m/s numa superficie plana e
lisa, num dado instante uma forgca externa passa atuar no corpo durante ms, 0 que
pode ser observado na Fig.(3.61). Neste caso, deseja-se calcular a velocidade do

Corpo no instante t’ = ms.

20

F(t)|___

™ t(s)

E

Figura 3.61. Forca x Tempo

Para o problema em questao, funcéo € do tipo:

F(t) = a.sen(@, + wt). (3.251)

a Eq.(3.252) apresenta os dados extraidos a partir da Fig.(3.61):

rad

a=20; ¢, =0;T=2m, entdo w = 1T (3.252)

os dados sao substituidos na Eq. (3.253):

F(t) = 20sen(t) -~ Area =1 (3.253)
Célculo da érea da Fig.(3.61):
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I= [ F(©dt = [ 20sen(t)dt = 20[— cos(t)]] (3.254)
I=20[+1—(-1)] =40N.s (3.255)
[=AQ =mvi—mv; > 40 =5.vf—5(3) > 55 =5v; > vy =11m/s (3.256)

Ganho de energia:

AE¢ = E¢e — B¢ =.5(11)2 —2.5(3)? (3.257)
AE; = 302,5— 22,5 (3.258)
AE; =280 J (3.259)

Com o objetivo de se ter maior entendimento acerca do conceito de
conservacao de energia mecanica € apresentada a seguinte situacdo: um bloco é
abandonado de uma certa altura H (Ponto A) da Fig.(3.62). A superficie de contato
com o bloco tem atrito, com isto o corpo perde 30% de sua energia potencial em
energia térmica para o ambiente. Determine a altura H para que o bloco consiga

descrever a trajetéria ABCDEF. Dados: m = 5 Kg; g = 10m/s? e raio R = 4m.

Figura 3.62. Trajetoria

Em D, o bloco deve ter uma velocidade minima para néo cair, de tal forma
gue corresponda uma inércia, onde a resultante centripeta, seja apenas a forca-

peso.
Em D:
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2

‘ 2 ’
Fc =P =D 5 mg = —=nin (3.260)

Vmin = /Rg = V4.10 = 2v10 m/s (3.261)

O ponto D, € o mais critico de toda a trajetoria.

Evp = 70% Eya — %mvfnin + m.g.(2R) = 0,7 m.g. H (3.262)
%.40 +10.(8) = 0,7.10.H » ? =H-H=14285m (3.263)

Veja que o sistema perdeu para o ambiente, 30% Ep,.

Egissip = —0,3m.g.H = —0,3.5.10.14,285 - Egssip = —214,28 J (3.264)

O sinal (—) na Eqg.(3.267) indica energia perdida pelo sistema.

Ecp = ;mVAy, =5.540 - Ecp = 1007

Noponto Dy  E,, =m.g (2R) = 5.10.8 - Epp, = 400 J (3.265)
EMD = ECD + EPD = 1004400 - EMD = 500 J

Em A: {EMA = ECA + EPA = 5.10. (14‘,285) - EMA = 714‘,25 J (3266)

Edissip = EMf - EMi = 500 - 714‘,28 i Edissip = —214,28 (_7 (3267)

3.9 Movimento no Plano

Estudar-se-a um objeto descrevendo o movimento curvilineo, onde serao

analisadas as grandezas fisicas neste movimento, conforme Fig.(3.63).

109



@ 5 ©

to=0 g
4, P(x,y) ~
P, Uy
/‘ < o (*0,¥0) /? ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, :
- A 1,
Tof ? 7 !
1 I
0 ‘
0 I
a ]
%5 (1) * (D)

© o

*x(D)

Figura 3.63. Movimento no plano: (a) Posicéo inicial, (b) Posicao final, (c)

deslocamento

Na Fig.(3.63).(a), mostra-se a posicdo do objeto no instante inicial (t, = 0),
onde 1y = X,1 + y,j no sistema cartesiano (xoy). Pode-se escrevé-lo na base u, e g,

entdo: ¥ = ryu,, onde (i, € o vetor unitario na direcéo radial.

Na Fig.(3.63).(b), é exibido a posicdo do objeto no instante (t), onde r = xi +
yj no sistema cartesiano (xoy). E possivel escrevé-lo na base U, e {iy, entdo: t =

r.{,; onde 4, varia em direcao e sentido.

Na Fig.(3.63).(c), é realcado o vetor deslocamento de (t, = 0) a t, onde o

corpo sai de P, (xq;y,) € passa por P(x; y) no intervalo At de tempo.

-

V= limyeo 3 = limgeo S22 + limyeo 2029 5 § = 9, + 7, (3.268)
Fazendo a derivada da fungé@o em relagéo ao tempo: d[:;v] = v.i—‘: + uj—‘t’.
A EQq.(3.270) representa o vetor posi¢ao (T):

r=r.1;, (3.269)

Derivando o vetor posi¢éo, tem-se:

110



v="0, 4 (3.270)
Ay
g ;t:.
a
E L
0 x(1)
Figura 3.64. Rotac&o de vetores
Decompondo-se os vetores apresentados na Fig.(3.64) tem-se a nova base 1,
e (.
i, = cos(0)1+ sen(0)j (3.271)
ig = —sen(0)1 + cos(0)] (3.272)

utiliza-se a EQ.(3.271) na EQq.(3.272) e obtém-se a EQ.(3.273), conforme

demonstrado abaixo:

d(dﬁtr) = — sen(e).gi + cos(e)-%; ig = [—sen(0)i + cos(6)]] (3.273)

sendo {ig = [—sen(0)1 + cos(0) j] obtido a partir da Eq.(3.272):

da, _ de .

%~ qcde s V=—U trwils -~ V=V +Vg (3.274)

dr . : : R
sendo d—zur a componente radial da velocidade e r.w.{ig a componente transversa da

velocidade, tem-se:

d[cos(0)]
de

= —sen(B) - d[c‘::t@)] _ d[cc;(e)]_ % ;

0= wt (3.275)

entdo,
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w =— sen(wt).% = —sen(wt). w = —w sen(wt) (3.276)
A partir do conceito de velocidade angular, sabe-se que w = % , logo
[24(0) = [ wdt
8, = ), wat.
Se w = constante, 6 = 0, + wt (MCU).
Se w for variavel: 0-6, = fot(u)o +ytHdt , onde w=w,+yt ,

consequentemente tem-se, 6 = 0y + wyt + %yt2 (MCUV).

Em que w,, é a velocidade angular inicial e y representa a aceleracao

angular.

No MCU representa-se 0s vetores posicdo em cada momento de sua

trajetoria, conforme a Fig.(3.65):

0 A0)  x(@

Figura 3.65. Movimento no plano

Célculo da velocidade da particula:

V=V, + v (3.277)

Se 0 movimento é circular (raio) constante, tem-se:

g, 4, 40

o dr Hr= V=r.[-sen(0)i+ cos(G)j].% (3.278)

V=
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de . - - ~
F.E.UQ = Vg &+ V=0W.T.Ug

<l
Il
@

v

velocidade angular.

R’)l = R’)gl =Vg = w.R
Célculo da aceleracao:

d@e)  dw) _ A ar . d(g)
=—2 =" —. T.—2
dt a TlUe T .50 Ug + .1 =

dg
dg = y.rllg — w2.1. 0, = dg = a,. g — ayl,
Quando o movimento for MCU:

- A
ag = —ayly, a; =0

Quando o movimento for MCUV:

- - A A
ag = AtUg — anUy

Se 0 movimento é curvilineo qualquer, tem-se:

dr . . .
<0 = Velocidade radial
d(a de . .
% =r.o-lUg = Velocidade transversa

Célculo da aceleracao:

- d[dr . d(@y)
a=—|—1 r.——=
dtldt T T dt
5> d%r A dr d(ty) , do _ A dr . d(tg)
a=—1 —. —.r.0 w.—.1u w.T.
dt? r-I_dt dt +dt o+ dt o+ dt
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(3.279)

de

w.R.Gg, é a componente transversa na direcdo de iz, onde W= € a

(3.280)

(3.281)

(3.282)

(3.283)

(3.284)

(3.285)

(3.286)

(3.287)

(3.288)



L[4 o] o [pdrde  de o
i=|5- oo+ 252 +22 1| g (3.289)

3.10 Movimento de Rotagcdo de Objetos e Mudancas de Eixos de Coordenadas

Seré feita a rotacdo em objetos e até mesmo em funcdes que expressem uma

figura geométrica, aplicando a matriz rotacéo no plano:

{X = X, cos(0) — y, sen(0) onde M = cos(8) —sen(6) (3.290)

y = x, sen(0) + y; cos(0)’ sen(8) cos(0)

Quando for necessario um novo sistema de coordenadas, aplica-se a matriz
rotacdo no vetor [Xl] assim:
¢ yil’ '

(=l “ete b oo

cos(B) —sen(0)

sen(e) COS(G) € a matriz rotacao;

X
Em que [y] é 0 vetor ou novo ponto;

X .
[yﬂ € 0 vetor ponto conhecido.

Tem-se um ponto P(x,y) no sistema xoy e se quer encontrar o ponto

P, (x4; y1) no sistema x,0y;, deve-se aplicar a matriz rotacao girando o sistema de um
angulo 6, veja: se P(S; \/§) e 0 sistema cartesiano for girado de grad(60°), € possivel

determinar as coordenadas do ponto P, (x;;y;) no sistema x,oy;.

1 V3

51 _ [cos(60°) —sen(60°)] > N PR T 41
[\/?] B [sen(60°) cos(60°) [yl] |3 L (3.292)

2 X1 + Eyl

1, _3
s=pu-Tn®- STRMTIN

V3 3 = V33 V3 3203
@:73X1+%Y1(H)—’ 2 Xt ( )




2.3) V3

522_(4)_§y1_>3=—§y1—)y1=— —):y1=—2\/§ (3294)

@S

5

entdo, P, = (4; —2v3).

Ao aplicar a matriz rotagdo em um ponto, determina-se outro ponto de um
outro sistema cartesiano. Ao se aplicar a matriz rotagdo em uma equacao do plano
de qualquer figura geométrica, verifica-se que também ocorre translacdo destes
pontos.

Os pontos transladados sé&o apresentados conforme a Eq.(3.295):
X2 =X1 =X €Y2=Y1 ~Yo- (3.295)

(x4,y1), representa o ponto do sistema x;0y;; (X,,v,), representa o ponto do

sistema x,0y,; (X5,y,), representa o ponto do sistema x,o0y, transladada do plano

X10¥1-

Considerando a equacéao geral abaixo:

3x2 + 3y? — 10xy + 12v/2x — 42y + 32 = 0; (3.296)

Ay = tg(x)

e Y,
e e
S A=
L
b

Figura 3.66. Determinacao do angulo
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De acordo com a EQ.(3.297) e a Fig.(3.66), chega-se a concluséo: 6 =
%arctg (ﬁ); Equacéo geral: ax? + by?cxy + dx + ey + f = 0. Considerando, a =b =

3, tem-se:

0= %arctg(OO) ~ 0= %g n @ =1=45° (3.297)

4_

2,

X PRS B 41

Aplicando-se a matriz rotacdo na Eq.(3.297): Rotacdo
V2 V2
y=2x1+tonNn

3(Lx, - ?yl)2 +3(Lx, + gyl)2 ~10(Lx, - 2y) (Lxy + Zy,) + 12 (L, -

2 2 2 2

22y1—4222x1422y1432=0 (3.298)

resolvendo, tem-se:

—2x%? +8y? +8x; — 16y, +32=0 (3.299)
x(=3) > x} — 4y} — 4x, + 8y, — 16 = 0 (3.300)

rearranjando os termos, obtém se a equacéao da hipérbole:

(x,—2)2—4—4(y, — 12 +4 = 16 (3.301)
(x1-2)2  (y1-1D? _

G g (3.302)
X2=X1—Zey2=y1—1 (3.303)

a hipérbole transladada de (2,1) no sistema € representa conforme a Eq.(3.304)

2 2
2o (3.304)

a hipérbole rotacionada de 45° e transladada de (2,1) é apresentada na na
Fig.(3.67).
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Figura 3.67. Hipérbole rotacionada de 45°

Aplicando-se uma rotacdo em um objeto qualquer, todos os pontos sofrerdo o

mesmo giro de um angulo 6.

Tal conceito pode ser exemplificado imaginando um braco de 45 cm de
comprimento e 4 Kg de massa que se encontra sobre o eixo x (Fig.(3.68)) onde o
centro de massa do brago C = (X¢m; Yem) = (0,225m; 0). Sabe-se inicialmente que o
braco esta em repouso e que gasta 0,5 s para dar um giro de 60°. Neste caso, €
possivel explicar fisicamente o que ocorre com as grandezas envolvidas na rotacéo

destes bracos. Dado o momento de inércia do braco, I;, = 0,0675Kg. m?.
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(.
C,(0,225;0)

Figura 3.68. Rotac&o do antebraco

A posigao do braco inicialmente:

?, = 0,22501 + 0j

r=0,11251+ 0,1948;j

Céalculo do vetor deslocamento (AF):

Figura 3.69: Representacao do vetor deslocamento

AF =T -7, = (0,11257+ 0,19485) — (0,2257)

AF = —0,11251+ 0,1948j

Célculo da velocidade do centro de massa do braco:
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V=V, +Vp V= S0, V=12
— Vr 6"r_dt-r e_'dt

em que v, é a velocidade radial e vy é a velocidade transversa.
V=Vg=w.r.lg—>V=-04081+ 0,2356]

(n/3) _ 2mrad

A 1 o J—
apos girar 60°, o = = —

ve = 0,225.(%) > vo = 04712 m/s

W)

=t

= % ()

Figura 3.70. Coordenadas da velocidade transversa

Céalculo da aceleracao do centro de massa do braco:

Q

d?r (de)z . [ d2e dr de]A
=|-—-—r|—) |u r——+2—.—|l
dt2 dt rt dt2 T dt" dt] @

d = [—w?r]d, + [yr]dg ~ @ = —(0,987)1, + (0,94)1,
|d| = 1,363 m/s?

Célculo da aceleracao angular:

_A_<D:(2"3):4_Tr
At % 3

rad/s? - 2°.0,225 = 0,94m/s?

(2?")2 .0,225 = 0,987 m/s?

Célculo do momento Angular (L)
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—0,11251 + 0,1948] e (3.316)

N
r

P =m.V = 4(—0,4081 + 0,2356)) (3.317)
P = —1,6321 + 0,94) (3.318)
L=¢xpP=(—0,11251 + 0,1948]) x (—1,6321 + 0,94]) (3.319)
- ’1\ j\ R - ~ ~ -~
L=|-01125 01948 o0|-L=-0,106k+ 0,318k = 0,212k (3.320)
~1,632 094 0
L=0,212k (3.321)
- m2
L] = 0,212 Kg.— (3.322)
7
P\ A .
O

Figura 3.71. Momento angular

Célculo do Torque (7):

t=1Y-1=00675(%) > 1=028Nxm (3.323)

=l

F ®7

Figura 3.72. Torque

Célculo da forca (F):
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ml

0 =90° (3.324)
0,283 = 0,225.F > F = 1,26 N (3.325)

Célculo da energia (E)

FWe = [1dB = 0,283.f0ﬁ/3 d6 —» E =W} = 02832 >E=03J (3.326)

3.11 Momento de Inércia de um Objeto (I)

O momento de Inércia é uma grandeza fisica escalar que mede a distribuicéo
de massa de um corpo em relacdo a um eixo que passa por uma das partes do
mesmo. Se o eixo escolhido for o centro de massa do objeto, tem-se 0 momento de
inércia (I) menor possivel e se, escolher um eixo nas extremidades ou periferia do
mesmo, ter-se-a um momento de inércia muito grande, (TIPLER, 2011). Segue a
explicacéo para esclarecer o leitor.

Define-se I = [ r?dm, onde r é a distancia do elemento de massa (dm) em
relagdo ao eixo adotado. O somatério continuo de r’dm é dado por [r?dm que

representa o momento de inércia do objeto como um todo, em relacdo ao eixo

escolhido.

I=[r?2dmoul = [r2pdv (3.327)

Na Fig.(3.73) sera aplicado o conceito de momento de inércia de uma barra

de densidade constante e eixo ortogonal ao seu comprimento.
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_ Eixo ortogonal

' a barra
N
i dm
! x Elemento
Y-S 7/ 7 infinitesimal de massa

Figura 3.73. Momento de inércia da barra

Céalculo do elemento de massa da barra:

p="="odm=2de, de = dx (3.328)

A distribuicdo de massa é uniforme ao longo da barra.

L—-x

— 3 —v)\3 —v)\3

=L e =215 =2 [0 OO0 (3.329)
-x L L 3l L 3 3

—_Mpns3 2 2 3 3 _ ML 2

I_E[L — 3Lk + 3L.x* — X +X]—>I—T—MLx+Mx (3.330)

Vale ressaltar, que:
. Se x = 0, 0 eixo encontra-se na extremidade da barra, momento de

inércia, 0 maximo possivel, ao girar a barra, tem-se uma complexidade maxima.

Sendo, I = %.LZ.

L .
° Sex= > 0 eixo encontra-se no centro de massa da barra, o0 momento

de inércia, serd 0 menor possivel, ao girar a barra, tem-se a menor dificuldade.

M.L2 n MLZ _ 4ML?-6ML?4+3ML?

M
[=—12—-
3 2 4 12

[ =—ML? (3.331)

Outro momento de inércia pode ser calculado em um cilindro oco e um

cilindro macico, ilustrado na Fig.(3.74):
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Figura 3.74. Momento de inércia do cilindro

Calculo do elemento de massa no cilindro:

dm = pdv = p(2nrLdr) (3.332)

Céalculo do momento de inércia do cilindro:

I=[r’dm = f}zz r2. p. (2nrLdr) (3.333)

I =2mp.L f;‘f r3dr (3.334)
_ r41R2

[ = 2mpL, [T]R1 (3.335)

I =222 (R} - RY) (3.336)

I ="2% (R — R?). (R +R?) (3.337)
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As equacg0es (3.338) e (3.339) representam o momento de inércia em relacdo

a massa do cilindro oco ou macicgo.

[ =>M(R% +R3) (3.338)

V = nL(R% — R?), entdo M = p.mL(R3 — R%) (3.339)

E importante ressaltar que:
e R, =0 . cilindro é macico: I = %M.RZ. R, =R.
e R, =R, - cilindro oco, muito fino: I = MR?.

Ao abandonar dois cilindros no topo de um plano inclinado, um macico e o
outro oco, 0 momento de inércia do cilindro oco € o dobro do momento de inércia do
cilindro macico, logo o cilindro macico chegara na base do topo primeiro, pois, 0 seu
momento de inércia € menor, logo atingira uma velocidade maior, percorrendo a

rampa num intervalo de tempo menor do que o cilindro oco.

Quanto maior momento de inércia, menor a velocidade:

Ecr = ;102 (3.340)

Uma exemplificacéo para o calculo do momento de inércia em uma esfera de

raio R e densidade constante, € dado como se segue:

Figura 3.75. Momento de inércia da esfera
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Calculo do elemento de massa da esfera:

dm = pdv = mp(R? — x*)dx (3.341)

Céalculo do momento de inércia da esfera:

[dI= ()% [ (R? — x*)dx (3.342)

[ =28"PRs (3.343)
15

O volume da esfera é gnR3, logo M = p.gnR3, entdo: I = E.MR2 representa o

momento de inércia da esfera em relacdo ao eixo de simetria.

Comparando o momento de inércia da esfera, Iz = 0,4MR? com 0 momento de
inércia do cilindro macico de raio R e massa M, I = 0,5MR?, verifica-se que o
momento de inércia da esfera € menor do que o momento de inércia do cilindro, isto
ocorre devido a massa da esfera estar mais concentrada em torno do seu eixo, do

gue o cilindro de mesma massa (M) e raio (R).

O conceito de momento de inércia também pode ser observado ao se calcular
0 momento de inércia (I) da roda de uma bicicleta, como na Fig.(3.76) de raio 33 cm,

sendo o raio do tordide (pneu) de 3 cm (macico).

Eivo da roda
“saindp do papel™

Figura 3.76. Momento de inércia de uma roda
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Calculo do elemento de massa:

d
p= d—I: ~dm = p. [mrZdL]

Céalculo do momento de inércia:

I=[r%dm

=[R2 p.mR%.dL

I = p.RE T RA[L]Z™

[=p.R3.2.m% R4 M =p.V=p.m2RZR,

I = M.R%, conhecemos R, e massa (M).

2

(3.344)

(3.345)

(3.346)

(3.347)

(3.348)

Como a massa da roda estéa distribuida na periferia da mesma, o momento de

inércia € muito alto.

A Tab. (3.1) mostra o equacionamento de um movimento em relacdo a

translacéo e rotacao.

Tabela 3.1: Correspondéncias entre movimentos de translacéo e rotacao,
(Adaptado de DONOSO, 2014)

Rotagao pura

Translacéo pura

Posicao X
Velocidade v = dx/dy
Aceleracao a = dv/dt
Massa m
Segunda lei de Newton Foet = Ma
Trabalho W= f Fdx
Energia cinética K = %mv

Posicao angular 0
Velocidade angular w = dé/dt
Aceleracdo angular a=dw/dt
Momento de inércia I
Segunda lei de Thet = la
Newton para rotacao

Trabalho W f do
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Poténcia P=Fv Energia cinética K = llwz
Teorema da energia cinética W = AK Poténcia 2
. P=1w
Teorema da energia
L ~ W = AK
cinética de rotacao

A Fig.(3.77) representa a determinagéo do vetor w:

(b)

Figura 3.77. Natureza vetorial da rotacdo, (Adaptado de DONOSO, [2014])

O sentido do giro de uma roda varia de acordo com cada situacao, sendo

assim o momento angular é dado a partir deste sentido.

Figura 3.78. Primeira roda gigante (1893), (Adaptado de DONOSO, [2014])
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A Fig.(3.79) mostra-se a conservacdo do momento angular (f):

b e (© 9

Figura 3.79. Conservacao do momento angular, (a) Rotacéo no Eixo/Bracos
Abertos, (b) Rotacdo no Eixo/Bragos Fechados, (c) Movimento de uma pessoa no
lancamento obliquo. (Adaptado de DONOSO, [2014])

3.12 Movimento Relativo

O movimento é dito relativo, quando no minimo existem dois movimentos
independentes e dois referenciais (sendo um deles fixo e o outro um referencial
mével), dai se compara o0 movimento do objeto mével, em relacdo ao movimento do

mesmo com o referencial fixo.

Imagine um avido saindo de uma cidade P (oeste), indo para uma cidade Q
(leste) com velocidade v,, (velocidade do avido em relacdo ao referencial mével,
gue é o vento) e durante este deslocamento do avido ocorre um vento soprando de
oeste para leste com velocidade v, (velocidade do vento em relacdo ao referencial

fixo, que € a Terra), logo quer-se determinar a velocidade do avido em relacédo a
Terra. Assim escreve-se:
128



_‘})aT = _‘})av + _‘})VT (3349)

Vq1, € a velocidade do avido em relagdo a Terra (ref. fixo).

Vav, € a velocidade do avido em relacdo ao vento (ref. mével).

Vo1, € a velocidade do vento (ref. mével) em relagcéo a Terra (ref. fixo).
Neste caso, de P para Q, tem-se: v r = Vg + Vyr.
Caso o0 avido deslocar-se de Q para P, tem-se: v, = Vgy — Vyr-

Agora considere o0 avido indo de P para Q e o vento soprando de norte para o
sul, como se deve proceder para que o avidao saia de P e chegue ao seu destino, a
cidade Q7

P Vay Q
_______ — - pr—--o---
Vor T -ﬁ_%_ ] VaT i
________________ ) _-::-___'Z';-ij

Figura 3.80. Composicéo de velocidades

Var = Vav + Vor, Vg € perpendicular a v r.

aplicando-se o Teorema de Pitagoras, tem-se:
Var = V2, + Vi; (3.350)
Célculo do angulo 6:

_ VyT ., _ - VyT
tg6 =T . 0 = tan~! (2T) (3.351)

av Vav

Logo, deve-se inclinar o avido, como mostra a Fig.(3.81), para que o aviao
chegue ao seu destino.
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Figura 3.81. Composicéo de velocidades

A componente do avido (V,p)y ha direcdo norte deve ser anulada pela
velocidade do vento, logo o avido chegara em Q, desde que ele desloque-se na
direcdo de NE.

Para uma melhor compreensdo do movimento relativo de um corpo em
relagcdo a um outro, considere o caso em que um piloto deseja voar para leste, de A
para B e, em seguida, voar para oeste, retornando a cidade A. A velocidade do avido
no ar é v/, cujo médulo é de 250 m/s e a velocidade do vento (ar) em relacdo ao solo
é U, cujo modulo é de 20 m/s. A distancia entre A e B é L, de mddulo 10° m. Faz-se

as analises abaixo.

A. Se u = 0, mostre que o tempo de ida e volta é: t, = 2L

v/

A .+ - L. —t. L, L _2
lda: t; = o Volta: t, = o ondety, =t;+t, = St =
_ 2L, . _ 210° 3
ty =5ty =5, =810"s (3.352)
B. Suponha-se que a velocidade do vento atua de oeste para leste (A para
B) O tempo de ida e volta sera:
t =12 (3.353)
=
L L . ,
t; = —; t, = ——, obviamente que v’ > u.
v'+u vV —u
entéo,
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_ _ L L _ LE'-w+Lv'+uw) _ Lv'-Lu+Lv'+Lu
t= e, = oo i = MU Loy (3.354)
2Lvr 2L to to
t — — 7 — = t et 3355
v/2—y? VT(V'Z—LIZ) 1_‘1,1’2 1_(%)2 ( )
t=—>0.t=8051s (3.356)
1-(350)

C. Suponha que a velocidade do vento esteja dirigido do sul para o norte.

ti=—— V' =9+, v=1v2 —u? (3.357)

=
=l
[ws]

Figura 3.82. Decomposicao de velocidades

ty= e ¥ = V4T, v =YV - (3.358)

B
=1
[ws]

Figura 3.83. Decomposicao de velocidades

. . 2L 2L 1t
t—t1+tv..t—\/vlz_uz—z_:(\/vlz_uz)— T (3.359)
vz vr?

t = —2 (3.360)
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8000

t= - =8103,73 s (3.361)

1-(55%)
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CAPITULO IV

INTRODUCAO A ROBOTICA EDUCACIONAL

A criatividade ao longo da historia, mostra que o homem de geracdo em
geracdo vem criando novos materiais, novas maquinas, avancos na medicina,
avancos na industria de cosméticos. Consequentemente com laboratérios mais

equipados, é possivel conseguir melhores resultados ao final de um dado processo.

A utilizacdo de mecanismos roboéticos é cada vez mais empregada em
aplicacBes industriais. No meio educacional, a robotica vem incentivando e
motivando os estudantes a descobrir novos robds, que modificardo os modos de agir
da sociedade.

O kit MINDSTORMS NXT da LEGO, é composto por um conjunto de pecas
tradicionais da LEGO, um processador (NXT Intelligent Brick) que é o “cérebro” do
robd, além de motores e sensores. Com estes kits NXT e possivel construir uma
infinidade de prototipos. Os motores e sensores NXT, permitem com muita
facilidade, a montagem de protGtipos que se movimentam e interagem com o
ambiente, realizando tarefas diversas no cotidiano do homem.

Neste capitulo foram construidos alguns protétipos com a finalidade de mostrar

na pratica alguns fenémenos abordados neste trabalho.

Na Tab.(4.1) sdo mostradas as pecas do kit Lego que foram utilizadas na

confeccao dos protoétipos dos experimentos.

Tabela 4.1: Catalogo das pecas do kit Lego

Conector Angular | Conector Angular #3 Conector Angular #4 135°
#2 180° 157.5°
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4

Conector Angular

&

Conector Angular #6

#5112.5° 90°
Cinta de Borracha Grande
(Amarela)
Q Viga 3 i
Viga 5

Cinta de Borracha
Média (Vermelha)

\

Viga 7

Sy

Eixo 2 Entalhado

Eixo 3

/
/

Eixo 3 com Botao

Eixo 4

Eixo 5

/
/

/

Eixo 5.5 com

Parada

Eixo 6

Eixo 7

\
\

\

Viga 11 Viga 13 Viga 15
Eixo 8 Eixo 10 Eixo 12

{

Viga 3x7 Brago
Dobrado 53.5

)
\

Viga 4x6 Braco
Dobrado 53.5

Viga 9
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Engrenagem 8

Dentes

)

Engrenagem 12
Dentes Chanfrada

2

Engrenagem 16 Dentes

»

Rosca sem Fim

oy

Cremalheira 1x4

S

Cremalheira 1x8 com Furos

&

Engrenagem 12
Dentes Bichanfrada

Roda Macaneta

-

Gira Discos

Engrenagem 40
Dentes

Caixa de Engrenagens
2x4x3 & 1/3

&)

Diferencial

Engrenagem 36

Dentes Bichanfrada

Engrenagem Coroa 24
Dentes Tipo Il
(Padréo X)

Engrenagem 24 Dentes

Engrenagem 20

Dentes Bichanfrada

Minifig Boné

Minifig Cabelo

Minifig Cabeca

Minifig Pernas

Minifig Torso
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o

Bucha

£l

1/2 Bucha

5

Viga 3x5 Dobrada
90

o,

Viga 2x4 Brago Dobrado 90

ﬁ

Viga 3x3.8x7 Brago
Dobrado 45 Duplo

Viga 4x4 Bracgo Dobrado 53.5

=

Triangulo

Viga 3x5x0.5 Brago
Dobrado 90 Quarto da
Elipse

Tijolo 1x4 com Furos

Sy

Tijolo 1x6 com
Furos

Tijolo 1x8 com Furos

Tijolo 1x12 com Furos

.

N

) Tijolo 1x2
Tijolo 1x14 com Tijolo 1x16 com Furos
Furos
Tijolo 1x2 com Furo | Tijolo 1x2 com Furo Tijolo 2x2

X

Tijolo 2x2 Redondo

%

Tijolo 1x2
Transparente Verde

Tijolo 1x2 Transparente

Vermelho
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5

<%

ey

. Placa 1x2
Tijolo 1x2 Placa 1x4
Transparente
Amarelo
% Placa 2x2 Redonda
Placa 1x6 Placa 1x8

%

Placa 2x4 com
Furos

Placa 2x6 com Furos

Placa 2x8 com Furos

>

Junta Axial Dupla

Flexivel

Junta de Eixos

Perpendicular

o

Pino 3L Duplo

Junta de Eixos

Perpendicular 3L

B 4

Junta de Eixos
Perpendicular Dupla

com Fenda

Junta de Eixos Perpendicular

com 2 Furos

9=
IH —_—

_ o
3 (3

Junta de Eixos
Perpendicular 3L

com 6 Pinos

Junta de Eixos
Perpendicular 3L com

4 Pinos

2

Junta de Pinos Dobrada

Perpendicular

=

Junta de Eixos sem

Cumes

2 3

Junta de Pinos
Redonda

>

Junta de Eixos
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&

Junta Axial
Perpendicular
Longa

@

Conector Axial
Perpendicular

Brago de Diregdo com

Conectores

&

Junta de Eixos
Perpendicular Dupla

A

Junta de Pinos Dupla
Perpendicular

> 4

Junta Universal

‘&

=

&

Eixo-Pino Eixo-Pino com Atrito Eixo-Bola
i Pino Y-
Eixo 3x0.5 Braco Pino
com Pinoe X
Pino ¥ . . .
N Pino Longo Pino Longo com Atrito

b,

Pino Longo com

Bucha de Parada

e,

Pino com Atrito

Flecha (Completa)

€,

Pino-Bola com Atrito

Canhao 2x6x3

afis

Elo de Corrente

Pinga Suukorak

-’

Dente 1x3 com Furo X

Gancho Metalico Grande
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S

/

Ladrilho com
Encaixe Link de Direcéo 6L
Tipo 2
Link de Direcéo 9L
' Prato 2x2 Redondo
Manivela de Excéntrico
Reverséo
3 5%
Tijolo de Luz e Som
Cone 1x1

1x2 com Uma

Lampada

Esteira

Pneu 81.6x15

\

Roda 81.6x15

Pneu 56x26 Balao

Roda 43.2x22 sem
Furos (Padréo X)

Pneu 43.2x22 ZR

=

Roda 18x14 com Furos

Passantes

Bola 52 mm

Vermelha

Roda-Polia

Q

Pneu para Roda-Polia
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Bola 52 mm Azul

Pneu 24x14 Radial Mindstorms NXT

— ]

-.i~ -

| 0
Bateria 7.4V

Recarregavel

KiCS
V'
% =

Motor NXT

Mindstorms NXT 2.0

Sensor de Luz

&

Sensor de Som
Sensor de Toque

(
o~

& O

Sensor Ultrassénico Sensor de Cor Cabo 20 cm
Cabo 35 cm Cabo 50 cm Cabo de Conversdo 35 mm
Cabo USB

140




4.1 Experimento |: Movimento Retilineo Uniforme (MRU)

Este experimento consiste na constru¢do do carrinho (MRU) com o comando
programado de 1,5em 1,5 s, o “brick” recebe o sinal do sensor que registra além do
tempo, a distancia que o carrinho encontra-se da parede.

Foi utilizado para tal experimento, um carrinho montado com sensor, montado

com as pegas do kit Lego, como mostra a Fig.(4.1)

Figura 4.1. Prototipo de um carro montado com pecas Lego

A Tab.(4.2) apresenta as pecas do kit Lego utilizadas na construcdo do

carrinho:

Tabela 4.2. Relacao das pecas

QUANTIDADE PECAS

11 Viga 3

Viga 7

Viga 5

Viga 9

Viga 11

=N NP D

Viga 13
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QUANTIDADE PECAS

1 Eixo 3

9 Eixo 5

3 Eixo 8

2 Viga 2x4 dobrado com 90°
2 Viga 3x5 dobrado com 90°
6 Viga 3x3 dobrado com 45°
2 Pino 3L duplo

8 Junta de eixo com 2 furos
7 Junta de eixo 3L

15 Eixo-Pino com atrito

4 Bucha

14 Meia bucha

1 Junta de eixo 3L com 6 pinos
1 Viga 3x0,5 brago com pino X
34 Pino com atrito

14 Pino duplo com atrito

1 Brick

2 Servo motor

1 Sensor ultrassonico

2 Junta de eixo perpendicular
2 Roda 43,2x22 sem furos padrao X
2 Cabo 35cm

1 Cabo 20 cm

2 Roda-Polia

O experimento MRU da seguinte maneira:

No instante t, = 0, tem-se o carrinho a 1,03 m da parede com velocidade v.
Apoés 1,546 s o carrinho encontra-se a 0,75 m de distancia da parede, ja no instante
3,057 s 0 carrinho passa por uma posicao de 0,20 m da parede. Estes dados séo

apresentados na Tab. (4.3):
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Tabela 4.3. Posicao x Tempo

Posicéo (m) 0 0,28

0,57

0,83

Tempo (s) 0 1,546

3,057

4,568

Ao se construir o grafico posi¢cdo x tempo, a unido dos pontos onde encontra-

se uma reta. A inclinacdo deste grafico (Fig.(4.2)) nos
velocidade.

fornece o modulo da

Tempo
N
w

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Posicdo

Figura 4.2. Posicao x Tempo

0,83

Trechode 0 —» 4,568 .. v, = tees = 0,1817 m/s

0,28
If Trecho 1: 0 - 1,546 -~ v; = —=—=0,1811m/s
QTrecho 2:1,546 - 3,057 - v, = =o- = 0,1919 m/s
| ,
|Trecho 3:3,057 - 4,568 - v; = 2= =0,1721m/s

0.

Nota-se que a velocidade ndo é a mesma, tendo valores ligeiramente

diferentes ao longo do trajeto, porém, os valores da velocidade sdo muito proximos.

Pode-se concluir que o movimento do carrinho é um Movimento Retilineo

Uniforme, onde a velocidade se manteve constante emv = 0,1817 m/s.
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v (m/s)

0,1817

[
-

0 1546 3057 4568  t(s)

Figura 4.3. Velocidade x Tempo

4.2 Experimento II: Queda Livre dos Corpos (MRUV)

Este experimento consiste em descrever 0s passos da construcdo da torre
(Q.L)YMRUV.

Com um auxilio de uma torre montada com pecas do kit Lego, onde tem-se
dois sensores de luz situados a 0,52 m de distancia um do outro na vertical. Uma
bola é abandonada proximo ao sensor superior, e apés percorrer 0,51 m o0 sensor de
baixo registra o tempo de queda da bola. O objetivo € determinar a aceleracédo da

gravidade local. Dados: y, = 0,51 m;y = 0 m; tq = 0,302 s.

A referida torre € mostrada na Fig.(4.4) que segue:
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Figura 4.4. Torre construida com kit Lego
A Tab.(4.4) apresenta as pecas utilizadas para o experimento de queda livre:

Tabela 4.4. Relacado das pecas

Brick

Sensor de luz

Sensor de toque

Cinta de borracha média
Cabo 35cm
Cabo 50 cm

Junta de eixo perpendicular dupla

N R R A R RN
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QUANTIDADE PECAS
2 Eixo entalhado
2 Viga 3
11 Viga 7
17 Viga 9
6 Viga 11
3 Viga 13
23 Viga 15
6 Viga 3x5 dobrada de 90°
131 Pino com atrito
18 Eixo-Pino com atrito
5 Pino longo com atrito
Eixo 3
6 Tijolo 1x14
12 Junta de eixo perpendicular 3L com 6 pinos
12 Junta de eixo perpendicular 3L com 4 pinos
7 Junta de eixo perpendicular com 2 furos
4 Junta de eixo perpendicular
4 Pino-Bola com atrito
4 Pino 3L duplo

O diagrama da torre em questéo é mostrado na Fig.(4.5):
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Figura 4.5. Queda livre

A funcéo horaria da posicdo do movimento retilineo uniformemente variado é:

y = Yo + Vot +at?,

Descrigao:
y = 0, a bola toca a base da torre.
Yo = 0,51 m, altura inicial da bola.

Ve =0 (4.1)

a = g, € o valor a ser encontrado.

entao:

0=051—-2g.(0302)? - 0= 0,51 —0,0456 g > g = 11,18 m/s? (4.2)

Sabe-se que o valor correto de g. = 9,81 m/s?, pode-se calcular o erro relativo

cometido no experimento:
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€ = lgc—gkEl — [9,81-11,18| _ ﬂ — 0'139 (43)

gc 9,81 981

e, = 13,9% (4.4)

O erro encontrado se deve, no minimo, a trés fatores, que séo:

A. A altura € muito pequena.

B. Na maneira de se soltar a bola pois, neste caso a mesma foi solta com
a mao, o que pode ocasionar uma defasagem de tempo ao solta-la.

C. Os sensores utilizados sé&o para objetos maiores, 0 que compromete as
medidas no tempo de queda.

Porém, neste caso, ndo se tem um erro que descaracterize o experimento
pois, foi possivel mostrar que mesmo para um experimento simples, se verifica a

presenca do campo gravitacional.

4.3 Experimento Ill: Movimento Circular Uniforme (MCU)

Descrever os passos (etapas) da construcdo MCU. A central brick é
programada para registrar um angulo 6 = 116° de 2 em 2 s, € ligada a um servo
motor que tem uma viga apoiada em uma de suas extremidades e esta presa ao
servo motor e na outra, encontra-se um pequeno objeto P que descreve MCU. O

comprimento da viga é de 10 cm. O experimento é mostrado na Fig.(4.6):
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Figura 4.6. Prototipo construido para descrever o Movimento Circular
Uniforme (MCU)

Na Tab.(4.5) a relacdo das pecas kit Lego utilizados para esta construcao:

Tabela 4.5 Relacado das pecas

Brick

Servo motor
Cabo 50 cm
Viga 9

Junta de eixo perpendicular 3L com 6 pinos

Junta de eixo perpendicular 3L com 4 pinos
Viga 15

Dente 1x3 com furo X

Eixo-Pino com atrito

N I e B ey B e N N N N N e e

Pino com atrito

O ponto P material apoiado em uma haste (raio) executa-se Movimento

Circular Uniforme “varrendo” 116° em cada 2 s. Sabe-se que o raio vale 0,1 m. Se a
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circunferéncia completa tem 360°, entdo, o tempo gasto (periodo) para efetuar uma
volta completaé T = 6,2 s.

116° —2s _ 2(360) _
36OO_T}T— 2% — 625 (4.5)

Com os dados da Eq.(4.5), pode-se calcular:

A. A velocidade linear do ponto P material.

y=28 =2 201 L 010 m/s ou v = 10 cm/s (4.6)
At T 6,2

B. A velocidade angular do ponto P material.

_ A6 _ 2m _ 23,1415

T AT 62

~w=101rad/s ouw = 58°/s (4.7)

C. A aceleracao normal ao qual o ponto P esta submetido.

ay = VEZ = (0;)1(1))2 s ay = 0,1 m/s? (4.8)
D. O angulo “varrido” pelo ponto P durante 3,2 s.

w=22:9=0,+0t-0=101.(32) -0 = 3,232 radianos (4.9)
Em graus o angulo €, 6 = 185, 2°.
E. A distancia percorrida pelo ponto P durante 3,2 s.

V= S‘:" ns=sy+v.tes=010.(32) ~s=0,32m (4.10)

Outra forma de se obter a distancia:
s=R.B.-~s=0,132:-s5s=0,32m (4.11)

F. Se aumentar a velocidade de rotacdo para 2,02 rad/s, quantos graus o

ponto P varreria no intervalo de 3,2 s?

w =2w -0 =w't (4.12)
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O angulo 8’ seria o dobro ao da prética realizada, logo, 6’ = 370,4°, mais do

gue uma volta 360°.
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CAPITULO V

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Foram estudados inicialmente conceitos fundamentais da matematica basica
gue serviram de apoio para o restante do trabalho. Em seguida foi feito um estudo
acerca do movimento retilineo uniforme, movimento retilineo uniformemente variado,
movimentos curvilineos bem como conceitos envolvendo torque e momento angular.
Foram construidos varios exemplos de aplicacfes dos contetdos estudados neste
trabalho tanto em problemas didaticos, quanto em problemas passiveis de serem

encontrados na pratica.

Em seguida foram abordados varios outros tipos de movimentos como por
exemplo, movimentos no plano, movimentos de rotagdo e movimentos relativos.
Também foram trabalhados varios tipos de problemas envolvendo os varios topicos
abordados, possibilitando assim uma compreensao diferenciada de aspectos fisicos

complexos.

Com o objetivo de verificar na pratica os fendbmenos estudados, foram
desenvolvidos prototipos, afim de implementa-los utilizando os kits Lego NXT, de

onde se pode verificar na pratica os resultados tedricos estudados.

Com este trabalho, espera-se que se tenha uma compreensdo mais
elaborada dos movimentos de translacdo e de rotacdo que ocorrem com as

maquinas no decorrer do tempo.

O conhecimento é construido passo a passo, degrau a degrau, porém,
nenhum passo ou degrau € igual ao outro, sdo éxitos ou, dificuldades diferentes.
Entdo, ao se estudar um movimento, tem-se que analisar grandeza por grandeza. A
ideia geral € gque se disponha das ferramentas adequadas para que o estudo do
movimento ndo fique fragmentado, tendo assim, uma melhor performance no

conhecimento adquirido ao longo da vida.

O balanceamento de forcas e energia sdo fundamentais na resolucdo de

sistemas mecanicos. Enfim, o dominio dos conceitos basicos da matematica, os
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principios e as leis da fisica, facilita aos estudantes de ciéncias a desenvolverem

novas tecnologias.

Como perspectivas de trabalhos futuros, pretende-se aplicar a robdtica
educacional para a experimentagcdo de varios tipos de fendmenos fisicos. Com isto,
serd possivel visualizar na pratica, varios fendmenos bem conceituados

teoricamente.
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