o0

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS - REGIONAL CATALAO
INSTITUTO DE MATEMATICA E TECNOLOGIA
PROGRAMA DE POS-GRADUAGCAO EM MODELAGEM E OTIMIZACAO

Edson dos Santos Silva

DINAMICA DE PARTICULAS ESFERICAS EM LEVITADORES
ACUSTICOS DE EIXO UNICO

DISSERTACAO DE MESTRADO

CATALAO - GO, 2022

UFCAT



12/04/2022 19:01 SEI/UFG - 2672111 - Termo de Ciéncia e de Autorizagdo (TECA)

@
‘.‘.
UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
UNIDADE ACADEMICA ESPECIAL DE MATEMATICA E TECNOLOGIA

TERMO DE CIENCIA E DE AUTORIZACAO (TECA) PARA DISPONIBILIZAR VERSOES ELETRONICAS DE
TESES

E DISSERTACOES NA BIBLIOTECA DIGITAL DA UFG

Na qualidade de titular dos direitos de autor, autorizo a Universidade Federal de Goids
(UFG) a disponibilizar, gratuitamente, por meio da Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes (BDTD/UFG),
regulamentada pela Resolu¢do CEPEC n2 832/2007, sem ressarcimento dos direitos autorais, de acordo
com a Lei 9.610/98, o documento conforme permissdGes assinaladas abaixo, para fins de leitura,
impressdo e/ou download, a titulo de divulgacdo da producdo cientifica brasileira, a partir desta data.

O conteldo das Teses e Dissertacdes disponibilizado na BDTD/UFG é de responsabilidade
exclusiva do autor. Ao encaminhar o produto final, o autor(a) e o(a) orientador(a) firmam o compromisso
de que o trabalho ndo contém nenhuma violacdo de quaisquer direitos autorais ou outro direito de
terceiros.

1. Identificacdao do material bibliografico

[ x ] Dissertacdo [ ] Tese

2. Nome completo do autor

Edson dos Santos Silva

3. Titulo do trabalho

DINAMICA DE PARTICULAS ESFERICAS EM LEVITADORES ACUSTICOS DE EIXO UNICO

4. Informagoes de acesso ao documento (este campo deve ser preenchido pelo orientador)
Concorda com a liberagdo total do documento [ X ] SIM [ ]NAO'

[1] Neste caso o documento serd embargado por até um ano a partir da data de defesa. Apds esse periodo,
a possivel disponibilizagdo ocorrerd apenas mediante:

a) consulta ao(a) autor(a) e ao(a) orientador(a);

b) novo Termo de Ciéncia e de Autorizacdo (TECA) assinado e inserido no arquivo da tese ou dissertacao.

O documento nao sera disponibilizado durante o periodo de embargo.

Casos de embargo:

- Solicitagao de registro de patente;

- Submissdo de artigo em revista cientifica;

- Publicacdo como capitulo de livro;

- Publica¢do da dissertacdo/tese em livro.

Obs. Este termo devera ser assinado no SEl pelo orientador e pelo autor.

Documento assinado eletronicamente por Celso Vieira Abud, Orientador, em 23/02/2022, as 09:24,
conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n® 10.543, de 13
de novembro de 2020.

il
sel e
.'!S.‘all"l:lll_Jl.l ‘?
eletrénica

Documento assinado eletronicamente por EDSON DOS SANTOS SILVA, Discente, em 28/02/2022, as
17:10, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n2 10.543,

https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=2892936&infra_sistema=1... 1/2



EDSON DOS SANTOS SILVA

DINAMICA DE PARTICULAS ESFERICAS EM LEVITADORES
ACUSTICOS DE EIXO UNICO

Dissertacdo apresentada ao Programa de
P6s-Graduacdo em Modelagem e Oti-
mizacdo do Instituto de Matematica e
Tecnologia, da Universidade Federal de
Goias(UFG)/Universidade Federal de Cata-
lao(UFCAT) em implanta¢do, como requisito
para a obtencao do titulo de Mestre em Mo-
delagem e Otimizacdo. Area de concentragao:
Modelagem e Otimizacao, Linha de pesquisa:
Modelagem Computacional e Otimizacao.

Orientador:

Celso Vieira Abud

CATALAO - GO

2022



Ficha de identificacdo da obra elaborada pelo autor, através do
Programa de Geracdo Automética do Sistema de Bibliotecas da UFCAT.

Silva, Eqson dos Santos ) ]
DINAMICA DE PARTICULAS ESFERICAS EM LEVITADORES
ACUSTICOS DE EIXO UNICO / Edson dos Santos Silva. - 2022.
62, LXII f.

Orientadora: Profa. Dra. Celso Vieira Abud.

Dissertagdo (Mestrado) - Universidade Federal de Cataldo, Instituto
de Matematica e Tecnologia, Cataldo, Programa de Pés-Graduagéo
em Modelagem e Otimizacéo, Cataldo, 2022.

Apéndice.

Inclui lista de figuras.

1. levitagdo acustica. 2. forga acustica. 3. levitadores de eixo Unico.
4. caos. 5. dindmica ndo linear. . Abud, Celso Vieira , orient. Il. Titulo.

CDU 534




13/04/2022 12:31 SEI/UFG - 2672044 - Ata de Defesa de Dissertagédo

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
UNIDADE ACADEMICA ESPECIAL DE MATEMATICA E TECNOLOGIA

ATA DE DEFESA DE DISSERTACAO

Ata n® 13 da sessdo de Defesa de Dissertacdo de Edson dos Santos Silva, que confere o titulo de Mestre(a)
em Modelagem e Otimizacao, na area de concentragao em Modelagem e Otimizagao.

Aos sete dias do més de fevereiro de 2022, a partir das 09h00min, na sala web-conferéncia, realizou-se a
sessdo publica de Defesa de Dissertagdo, intitulada "DINAMICA DE PARTICULAS ESFERICAS EM
LEVITADORES ACUSTICOS DE EIXO UNICO" nas dependéncias da Universidade Federal de Cataldo,
onde os programas de pods-graduagdo Stricto Sensu em funcionamento encontram-se provisoriamente
vinculados a Universidade Federal de Goias, em virtude de procedimentos técnicos relacionados a CAPES,
ja sendo realizada a transferéncia da Biblioteca Digital de Dissertagdes e Teses (BDTD). Assim, justifica-se
os nomes das instituicdes neste documento, uma no cabecalho (UFG), outra no corpo do texto (UFCAT). Os
trabalhos foram instalados pelo(a) Orientador(a), Professor(a) Doutor(a) Celso Vieira
Abud (PPGMO/IMTec/UFCAT), com a participacdo dos demais membros da Banca
Examinadora: Professor(a) Doutor(a) Silvio Ledo Vieira (IFI/UFG), membro titular externo;
Professor(a) Doutor(a) Marcos Napoledo Rabelo (PPGMO/IMTec/UFCAT), membro titular interno. A
Banca Examinadora reuniu-se em sessdo secreta a fim de concluir o julgamento da Dissertacdo, tendo sida
o candidato (X ) Aprovado ( ) Reprovado pelos seus membros. Proclamados os resultados
pelo Professor Doutor Celso Vieira Abud, Presidente da Banca Examinadora, foram encerrados os trabalhos
e, para constar, lavrou-se a presente ata que ¢ assinada pelos Membros da Banca Examinadora, aos sete dias
do més de fevereiro de dois mil e vinte e dois.

Obs: "Banca Examinadora de Qualificagdo/Defesa Publica de Dissertag¢do/Tese realizada em conformidade
com a Portaria da CAPES n. 36, de 19 de margo de 2020, de acordo com seu segundo artigo:

Art. 20 A suspensdo de que trata esta Portaria ndo afasta a possibilidade de defesas de tese utilizando
tecnologias de comunicacdo a distancia, quando admissiveis pelo programa de pos-graduagdo stricto sensu,
nos termos da regulamentac¢do do Ministério da Educag¢do."

TiITULO SUGERIDO PELA BANCA

—
eil _ Documento assinado eletronicamente por Celso Vieira Abud, Orientador, em 07/02/2022, as 13:55,
el [ily conforme horério oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n? 10.543, de 13

assinatura

eletrénica de novembro de 2020.

— -
eil _ Documento assinado eletronicamente por Silvio Ledo Vieira, Professor do Magistério Superior, em
- . [Ely 07/02/2022, as 15:21, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do

assinatura

| eletrénica Decreto n? 10.543, de 13 de novembro de 2020.

Documento assinado eletronicamente por Marcos Napoledo Rabelo, Professor do Magistério

https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=2892867&infra_sistema=1... 1/2



Dedico este trabalho em memoria de meu pai Margarido Luis da Silva um dos meus maiores

entusiastas e incentivadores.



Agradecimentos

Em primeiro lugar agradeco aos meus pais pelo apoio e amor incondicionais.
Agradeco a minha familia: tios e primos pelos conselhos e pela for¢a.

Agredeco aos professores pelos ensinamentos a mim passados, pela dedicacao e pa-
ciéncia .
Aos meus amigos do mestrado William, Jonas, Robson, Jaqueline, Luis e Stanley pelas

Otimas conversas e pelo apoio, agradeco também aos demais colegas por contrubuirem com

meu desenvolvimento e aprendizado durante as aulas e nos corredores da universidade.

Aos meus amigos, por todo o apoio, pelos votos de sucesso e compreensao. Nao po-
deria deixar de agradecer a minha amiga Dagna pelo apoio nas horas dificeis e por me ajudar

mesmo nao tendo familiaridade com a fisica.

Ao meu orientador pelo imenso apoio, paciéncia e dedicacao ao trabalho. Mais que
um orientador um grande amigo. Sempre cobrando um bom trabalho e ao mesmo tempo

sabendo reconhecer minhas dificuldades.



RESUMO

SILVA, E. S.. Dinamica de particulas esféricas em levitadores actisticos de eixo tinico. 2022. 55
f. Dissertacdao (Mestrado em Modelagem e Otimizacao) — Instituto de Matemaética e Tecno-

logia, Universidade Federal de Goids — Regional Catalado, Catalao — GO.

Mecanismos para contrapor a forca gravitacional tém intrigado os cientistas durante anos.
No principio, manter objetos suspensos no ar sem qualquer contato aparente, era parte ape-
nas de truques em shows de ilusionismo ou filmes de ficcdo cientifica, entretanto com o
avanco da ciéncia a levitacao se tornou realidade, gracas aos estudos avancados sobre as
forcas eletromagnéticas, oticas e actsticas. Neste trabalho a dindmica de pequenas esferas
levitadas por forcas acusticas produzidas por ondas estaciondrias é discutida sob a pers-
pectiva de duas aproximacoes para for¢a de radiacdo actstica sendo uma aproximacao nao
linear e outra linear. Os resultados mostram que o modelo com forca actstica nao linear é
mais representativo em comparacdao com o modelo linear, uma vez que o modelo com forca
acustica ndo linear é capaz de representar fendmenos como histerese, duplicacdao de pe-
riodo, bifurcacdo e caos. Os diagramas de bifurcagdo revelam a ocorréncia de bifurcacoes e
de regides cadticas assim como os espacos de fase corroboram, o célculo do maior expoente
de Lyapunov é utilizado para confirmar a existéncia de caos. Por fim, através das bacias de

atracao a topologia do espaco de condig¢des iniciais é evidenciada.

Palavras-chaves: Levitacdo acustica, Forca acustica, Levitadores de eixo tinico, Caos, Dina-

mica nao linear.



ABSTRACT

SILVA, E. S.. Spherical particle dynamics in single-axis acoustic levitators. 2022. 55 f. Master
Thesis in Modelling and Optimization — Instituto de Matematica e Tecnologia, Universidade

Federal de Goids — Regional Catalado, Catalao — GO.

Mechanisms to counteract the gravitational force have intrigued scientists for years. In the
beginning, keeping objects suspended in the air without any apparent contact was only part
of tricks of illusionism shows or science fiction movies, however with the advancement of
science levitation became a reality due to advanced studies on electromagnetic, optical and
acoustic forces. In the present work, the dynamics of small spheres levitated by acoustic
radiation force: a non-linear and a linear one.The results show that the model with non-
linear acoustic force is more representative compared to the linear model, since the model
with non-linear acoustic force is able to representing phenomena such as hysteresis, period
doubling, bifurcation and chaos. Bifurcation diagram reveal occurrence of bifurcations and
chaotic regions as well as the phase spaces also confirm, the calculation of the largest expo-
nent of Lyapunov is used to confirm the existence of chaos. Finally, through the basins of

attraction the topology of the space of initial conditions is highlighted.

Keywords: Acoustic Levitation, Acoustic force, Single-axis Levitators , Chaos, Non-linear dy-

namics.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Em sua obra prima "Principia”, Sir Isaac Newton apresentou a primeira teoria sobre
a dinamica gravitacional como um sistema de atragdo reciproca que se baseia em sua ter-
ceira lei, mais tarde conhecida como lei da acao e reacao (NEWTON, 1686). Por muitos anos
a humanidade desafiou tal forca e o fendmeno de levitacao, por séculos foi parte apenas
de truques em shows de ilusionismo ou filmes de fic¢ao cientifica. Contudo, com o avanco
do conhecimento cientifico sabe-se que a levitacao pode ser realidade e nada mais do que
a pura aplicacao da teoria é necessario para realizar tal feito. Atualmente, cientistas tem
dominado vérias técnicas que utilizam for¢as sem contato para contrabalancear a forca gra-
vitacional e assim manter objetos suspensos no ar sem nenhum apoio aparente. Dentre as
forcas de nao contato utilizadas pelas técnicas de levitacdo estao as forcas elétricas, magné-

ticas, Opticas e acusticas.

Gracas ao grande conhecimento adquirido a partir do século XIX com respeito a teoria
eletromagnética, as forcas elétricas e magnéticas foram as primeiras utilizadas em proces-
sos ou experimentos de levitagdo. Um 6timo exemplo seria o experimento com goticulas
de 6leo de Millikan no qual forgas elétricas foram utilizadas para contrapor a forca gravita-
cional, possibilitando a medida da carga elementar do elétron e sendo vencedor do prémio
nobel de 1923. Tém-se também o classico experimento de Thomson envolvendo campo elé-
trico, no qual anéis metdlicos sdo postos em suspensao no ar (SILVEIRA; AXT, 2003). Outro
experimento, no minimo curioso, utilizando for¢cas magnéticas foi realizado por Andre Geim
que conseguiu levitar um sapo fazendo uso de um campo magnético de alta intensidade (SI-
MON; GEIM, 2000).

Nas ultimas décadas, além da levitacdo eletromagnética, também foram desenvolvi-
das formas de levitacdo otica (INATOMI et al., 2010; GUCCIONE et al., 2013; PRICE et al.,
2015; GOUESBET, 2019) e levitacdo acustica (ANDRADE; PéREZ; ADAMOWSKI, 2018; AN-
DRADE; CAMARGO; MARZO, 2018; TOBON et al., 2017; ZANG et al., 2017), ambas se ba-

seiam no fato de que qualquer objeto sobre o qual uma onda incide pode absorver ou re-
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fletir uma parte da energia de momento incidente sobre sua superficie (TORR, 1984). Desse
modo ao produzir uma forma de onda incidente sobre a superficie do corpo inserido em sua
trajetéria, uma forca de ndo contato é exercida contrabalanceando a forca gravitacional. A
vantagem de se utilizar as forcas actsticas em relacdo a outras técnicas consiste no fato de
que esta ndo apresenta restricoes quanto ao tipo de material do objeto a ser levitado, uma
vez que seu principio fundamental se baseia na forca de radiacdo emergente de um campo
de pressdo acustica (BRANDT, 2001).

A forca de radiacao acustica pode ser gerada por ondas acusticas progressivas ou on-
das estaciondrias, que em condicoes especificas podem neutralizar a forca gravitacional,
permitindo que os objetos levitem. A técnica de levitagdo actstica mais comum baseia-se
na geracdo de ondas estaciondrias, no qual objetos ou liquidos menores que o comprimento
de onda sdo suspensos nos nés de pressao do campo de onda estaciondrio. Na literatura,
encontra-se basicamente dois tipos de levitadores de ondas estacionadrias : i) levitador de
camara ressonante fechada, que produz um campo de onda estaciondria em um dos mo-
dos acusticos da cavidade e ii) levitador de eixo tinico, que consiste de um transdutor e um

refletor, onde o campo de onda estacionéria é estabelecido entre eles.

O aprisionamento, a separacao e a manipulacdo de pequenas particulas utilizando
campos acusticos produzidos por ondas sonoras tém aplica¢des potenciais em biologia, qui-
mica, induastria farmacéutica entre outras areas, possibilitando medicoes das propriedades
termo fisicas de liquidos (SAHA et al., 2010), triagem para selecao de excipientes no desen-
volvimento de vacinas (MORGAN et al., 2019), solidificacao de ligas metélicas liquidas sub
resfriadas (XIE; WEI, 2003), na investigacdo de liquidos super-resfriados e desenvolvimento
de drogas amorfas (WEBER et al., 2012), além de experimentos utilizando gotas liquidas e
bolhas livres (SAHA; BASU; KUMAR, 2012; ZANG et al., 2017).

Para uma melhor utilizacdo da técnica de levitacdo acustica é importante compreen-
der a dinamica de um objeto com a interacao do campo acustico de modo a prever possiveis
fendmenos. Em um artigo recente de (FUSHIMI ef al., 2018), os autores validaram um mo-
delo de um grau de liberdade para uma particula em suspensao em um levitador acusitico
do tipo eixo tnico. A ocorréncia de alguns comportamentos ndo lineares e uma bifurcagdo
de periodo duplo foram previstas pelo modelo ndo linear e constatados experimentalmente.
Tendo em vista que a bifurcacdo de periodo duplo é uma possivel rota para o comporta-
mento cadtico (STROGATZ, 2018), uma investigagdo numérica aprofundada torna-se im-

portante para revelar a dindmica complexa dos levitadores de eixo tinico.

Portanto, o objetivo deste trabalho é realizar um estudo teérico-numérico com res-
peito a dindmica de particulas esféricas levitadas em um campo de pressdo acustica produ-

zido por um levitador de eixo tnico.

Nos capitulos seguintes discutiremos sobre o fend6meno de levitacao acustica e seus

aspectos primordiais, posteriormente o modelo matematico adotado serd apresentado e por



Capitulo 1. INTRODUCAO 14

fim os resultados obtidos serao discutidos. A nossa principal questao é elucidar a dindmica
de movimento para esferas compressiveis sob acao de forcas actsticas, de modo a conhecer
sua trajetdria e determinar o seu comportamento na presenca de campos acusticos, que se-

jam produzidos por levitadores de eixo tinico operando com ondas estacionérias.
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Capitulo 2

Conceitos Preliminares

Importantes fundamentos teéricos sobre a forca de radiacdo acustica foram desen-
volvidos e se tornaram a base para os entendimentos atuais da drea. Em 1934 L.V. King
apresentou as primeiras expressoes para forca de radiacdo acustica produzidas por ondas
estaciondrias agindo sobre uma esfera incompressivel (KING, 1934). Em 1955, os efeitos
das particulas compressiveis foram introduzidos por Yosioka e Kawasima (YOSIOKA; KAWA-
SIMA, 1955), e em 1962, Gor’kov apresentou uma expressdo para uma esfera compressivel

inserida em um campo acustico arbitrario (GOR’KOV, 1962).

Em geral, as aplicacoes que usam forca de radiagdo acustica utilizam predominante-
mente ondas estaciondrias, que sdo geradas por multiplas refelxdes de uma onda actstica,
que ocorrem entre o transdutor e o refletor. Uma configuracao simplificada de um sistema
de levitacdo actstica consiste em um transdutor emissor de ondas acusticas que atua como
um amplificador de sinal tal como um alto falante no qual toda a face emissora vibra har-
monicamente a uma frequéncia ultrassonica (fora da faixa audivel para o ser humano) e um
refletor usado para gerar as multiplas reflexdes da onda emitida pelo transdutor. Essa confi-

guracdo é chamada levitador acustico de eixo tnico.

2.1 Levitador acustico de eixo unico

Os equipamentos responsaveis por gerar as ondas sonoras utilizadas na levitacao acts-
tica sdo denominados levitadores acusticos. O modelo mais simples de levitador € o levita-
dor de eixo unico, composto de um transdutor ultrassonico (responsdvel por gerar as ondas
sonoras) e um refletor como apresentado na Figura 1. O material a ser levitado pode ser in-
serido no campo acustico, seja com a ajuda de uma pinca (se for s6lido) ou de uma seringa

(se for liquido), sendo posicionado nas proximidades de um n6 de pressao acustica.

Os atuais avancos feitos na drea tornaram possivel levitar objetos com densidade
maior como pequenas esferas de aco (ANDRADE; BUIOCHI; ADAMOWSKI, 2010), girar e
transladar objetos (COX et al., 2018; ANDRADE; PEREZ; ADAMOWS K], 2015) além de levitar
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objetos esféricos de tamanho maior que o comprimento de onda (ANDRADE; BERNASSAU;
ADAMOWSK]I, 2016). Novas técnicas de construcao de levitadores acusticos tem sido apre-
sentadas a fim de melhorar o processo de levitacdo e garantir uma melhor aplicacdo dos
métodos de levitacdo acustica, para tanto o objetivo principal nesta drea de pesquisa tem
sido produzir equipamentos que possibilitem manipular o material levitado e aumentar a

capacidade de levitacao permitindo levitar objetos maiores e com maior densidade.

Como apresentado anteriormente o levitador acustico de eixo tinico mais simples
consiste de um transdutor de ultrassom e um refletor, separados por uma distancia L, no
entanto ele também pode ser formado por um ou mais pares de transdutores (FUSHIMI et
al., 2018; MARZO; BARNES; DRINKWATER, 2017). Tais transdutores tem o principio de fun-
cionamento semelhante ao de um autofalante, vibrando de acordo com a forma de onda
do sinal elétrico que o alimenta. A principal diferenca entre um transdutor de ultrassom
e um autofalante é que o alto falante foi projetado para operar na faixa de frequéncia au-
divel (entre 20 Hz e 20 kHz), enquanto o transdutor de ultrassom é projetado para operar
em frequéncias superiores a 20 kHz. Apesar de ser possivel construir um levitador actstico
que opere na faixa audivel, isto ndo é aconselhavel pois a alta intensidade da onda sonora

necessdria para levitar uma particula pode danificar o ouvido humano.

Figura 1 - Ilustracdo de um Levitador actstico de eixo tinico. A esquerda uma representagdo grafica do modelo
mais simples de levitador actstico contendo um transdutor e um refletor separados por uma distan-
cia L multipla de meio comprimento de onda, a esfera a ser levitada deve ser inserida em um né de
pressdo acustica e levita nas suas proximidades. A esquerda uma fotografia de um levitador actstico
de eixo tinico mais elaborado com multiplos transdutores tanto na parte inferior quanto na parte
superior do levitador, os transdutores sao os objetos cilindricos posicionados no centro do suporte
e conectados por cabos elétricos.

————— Pressdo
—— Velocidade

Fonte: O autor.



Capitulo 2. Conceitos Preliminares 17

Na Figura 1 temos a representa¢do de um levitador acustico de eixo tinico, a esquerda
temos um diagrama ilustrativo onde é possivel verificar o modelo mais simples de levitador
acustico de eixo tinico, é possivel verificar a disposicao do transdutor e do refletor bem como
as ondas representando pressado acustica e velocidade das particulas no meio. A direita te-
mos uma fotografia de um levitador acustico de eixo tinico com um modelo mais elaborado
onde hd um arranjo de transdutores tanto na parte inferior quanto da parte superior do le-
vitador, o levitador foi produzido por nosso grupo de pesquisa da Universidade Federal de
Catalao Instituto Matematica e Tecnologia (IMTec). Ao levitar uma pequena particula por
meio da levitacdo actstica em levitadores como os ilustrados na Figura 1 estamos utilizando
a forca de radiacao actstica gerada por uma onda estaciondria de modo que seja possivel

contrabalancear a forg¢a gravitacional mantendo o objeto suspenso no ar.

2.2 Forca acustica produzida por ondas estacionarias

Uma maneira de descrever as forcas acusticas geradas por ondas estacionérias no le-
vitador pode ser obtida relacinando-o ao processo de geracao de ondas estaciondrias em um
tubo ressonante. A onda estaciondria em um levitador acustico de eixo inico também é do
tipo longitudinal portanto, seu comportamento pode ser descrito pelas mesmas equacoes

que descrevem uma onda estaciondria em um tubo com extremidades fechadas.

O perfil de uma onda harmonica do tipo senoidal num dado instante de tempo (f) é

dado por,

P(x,t) = Acos [k(x—vi) +¢]. 2.1)

Fazendo uma analogia com o oscilador harmoénico x(f) = Acos [wt + (p] , tem-se que,

wt=kvt=>w==Fkv. (2.2)

Na Equacao 2.2, w é a frequéncia angular da onda, k é o namero de onda e v a ve-
locidade da onda no meio. Para haver ocorréncia de ondas estaciondrias é necessario a su-
perposicdo de duas ondas progressivas em sentidos opostos; uma onda se propagando para

direita no eixo x e outra onda se propagando para esquerda no eixo x,
A
Pi(x, t):Ecos[kx—wtﬂp]; (2.3)

A
Py (x, t):gcos[kx+wt+(p]. (2.4)
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As ondas se propagando para direita e para esquerda sdo representadas pela Equacao 2.3
e 2.4 respectivamente, somando as duas ondas e considerando a constante de fase ¢ = 0

tem-se,

Pros(x,t) = ? [cos(kx—wt)+cos(kx+wt)]. (2.5)

Fazendo uso de identidades trigonométricas tem-se ainda,

Pres(x, ) = Alcos (kx) cos (wt)]. (2.6)

Considerando-se, a hipdtese de que a onda actstica seja plana para o levitador acustico de
eixo Uinico, tem-se uma onda estaciondria como a descrita na Equacdo 2.6, descrita em ter-
mos da pressao acustica P, e orientada sobre eixo z para o levitador acustico como ilus-
trado na Figura 1 sendo que, A é a amplitude de pressdo actstica, k o nimero de ondae w a

frequéncia angular da onda,

P(z,t) = Alcos(kZ)cos(w?)]. 2.7

Para que ocorra a geragdo de ondas estaciondrias € necessdrio que a pressao acustica
seja nula em determinados pontos fixos em todo instante (¢), logo o termo cos(kZ) da Equa-

((Zn—l)/l)

2m
¢do 2.7 deve ser nulo, ou seja, Z = e considerando k = T onde n=1[1,2,3...] é
um numero inteiro maior que zero, logo o levitador deve ser de tal forma que a distancia (L)
entre transdutor e refletor seja um multiplo inteiro de meio comprimento de onda para que

ocorra ondas estaciondrias como € o caso da representacao mostrada na Figura 1 em que

31
um levitador com L = (7) ¢€ ilustrado.

E possivel ainda, descrever a onda ndo s6 por meio da pressdo actistica P, mas tam-
bém através da velocidade das particulas no meio (u), partindo da equacao de Euler lineari-

zada,

ou
p =-VP 2.8)

Ao calcular o gradiente da pressao acustica apresentada na Equacdo 2.7 e integrando em

relacdo ao tempo obtém-se a equacao para a velocidade das particulas no meio,

u(z, t) = i sin (kz)sin(wt). (2.9)
pv

Uma vez descritas a pressdo acustica e a velocidade das particulas no meio para as
ondas estaciondrias, produzidas entre duas extremidades, é possivel obter a for¢ca que essa
onda estaciondria exerce sobre um objeto inserido em seu caminho. Para tanto, é feito uso

do potencial actstico.
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A teoria de Gor’kov divulgada em 1962 (GOR’KOV, 1962) descreve o potencial acts-
tico atuando sobre uma particula esférica de raio R para um campo acustico arbitrdrio. De
acordo com a teoria de Gor’kov a forca que uma onda estaciondria exerce em uma particula
esférica é conservativa e proporcional ao cubo de seu raio(R) desde que o raio da particula

seja muito menor que o comprimento de onda, sendo o potencial definido entdo por,

<P’> <u’>
3pc? 2
onde p € a densidade da particula e c a velocidade de propagacao do som no ar. Utilizando

U=2nR®

) (2.10)

as expressoes para P(z, t) e u(z, t) Equagoes 2.7 e 2.9, respectivamente, calculando a média

temporal para o quadrado de ambas chega-se em,

A 2
<P?>= %; @.11)
1 [ Asin(kz)]?
<ul>==- L(Z) , (2.12)
pc

substituindo < P? > e < u? > obtidos nas Equagdes 2.11 e 2.12 na equacdo para o potencial

(Equacao 2.10) obtém-se o potencial da forca de radiacao acustica,

_ RnA®
==

cos?(kz) ~ sin?(kz)
3 2

U (2.13)

Uma vez determinado o potencial a que a esfera estd sujeita a forca de radiagdo agindo

sobre ela pode ser facilmente obtida pela relacao.

F=-VU (2.14)

Assim, como apresentado na Equacdo 2.14 basta tomar o gradiente do potencial acustico,

que leva a,

0U  nR’A?0[2cos® (kZ) —3sin® (kZ)]

F=—ot—_ , 2.15
0Z 6pc? 0Z (2.15)
finalmente da Equacao 2.15 tem-se que;
S5TR3A%k
= ————sin(2k2), (2.16)
6pc

Sendo entdo a forca apresentada na Equacao 2.16 a for¢a acustica atuante em uma particula

esférica devido ao potencial de Gor’kow.

E interessante ilustrar o comportamento da pressdo P dada na Equacdo 2.7, da velo-
cidade u dada pela Equacao 2.9, do potencial U dado pela Equac¢ao 2.13 e por fim o com-
portamento da forca actstica dado pela Equagao 2.16.
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Figura 2 — Pressdo de radiacao P, Velocidade u, potencial de radiagao actstica U e forca de radiacdo actstica F
para uma esfera em um campo actistico gerado por ondas estaciondrias.

A2 A2

u(z)

F(z)

Fonte: O autor.

Pela Figura 2 onde estdo representados trés nos de pressao acustica, observa-se que
nas posicoes onde a pressdo P(z, t) é nula o médulo da velocidade das particulas do meio
(ar) u(z, t) é méximo e que estes sao os pontos de minimo potencial, para onde a particula
é empurrada pela forca de radiacdo acustica F(z, t), as setas horizontais no gréfico da for¢a
acustica representam a direcdo em que a forca atua . Com esta ilustracao fica claro que a
particula é levitada nas regioes de minimo potencial actstico e que é empurrada para estas

regioes pela forca de radiacdo acustica gerada pelo campo de pressdo acustica.
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Capitulo 3

Materiais e Métodos

Neste capitulo sdo apresentadas duas aproximacoes para forca actistica uma corres-
pondente 4 um modelo linear de forca actstica e outra correspondente um modelo nao li-
near. Também, foi realizada uma comparacao entre os resultados dos dois modelos e por

fim apresentou-se a histerese resultante do modelo ndo linear.

3.1 Modelo Matematico

Lembrando que o movimento da particula se d4 no ar, que é um meio fluido, tem-se
entdo, que a particula estd sujeita a trés forcas atuantes, a forca gravitacional que a impulsi-
ona para baixo, a forca acustica responsével por aprisiona-la e a for¢ca de arrasto ocasionada
pelo movimento do objeto no ar. Como demonstrado, a for¢a actistica em uma particula es-
férica no interior de um levitador de eixo tinico pode ser obtida de maneira simples através
da aplicac¢do das leis da mecanica cléssica, desde que seja considerado como potencial atu-
ante o potencial de Gor'’Kov. A forga resultante para o sistema sera entdo calculada através

da aplicacdo da segunda Lei de Newton,

mz:Frest+Fgrav+Farrasto- 3.1)

Na equagao de movimento (Equacgao 3.1), Fgr4y € aforga gravitacional, (Fgrqy = —mg),
Farrasto € a forca de arrasto e F,,5; a componente axial da forca actstica denominada aqui
como forca restauradora. Esta forca foi obtida na Equacdo 2.16, entretanto é comum en-
contrar uma aproximacao ainda mais elementar para a forca restauradora nas proximida-
des do ponto de equilibrio (BARMATZ; COLLAS, 1985; BAER et al., 2011; ANDRADE; PéREZ;
ADAMOWSKI, 2018), essa aproximacdo faz uso da analogia entre forcas do tipo senoidal e
a forca produzida por uma mola. Nessa situacao ao retirar a particula do ponto de equili-
brio (n6 de pressao) a forca restauradora é proporcional ao seu deslocamento em relacdo ao

no, tem-se entdo um movimento harmoénico amortecido produzido por uma forca do tipo
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linear, simplificacao que pode ser utilizada somente se o deslocamento ao longo do eixo Z

for suficientemente pequeno. Logo, a forca restauradora linear pode ser dada por,
Frest = —Kp(Z - Zp) 3.2)

onde Z, é a posicdo da particula no eixo vertical, K} é a constante eldstica obtida para o sis-
tema e Z, uma perturba¢do mecanica intrinseca do sistema, gerada pela varia¢ao da posi¢ao

do no6 de pressao acustica. A perturbagdo Z, serd admitida neste trabalho como:

Zy=Zy+ Ajpsin (21Q1), (3.3)

onde %, é a posicao do n6 no eixo Z, A;, é a amplitude de perturbacao e Q2 a frequéncia de
perturbacao (FUSHIMI et al., 2018).

A aproximacao linear de for¢a restauradora representa o movimento da particula ape-
nas nas proximidades do ponto de equilibrio desconsiderando os possiveis efeitos nao line-
ares de oscilacao da particula e considerando que a acdo do campo acustico se assemelhe a

um oscilador massa-mola em um meio viscoso.

Uma segunda aproximacao, com rigidez ndo linear estd mais préxima ao modelo real
para descrever a forca restauradora. Com base na Equacao 2.16 propde-se a forca restaura-

dora nao linear dada por,

Frest = asin(B(Z - Zp)), (3.4)

onde a e f sdo coeficientes do termo ndo linear que podem ser obtidos através do ajuste de
curva feitos sobre o campo de pressao acustica (FUSHIMI et al., 2018) e o termo Z), pode ser

obtido pela Equacao 3.3.

A forga de arrasto corresponde a resisténcia ao movimento de um objeto sélido atra-
vés de um fluido, seja ele um liquido ou gas. Diferente de outras forcas resistivas, como o
atrito por exemplo, for¢as de arrasto dependem da velocidade do corpo no meio. O arrasto
é produzido, principalmente, por forcas de friccdo agindo em direcao paralela a superficie
do objeto, e por forcas de pressao, que atuam em uma direcao perpendicular a superficie do

objeto. A equacdo para a forca de arrasto é dada por,

2
pv-CzA
Farrasto=———— (3.5)
2
onde p é a densidade do meio v a velocidade da particula no meio, C,; coeficiente de amor-
tecimento ou coeficiente de resisténcia aerodinamica, A é a &rea da seccao transversal da su-

perficie sob acdo da forca de arrasto (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016). Em se tratando

2

de uma esfera, A = nr“ e considerando ainda o movimento no eixo Z tem-se (FUSHIMI et

al., 2018) ;
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9 ..
r Cd|Z|Z
Farrasto = I ptdlZls 5 (3.6)

Em geral, C; ndo é uma constante absoluta para uma determinada forma do objeto,
ele varia de acordo com o Numero de Reynolds (R,) dado por,

2r|Z
R, = _M (3.7)
U
valido somente para R, < 100.(FLEMMER; BANKS, 1986).
C4 é dado por,
C,;= 24 1+ 3 R (3.8)
d— Re 16 e .

E interessante ressaltar que embora o coeficiente de amortecimento diminua com o

aumento de R,, a forca de arrasto aumenta.

O ntmero de Reynolds é definido como a razdo entre forcas de inércia e forcas de vis-
cosidade(BANSAL, 2004). Em linhas gerais, R, permite identificar o regime de escoamento
do fluido através de uma superficie ou dentro de uma tubulacao. Nesse trabalho foi investi-

gado, o escoamento do fluido sobre a superficie da esfera.

O regime de escoamento se divide em dois, sdo eles: o escoamento laminar e o tur-
bulento. Escoamento laminar ocorre quando as particulas de um fluido se movimentam ao
longo de trajetérias bem definidas, apresentando laminas ou camadas, que preservam suas
caracteristicas durante o escoamento. Enquanto no escoamento turbulento as particulas do
fluido ndo se movimentam ao longo de trajetérias bem definidas, ou seja, descrevem traje-
torias irregulares, com movimento aleatdrio, produzindo uma transferéncia de quantidade
de movimento entre regides de massa liquida. Este escoamento é comum em fluidos onde a

viscosidade é relativamente baixa.

Considerando inicialmente a Equagao 3.1 e substituindo os termos Fress, Fgrav € Farrasto
obtém-se uma equacao diferencial ordindria (EDO),

ﬂrzpCdlZlZ

mZ=-K(Z-Z,)—mg 5

) (3.9

Partindo da equacao para o equilibrio de forcas equacao 3.1 e utilizando a forca res-

tauradora nao linear equacao 3.4,

) nr’pCylZ|Z

mZ=—-asinf(Z-2Z,)—mg > , (3.10)
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Os dois casos a serem trabalhados foram devidadmente definidos, o primeiro termo
a direita das Equacoes 3.9 e 3.10 diferem quanto a sua linearidade, os resultados obtidos por

meio destes dois casos sera melhor discutido.

3.2 Comparacao entre modelo linear e nao linear

Com as equacdes bem definidas, o passo seguinte é encontrar as solu¢des que cada
uma apresenta, para tanto utilizou-se métodos numéricos de integracdao em linguagem Python,
utilizando a biblioteca Odeint que possui os métodos Adams-Bashforth-Moulton e backward
differentiation formula (BDF), em portugués férmula de diferenciacao reversa, para solugao
de problemas de valor inicial. Paraimplementacao é necessdrio fazer uma reducao de ordem
nas Equacoes 3.9 (linear) e 3.10 (ndo linear). Assim, os sistemas de equacoes diferenciais fi-

cam definidos como;
Sistema para forca linear,

Zy =2y + Ajpsin(2rQ2t)

0=27

. K1 Canr?p

0=-g——(Z-2,)——1016.
8- ( ») = 6]

Sistema para forca nao linear,

Zy=Zp+ Ainsin(2mQ2t)

0=2

: a Canr?p

0=-g——(sin(f(Z-Z,) - ————1010,
g m( (B( p)) om 0]

onde 0 é a nova variavel de integracao inserida pra reduzir a ordem das EDO’s para primeira

—dz
ordem, em que 6 = % .

Para aplicarmos os sistemas de EDO’s acima utilizaremos os parametros obtidos por
Fushimi(2018) a partir de experimentos confrontados com os modelos apresentados nas
Equacoes 3.9 e 3.10. A esfera sob levitacdo serd de poliestireno com raio r = 0.71 mm, den-
sidade p =34.0 kgm™3 e inserida em um levitador actstico de eixo inico que opera na faixa

1, quase todos os parametros necessarios estio

de frequéncia de 40 kH,. Sendo g=9,81 ms~
definidos, faltam apenas «, f e K;. Os parametros a e § sao obtidos a partir de ajustes fei-
tos sobre o campo de pressdo acustica, que para o experimento em questdo tem amplitude
800P, a5V de diferenca de potencial(ddp). Considerando que a distancia entre transdutor e
refletor seja de 80mm o no central de pressao actstica serd na posicao de 40mm e os valores

de K, =0,0397 Nm™1, @ = —3,6x10°% N e B = 1315 m~! sdo obtidos.(FUSHIMI et al., 2018)

Foram gerados alguns resultados buscando verificar a representatividade dos mode-

los fisicos com forga acustica linear e for¢a acustica nao linear. Com objetivo de realizar a
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reducdo do nimero de parametros inseridos nos sistemas de EDQ’s, para o modelo de forca

linear escolheu-se utilizar como parametros d; e C, representados respectivamente por,

K

d=—, 3.11)
m
Cmr? i
Cy = =42 Pa, (3.12)
2m

para |Z| um valor fixo foi adotado com base na Equacdo 3.7 utilizando um valor de R, de

aproximadamente 50.

Para a forca restauradora ndo linear além do parametro C,, vide Equacdo 3.12, tem-se
o parametro C; que corresponde 3,
-a
C=—. (3.13)
m

Finalmente os sistemas implementados se tornam;
Sistema para forca linear,

Zy=Zp+ Ajnsin(2rQt)
0=2
0=-g-d(Z-2,)—Ca0.

Sistema para for¢a ndo linear,

Zy = Zy+ Aipsin(2nQr)
0=2
0=-g-Cisin(B(Z - Z,) — C20

A Figura. 3 mostra os resultados para solucao dos dois sistemas de EDO’s de modo que
sejam obtidas solucdes dadas as frequéncias de perturbacao do sistema (2, para uma ampli-
tude de perturbacao A;;, = 0,15 mm. No modelo ndo linear a evolucao temporal do sistema a
medida em que Q2 aumenta( caminho de ida) estd representada na curva em vermelho (con-
tinua) enquanto a curva em azul(tracejada) representa a evolucao temporal da solugdo para
o sistema quando Q diminui (caminho de volta) e na curva em verde(trago continuo) temos
a evolucdo temporal da sulugdo para o sistema linear, onde tanto o caminho de aumento
quanto o caminho de reducao de Q) apresentam solucdes iguais. Ao decorrer da simulacao a
frequéncia Q) foi aumentada e posteriormente reduzida a cada intervalo de tempo de 40 se a
amplitude de oscilacdo da esfera((z,,4x — z2min)/2) foi coletada apds o periodo de transiente
de 39 s, sendo a amplitude de resposta do sistema calculada para cada uma das frequéncias
Q. Em todas as simulacoes foram usadas como condicdes iniciais [Z; 7] = [38,0 mm;0,02

m/s~1], 38 mm foi escolhido por estar localizado logo abaixo do né central de levitacao re-
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gido mais provavel para que a esfera levite, 0,02 m/s™! foi escolhida como velocidade inicial

por ser um valor baixo de velocidade.

Figura 3 — Amplitudes em funcdo da frequéncia de excitagdo para modelo linear e nao linear. Os modelos pro-
postos foram analisados quanto a amplitude das solu¢des como func¢do da frequéncia de perturba-

¢ao Q.
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Fonte: O autor.

Para os parametros testados, o modelo nao linear apresenta resultados com menor
amplitude maxima de oscilacao e menor frequéncia natural de excitacdo em comparacgao

com o modelo linear como pode ser observado no gréfico da Figura 3.

Diferentemente do modelo linear, onde tanto o aumento quanto areducao da frequén-
cia de excitacao apresentam resultados iguais, no modelo nao linear, nas proximidades da
frequéncia natural de excitacao do sistema, no entorno de 37 H,, existem duas amplitudes
de oscilacao para uma mesma frequéncia de excitacdo tanto para o caminho de aumento da
frequéncia, caminho de ida quanto para o caminho de reducao da frequéncia, caminho de

volta. O que nos leva ao fendmeno chamado histerese.

3.3 Histerese e fenomemo de salto

Alguns sistemas fisicos apresentam um comportamento caracteristico denomidado
de histerese. Este fendmeno ocorre em sistemas fisicos cujas propriedades dependem de
sua historia precedente. Dessa forma, conferindo ao sistema a capacidade de armazenar

informacdo de estados anteriores.

No caso das simulacdes feitas para o modelo ndo linear de for¢a acustica vide Figura

3. O comportamento da curva ao aumentar a frequéncia de perturbacao do sistema com o
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passar do tempo difere do comportamento ao reduzir a frequéncia de perturbacdo com o
passar do tempo, ocasionando em dois caminhos distintos para solucdo do sistema. Esta

falta de reversibilidade quando um parametro é variado é chamada de histerese.

Na simulacdo além da histerese também ocorre o fenémeno de salto onde a solu-
¢do do sistema salta de uma menor amplitude para uma maior amplitude no caminho de
aumento da frequéncia (caminho de ida) e de uma maior amplitude para uma menor am-
plitude no caminho de reducao da frequéncia (caminho de volta), vide Figura4.0 fen6meno

de salto é representado pélas setas para cima e para baixo no grafico da Figura 4.

Na Figura 4 é mostrada a simulagdo do modelo nao linear com enfase na regiao da
histerese. E possivel evidenciar a histerese na regidao entre 30 e 40 Hz. Além disso, as duas
amplitudes marcadas para a frequéncia de excitacao de Q = 37 H, ficam evidenciadas logo
abaixo do gréfico da histerese, uma correspondente a curva de aumento da frequéncia ponto
(a) e outra correspondente a reducao da frequéncia ponto (b). A frequéncia de 37 H; foi

escolhida justamente por estar na faixa onde ocorre a histerese.

Na Figura 4 ponto (a) tem-se a série temporal evidenciando a baixa amplitude (0,5226
mm) obtida durante o aumento da frequéncia com o passar do tempo (caminho de ida).
Por outro lado, na figura 4 ponto (b), nota-se a série temporal com alta amplitude (1,1926
mm) obtida a partir da reducao da frequéncia com o passar do tempo (caminho de volta).
A patir das séries temporais fica nitida a diferenca entre as duas amplitudes de oscilacao
obtidas para a mesma frequéncia Q2 de 37 H;, conferindo assim a caracteristica de diferentes

solucoes a depender do caminho escolhido.

Na mesma Figura 4, para cada uma das séries temporais é identificada a frequéncia

de excitacao do sistema através da transformada rdpida de Fourier.



Capitulo 3. Materiais e Métodos

28

Figura 4 — Histerese e multiplas solu¢des nas proximidades da frequéncia natural do sistema para o modelo
ndo linear. Os pontos a e b marcados no grafico da histerese para frequéncia de 37 H, apresentam
as duas amplitudes de oscilacdo da esfera, uma correspondente ao caminho de ida e outra corres-
pondente ao caminho de volta. A transformada rédpida de Fourier é feita para os dois casos e recupera
a frequéncia natural de 37 H;.
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Capitulo 4

Cenario para o Caos e miiltipla
estabilidade

Como o fendbmeno de histerese, identificado no capitulo anterior, ¢ um fenémeno
tipico de sistemas nao lineares torna-se natural uma investigacdo mais detalhada sobre o

modelo na busca por outros fendmenos nao lineares.

Neste capitulo, investigou-se o modelo para um valor diferente da amplitude de per-
turbacao (A;;). A mudanca no parametro A;, implica em uma alteracao na perturbacgao de
entrada que, em termos experimentais pode ser causada por uma perturbacdo que repre-
senta uma excitacao provinda de uma vibragdo mecanica produzida por um abalo repentino
ou ainda uma mudanca no campo de pressdo acustica produzindo altera¢ao na posicdo no-
dal de levitacao. Com a alteracao do parametro A;, foi possivel caracterizar duplicacoes de
periodo (Secdo 4.1) e um cendrio de orbitas cadticas no sistema. Para uma quantificacao
das orbitas cadticas encontradas, um método numérico para o cdlculo do maior expoente

de lyapunov foi utilizado (Se¢des 4.3 e 4.5).

4.1 Diagrama de bifurcacao

Um diagrama de bifurcacao é a representacao grifica do comportamento qualita-
tivo das orbitas descritas pelo sistema, geralmente um parametro é definido para avaliar
a mudanca no comportamento qualitativo do sistema, registrando o aumento ou redugao
no nuimero de periodos das 6rbitas conforme certos parametros variam, os valores destes
parametros para os quais o comportamento qualitativo muda sao chamados de pontos de
bifurcacdo. Ao aumentar a amplitude de perturbacdo do sistema A;,, o sistema se comporta
de maneira diferente passando a apresentar um ramo de bifurcacdao bem definido entre as
frequéncias de 60 e 90 H, e indicios de ramos entre as frequéncias 40 e 60 H,. A solucdo di-
verge na maioria dos pontos entre as frequéncias 30 e 40 H, o que ocasiona algumas falhas

no diagrama de bifurcacdo podendo ser esta uma zona de transicao de fase.
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As Figuras 5 a) e b) foram obtidas a partir do modelo de rigidez ndo linear com uma
Amplitude de entrada (A;;) de 0,35 mm que corresponde hd um valor de amplitude maior
que o utilizado no Capitulo 3 que foi de 0,15 mm. Nos gréficos, a solucdo do modelo de
rigidez ndo linear foi encontrada utilizando um espacgo de condicdes iniciais no entorno
do no6 de pressdo central, mais especificamente, para posicoes Z pertencente ao intervalo
[40,1;41,0](mm) e baixas velocidades Z pertencente ao intervalo [0.02,0.2] (ms™1). A simu-
lacdo foi realizada de forma que cada um dos pares ordenados de condicdes iniciais [Z, Z]
fossem testados para cada frequéncia 2 durante um intervalo de tempo de 16 s para garantir
que as amplitudes coletadas fossem o menos ruidosas possivel e estivessem o mais proximo
de sua oscilacao estavel.

Figura 5 - Bifurcagdo e duplicacdo de periodo, Amplitude versus Q e Velocidade méxima versus Q para A;, =
0,35 mm, no gréfico a) temos a aplitude de oscilagdo versus Q, um ramo de bifurca¢ao bem definido
entre entre 60 e 90 H, fica evidente e indicios de outros dois ramos entre 40 e 60 H, surgem. No

grafico b) temos a velocidade maxima da esfera em funcdo de Q o ramo bem definido e os indicios
de ramos continuam evidentes para esta nova variavel.

Amplitude(mm)

Fonte: O autor.
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Para a Figura 5 a) a amplitude de oscilacdo apresentada no eixo das ordenadas encon-
trada apartir da série temporal medindo (z,,4ximo — Zminimo)/2 Mostra um ramo de bifur-
cacao bem definido entre 60 H, e 90 H,. A presenca desse ramo indica uma separacao das
condicdes iniciais em duas diferentes amplitudes para uma mesma frequéncia de excitacao.
Uma duplicacao de periodo foi detectada na regido de 81 a 86 H; regido onde surge a bifur-
cacao, esta duplicacdo de periodo foi obtida para frequéncia de 85,0909 H, posicao z =40, 1
mme v=0,06 ms~! como pode ser visto na Figura 6.

Figura 6 — Espaco de fase Q = 85,0909 H, para A;;, = 0,35mm. Uma duplicacdo de periodo foi detectada apartir

do grafico do espaco de fase no ramo bem definido entre 60 e 90 H. Dois ciclos representam dois
periodos.

(1=85.0909; z=0.0401; v=0.06
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Fonte: O autor.

Na Figura 5 b), o intuito foi buscar mais informacg6es com respeito a duplicacdo de
periodo fazendo uso da informacdo da velocidade de movimento da esfera. Utilizando a
mesma simulacao feita para coletar a amplitude e lembrando que a velocidade é maxima na
posicdao de minimo potencial, foi coletada a velocidade méxima (V},,4,) da esfera para cada

frequéncia Q. Neste novo gréfico o ramo entre 60 e 90 H, continua evidente.

Para os dois casos, tanto amplitude quanto velocidade, ha indicios de outros dois ra-

mos para Q entre 40 H, e 60 H,, tais indicios de que possam haver outros dois ramos é
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bastante intrigante. Além disso, diferentemente dos resultados obtidos para A;, = 0,15 mm
na regido de 20 a 40 H; no Capitulo 3 onde havia a histerese, agora para A;, = 0,35 mm nao
h4 mais histerese como confirmado mais a frente apartir do grafico do espago de condicoes
iniciais.

A Transformada Rédpida de Fourier (TRF) também foi feita para frequéncia de 85,0909
H, Figura 7 que corresponde a uma das frequéncias onde ha duplicacao de periodo apresen-
tada na Figura 5, pertencente ao ramo bem definido entre 60 e 90 H, assim como esperado
foi possivel detectar duas frequéncias principais uma dominante para frequéncia de excita-
¢ao e outra para frequéncia de duplicagdo de periodo. A Figura 7 mostra que a frequéncia
dominante para este caso foi 83,3 H, onde ha um pico no valor da TRF mais elevado e que
uma segunda frequéncia aparece também para 40 H, onde ocorre um segundo pico de me-

nor intensidade indicando assim a presen¢a de um segundo periodo.

Figura 7 — Transformada rdpida de Fourier Q = 85,0909 H, com A;,, = 0,35mm. Apartir da transformada rapida
de Fourier a frequéncia dominante 85,0909 foi recuperada e uma segunda frequéncia, considerada
frequéncia de duplicacgao de periodo também foi recuperada.
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Fonte: O autor.

Na Figura 8 o espaco de condicdes iniciais para as duas amplitudes de perturbacao
Ain=0,15e A;;, = 0,35 mm é mostrado. Nas simulacoes realizadas para os dois casos fo-
ram utilizadas malhas de [500x500] pontos [Z, Z] nas proximidades do n6 central Z = 40
mm mais especiﬁcamente com Z pertencente ao intervalo [35;45]mm e 7 pertencente ao

intervalo [-0,4;0,4]ms™!

. O objetivo foi verificar as solucdes que seriam encontradas para
o sistema, o tempo de simulacdo foi de 16 s. Como pode ser confirmado na Figura 8, na
Figura 8 a)(A;, = 0,15 mm temos duas amplitudes como solu¢do enquanto na Figura 8 b)

temos apenas uma amplitude como solucdo confirmando que nao ha mais histerese para
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Ain=0,35 mm.

Na Figura 8(a) estdo representadas as solu¢des para amplitude A;, = 0,15 mm. Em
preto temos as solucoes cujas condi¢des iniciais retornam valores de amplitude alta e em
vermelho as solucdes de amplitude baixa para a frequéncia 37 H,, que correspondem a re-
gido onde ocorre histerese apresentada na Figura 4. Dentro do espa¢o observado ha regioes
bem definidas com amplitude alta e amplitude baixa separadas por um continuo. Cabe re-
saltar também que existe simetria para as solucdes tanto acima quanto abaixo do n6 central

de 40 mm. A regido em branco representa condices iniciais que divergem.

Para a Figura 8(b) o valor da amplitude de perturbacdo foi aumentado para o valor
de A;;, = 0,35 mm e a frequéncia mantida em 37 H,. Com o aumento da amplitude de
perturbacao ocorre uma distor¢cao no espaco de condic¢des iniciais, é possivel ainda notar
que a regido onde as solugdes tem amplitude de oscilagdo alta(regido em preto) passa a ser
bem menor se comparado com A;, = 0,15mm. Além da reducdo na regido com solucoes de
alta amplitude agora nao existem duas solugdes , ou seja, ndo hd indicios de que a histerese

ocorra para esta frequéncia de perturbacdao com A;, = 0,35 mm.
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Figura 8 — Espaco de condic¢des iniciais para duas situacdes com diferentes amplitudes de perturbacdo A;;, =
0,15 mm e A;;, = 0,35 mm para frequéncia de 37 H,. Em preto estdo representadas as solu¢des com
amplitude alta e em vermelho as solu¢des com amplitude baixa. Para o grafico a) com A;, = 0,15
mm foram encontradas duas solucées corroborando a ocorréncia da histerese detectada anterior-
mente. Para o gréfico b) com A;;, = 035 mm apenas as solucdes de alta amplitude, representadas em
preto, foram encontradas sugerindo que nao ha mais histerese para esta amplitude de perturbacao.
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Fonte: O autor.

A construcao do espaco de condic¢des iniciais deu-se a partir de uma grade de con-
dicdes iniciais no entorno do né central de levitacdao. Quando hd mais de uma solucao no
modelo, tais condicdes seguem para uma determinada solucdo, definindo no espaco de con-
dicoes iniciais a chamada bacia de atracdo. As bacias de atracdo sao importantes pois de-
finem topologias sobre o comportamento do sistema. Uma bacia de atracdo é o conjunto
de pontos que vao para um determinado ponto de equilibrio. Quando determinamos um
ponto de equilibrio assintoticamente estdvel mas ndo globalmente estédvel, ou seja, quando
nem todas as solucdes vao para o mesmo ponto de equilibrio ou para o mesmo atrator é
comum queremos encontrar este conjunto de pontos. A este conjunto de pontos que cami-

nham para um mesmo atrator damos o nome de bacia de atracao.
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Ao aumentar a amplitude de perturbacdo para A;;, = 0,35 mm com uma frequéncia de
perturbacao Q) = 70 H, que corresponde a frequéncia na qual temos um ramo de bifurcagao
bem definido, como mostrado nas Figuras 5 a) e b), obtém-se a Figura 9. Na Figura 9 foi
utilizada uma malha de condicdes iniciais de [500x500] pontos [Z, Z] com um tempo de
simulacdo de 16 s também realizada no entorno do n6 central de 40 mm .

Figura 9 — Espaco de condicdes iniciais, amplitude de perturbacdo A;, = 0,35 mm para frequéncia de 70 H,.

Em preto estdo representadas as solu¢des de amplitude alta e em vermelho as solucdes de amplitude
baixa.

V(im/s)

Z(m)

Fonte: O autor.

Neste novo cendrio a topologia do espaco é mais distorcida. As amplitudes alta e baixa
se misturam em certas regioes, por exemplo, na regido central da figura no entorno de 40
mm e nao ha uma divisao nitida separando as duas solu¢ées. Dada uma condicao inicial
nestas regioes onde amplitude baixa e amplitude alta se misturam ndo € possivel determinar
ao certo para qual das duas solugdes a condi¢do inicial caminha. A imagem foi gerada para
a frequéncia de perturbacao Q = 70 H, que corresponde a uma das frequéncias onde ocorre

bifurcacao segundo a Figura 5.
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4.2 Cenario para o Caos

Com a aparicdo de duplicacdes de periodo relatada na secdo anterior um caminho
natural a se seguir é realizar uma investigacdo mais detalhada utilizando outras formas de
avaliacdo. Nesta nova investigacdo ao invés de avaliar a amplitude de oscilagdo avaliou-se o
Zmax que corresponde ao valor dos méaximos locais da série temporal Z x t. Os resultados
obtidos com Z,,,,, foram muito satisfatérios, evidenciando duplica¢des de periodo e regioes

caoticas.

A Figura 10 resulta de uma simulacao feita a partir do modelo com uma Amplitude de
entrada (A;,) de 0,35 mm. Neste gréfico a solucao do modelo foi encontrada utilizando um
espaco de condig¢des iniciais no entorno do n6 de pressdo central, mais especificamente,
para posicoes Z pertencente ao intervalo [36,0;38,0](mm) e baixas velocidades Z perten-
cente ao intervalo [0.02;0.04] (ms™ 1) com uma malha [6 x 6] e 3000 pontos em Q. A simulacgao
foi realizada de forma que cada um dos pares ordenados de condicdes iniciais [Z, Z] fossem
testados para cada frequéncia Q2 durante um intervalo de tempo de 20 s, para garantir que
as solucoes coletadas fossem o menos ruidosas possivel e estivessem o mais préximo de sua
oscilacao estdvel. O periodo de transiente foi considerado 19 s, para cada par de condicoes

iniciais os valores de Z,,,,, foram coletados.

Para a Figura 10 a) a oscilacdo méxima em Z mostra um ramo de bifurca¢cdao bem
definido entre 70 H, e 90 H. A presenca desse ramo indica que hé separacao das condicoes
iniciais em duas diferentes amplitudes para uma mesma frequéncia de excitacdo. Com a
utilizacdo de Z,,,y, diferentemente da avaliacdo realizada utilizando a Amplitude e V4,
foi possivel identificar com maior nitidez dois ramos entre 50 e 60 H,. O terceiro ramo de
bifurcacao continua evidente no entorno de 70 a 90 H,. Cabe resaltar que na regido entre 35
H, e 45 H, também surgiram outras ramificacoes, contudo nessa regido a solucao divergiu

em diversos momentos ocasinando falhas no ramo e erros numeéricos.

Percebe-se na Figura 10 a) que uma evolucao das duplica¢des de periodos ocorre na
regido entre 50 e 60 H,, sabe-se que a ocorréncia de bifurcacdes sucessivas pode levar o
sistema a uma rota para o caos (STROGATZ, 2018). Para investigarmos melhor a regido uma
segunda simulacao foi realizada na regido destacada na Figura 10 a) utilizando a mesma ma-
lha de condigoes iniciais. Agora, na nova simulac¢do é possivel identificar com maior nitidez
a existéncia de uma sequéncia de bifurcacées que formam pequenas regioes de caos defini-
das nas proximidades de 52,4 H, e 52,9 H,. Embora sejam regides pequenas no intervalo de
frequéncias () as regides evidenciadas na Figura 10 b), possibilitam a identificacao de dupli-
cacao de periodos e regioes cadticas. Em certos intervalos de frequéncia o coportamento é

periddico, passa a ser cadtico e posteriormente volta a ser periédico.



Capitulo 4. Cendrio para o Caos e miiltipla estabilidade 37

Figura 10 — Diagramas de birfurcacdo para A;, = 0,35 mm, no gréfico a) uma simulac¢do foi realizada demons-
trando ramos de bifurcacoes para os intervalos de frequéncia de 50 a 60 H, e de 70 a 90 H;. No
grafico b) uma simulacdo amplificando a regido destacada por um retdngulo no gréfico a) é feita
demonstrando bifurcagdes subsequéntes e regides de caos qualitativo. Os pontos P; e P, serdo
utilizados adiante para verificar o ntimero de periodos das érbitas através dos graficos do espago
de fase. No gréfico ¢) uma nova simulacdo amplificando a regido destacada no retangulo feito no
grafico b) demonstra bifurcagoes e caos qualitativo.

o.0ss6 -
o.0384
= o321
>
G o.03s0 -
o.0378
o.0376
o0.0374
20 so a0 so 6o 70 so so 100
) OQH )
o.0384a0
o.03835 -
3 &
?ﬁ\
o.03830 | = =
— o.03825
S< o.ossz20
<
£ oomms
o.o3810 b=
o.03805 -
o.03800 -
525 526 527 528 525 s5.0
C ) Q=
o.03820
o.o3s18 -
& oc.o3s16
>
<
& oomera ]
o.03812
o.03810

s2.a60 s52.a65 s52.470 s52.475 s2.aso0 s2.a85 52.490

O(H=)

Fonte: O autor.

Uma simulacdo feita na regido de Q entre 52,45 e 52,49 H; foi realizada, sendo esta
um amplificacdo feita na parte de baixo do ramo de bifurcacao da Figura 10 b) para a mesma
malha de condicdes iniciais Z pertencente ao intervalo [36,0;38,0](mm) e 7 pertencente
ao intervalo [0.02,0.04] (ms™ 1), evidenciando bifurcacées subsequentes e caos nesta regido

como mostra a Figura 10 c).

Entenda sistemas onde ocorrem caos como sistemas que exibem uma dependéncia
sensivel as condicoes iniciais de forma a gerar caminhos no tempo que parecem aleatérios, a
menor variacao nas condicdes iniciais pode resultar em drdsticas mudancas na resposta do
sistema, produzindo comportamentos que parecem aleatérios ou em outras palavras com-

portamentos caoticos.
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Os trés graficos da Figura 10 deixam aparente a ocorréncia de caos para o sistema
com amplitude A;, = 0,35 mm. Porém, esse caos é apenas qualitativo, ou seja, é apenas
observado através dos gréficos de bifurcagcdo. Para uma verificacdo quantitativa do caos faz-
se necessario a aplicacdo de métodos que o comprovem. Na préxima secdo discuti-se sobre
os expoentes de Lyapunov para quantificagdo do caos e um interessante método para o seu

calculo numérico.

4.3 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de lyapunov sdo uma ferramenta muito aplicada para caracterizacao de
sistemas dimamincos. Apartir deles é possivel quantificar a existéncia de caos. Para calcular
os expoentes de Lyapunov parti-se de duas condicdes iniciais pr6ximas uma da outra bus-
cando verificar se as 6rbitas divergem exponencialmente para tempos longos. Caso as 6r-
bitas se afastem exponencialmente entre si 0 sistema apresenta sensibilidade as condicoes
iniciais e as 6rbitas sdo classificadas como cadticas, caso as 6rbitas permanecam proximas
ou divirjam linearmente entdo ndo sao sensiveis as condic¢des iniciais, logo ndo sao 6rbitas
cadticas. Os expoentes de Lyapunov sdo, entdo, uma medida da sensibilidade da dinamica
do sistema a pequenas alteracdes nas condicoes iniciais, para calculd-lo define-se o vetor
formado pelas coordenadas no espaco de fase n dimencional X = (x1, x2,...x,). Supondo
que este vetor satisfaca um conjunto de n equacgdes diferenciais autobnomas de primeira or-
dem, (FILHO; AMATO; FILHO, 2018)

dx(t)
dt

= F(x(1). (4.1)

A Equacgdo 4.1 gera um fluxo no espaco de fase com F(x(#)) sendo o campo de ve-
locidade do fluxo. Para mensurar a contra¢do ou o alongamento nas vizinhancas de x(7)
considera-se duas solucdes diferentes para Equacio 4.1, xV (£) e x? (), além de considerar

o vetor de diferenca W = x (1) — xV (£). Logo tem-se,

W= (0x1,0x%2,...,0x3) 4.2)

a Equacao de evolugao de W é dada por:

d—W = J(x())W, (4.3)
dr ’ ’

Em que J é a matriz Jacobiana. Assumindo que os elementos de J sejam funcdes continuas
e limitadas em ¢ para t — oo, entdo as solucoes da Equacao (4.3) crescem mais lentamente
que exp(At) para alguma constante A. O expoente de Lyapunov para uma condicdo inicial

dada W(0) é definido entao como,
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(4.4)

t—oo

A= lim 1ln(lwml)
[W(0)]

Em um problema n dimensional existem n expoentes de Lyapunov cada um referindo-
se ao grau de divergéncia de direcoes especificas do sistema. Todos eles formam um con-

junto denominado espectro de Lyapunov, que geralmente sao organizados como:

Mzl =22, (4.5)

Nosso problema em questdo possui duas dimensdes, uma para posi¢do Z e outra para velo-
cidade Z, logo temos dois expoentes de Lyapunov, no entanto basta determinarmos o maior
deles para saber se o sistema se comporta de modo caético ou ndo. Caso o maior expoente
de Lyapunov A, seja possitivo, suas trajetorias vizinhas tendem a divergir exponencialmente

oque implica em um regime caético.

4.4 Método numérico para obtencao do maior expoente de
Lyapunov

Nem sempre se € possivel obter de forma analitica os expoentes de Lyapunov pois seu
célculo é por vezes complexo se ndo impossivel. Por tanto, a utilizacdo de métodos numéri-
cos torna-se indispensavel. Nesta secdao apresenta-se o método numérico para o calculo do
maximo expoente de Lyapunov segundo (SPROTT; SPROTT, 2003).

Tendo em vista que o expoente de Layapunov caracteriza a divergéncia entre con-
di¢oes iniciais ifinitesimalmente proximas, a ideia bédsica do presente método € seguir tais
condicdes iniciais e calcular sua taxa média de separacao logaritmica. Como as 6rbitas re-
sultantes podem ficar bastante distantes, uma das 6rbitas tem que ser realocada para a vi-
zinhanca da outra ao longo da linha de separacao. Esse procedimento pode ser feito a cada
iteracao e é um passo importante para se evitar problemas de overflow. Considerando o caso
de um sitema bidimensional, o célculo do maior expoente de Lyapunov segundo o método
de Sprott (SPROTT; SPROTT, 2003) consiste nos seguintes passos:

Passo 1) Inicia-se com uma condicdo inicial (x,, y,) pertencente a bacia de atracao a
ser estudada e itera-se até que a orbita esteja no atrator, geralmente itera-se algumas cente-
nas de vezes assumindo que seja suficiente, a menos que se esteja muito perto de um ponto
de bifurcacao o erro resultante por estar fora do atrator geralmente nao é grande. Melhor
ainda é iniciar diretamente com uma condicao inicial pertencente ao atrator, caso onde nao

é necessario realizar as iteracoes.

Passo 2) Escolhe-se uma segunda condicao inicial (xp, y») separada por uma distancia

dp da primeira condi¢do inicial, que deve ser da ordem da raiz quadrada da precisao dos
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numeros de ponto flutuante utilizados. Por exemplo, para uma precisao dupla (8 bytes) d

deve ser da ordem de 107, Com as duas condigdes iniciais definidas.

Passo 3) Avancar as 6rbitas em uma iteracao e calcular a nova separacao d;:

dy = [(xa — xp)% + (Yo — yp)?1M2. (4.6)

dO

O logaritimo pode ser calculado em qualquer base conveniente, geralmente o logaritimo

natural é utilizado.

Passo 5) Reajusta-se uma das 6rbitas de modo que a distancia entre as duas seja no-
vamente dy. Supondo que se queira reajustar a 6rbita b e que seu valor apés uma iteracao

seja (xp1, Yp1) tem-se que,

0

Xpy = Xa1 — E(xbl = Xa1) (4.8)
do

Ybo = Yb1— a(J/bl ~ Ya1) (4.9)

Passo 6) Repete-se os passos de 3 a 5 muitas vezes e calcula-se a média final do va-
lor de [ OgIZ—‘l)I que retornard o valor do maior expoente de Lyapunov. Os primeiros valores
obtidos podem ser descartados para ter certeza de que as orbitas se orientaram ao longo
da direcao de expansao méaxima. Pode-se observar também a convergéncia do valor obtido

como critério de parada para o método.

4.5 Resultados do céalculo do expoente de Lyapunov

A partir do método numérico apresentado na Sec¢do 4.4 para o cédlculo do maior ex-
poente de Lyapunov € possivel caracterizar as 6rbitas que deram origem ao diagrama de

bifurcacao discutido na Figura 10.

Para frequéncia de 52,4635 H, e condicoes iniciais z = 0,0368 mm e v = 0,02 m/s
mostrada na Figura 11 temos um espaco de fase com multiplos periodos, o calculo do maior
expoente de lyapunov efetuado de acordo com o método descrito anteriormente na Se¢ao
4.4 permite afirmar que este espaco de fase representa um atrator cadtico uma vez que o
valor do maximo expoente de Lyapunov assume um valor positivo de A > 0 ao final de 10°
iteracoes como evidenciado na Figura 12. Uma amplificacio é feita na regido entre 10* e 10°

iteracdes para que seja visivel na figura o valor aproximado do expoente de Lyapunov final.
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Figura 11 - Espaco de fase na regiao caética de 52,4635 H,

Q0 =52.4635; z=0.0368; v=0.02

0.31

0.2

-0.2

—0.31

36.0 36.5 37.0 37.5 38.0 38.5
z(mm)

Fonte: O autor.

Figura 12 — Cdlculo do maior expoente de Lyapunov na frequéncia de 52,4635 H,.Uma amplificacdo é feita na
regido entre 10* e 10° iteracdes para que seja visivel na figura o valor aproximado do expoente de

Lyapunov final.
500
400+
20
3001 LT
~< 0
10
200 -20
104 105
1001
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Fonte: O autor.

Seguindo os pontos P;, P,, P3 e P4, sinalizados na Figura 10 tem-se na Figura 13 os
espacos de fase e seus respectivos cdlculos para o expoente de Lyapunov. As figuras foram
organizadas em ordem decrescente da frequéncia de perturbacao 2, de modo a configurar

um aumento do namero de 6rbitas ao se aproximar da regido de caos.
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Temos um atrator de periodo dois para frequéncia de perturbacao 52,777 H, e condi-
¢oOes iniciais [0,038 12;0,030 ms~!] com maior expoente de Lyapunov negativo A = —2, ponto
P1 na figura 10, um atrator de periodo quatro para frequéncia de perturbacao 52,6363 H; e
condigdes iniciais [0,038 m ;0,030 ms~'] com maior expoente de Lyapunov A = —7 , ponto
P2, um atrator de periodo vinte e dois para frequéncia 52,48055 H, e condi¢Oes iniciais
[0,038 m; 0,028 ms_l] com maior expoente de Lyapunov A = 0,08 ou seja um atrator li-
geiramente cadtico, ponto P3 e um atrator caético para frequéncia 52,4635 H, e condicoes

iniciais [0,036 72; 0,030 75~ '] com maior expoente de Lyapunov A = 5, ponto P4.

Para gerar o espaco de fase é necessario fornecer um par de condig¢ées iniciais para

uma frequéncia de perturbagao (2, o transiente considerado foi de 19 s.

Com base nos espacos de fase da Figura 13 é possivel verificar a presenca de ao mi-
nimo quatro diferentes atratores quando variamos o parametro frequéncia de perturbacao(Q)
e as condicoes iniciais. Também fica evidente um aumento no nimero de periodos das 6r-

bitas ao se aproximar de regides cadticas.



Capitulo 4. Cendrio para o Caos e multipla estabilidade

43

Figura 13 — Espacos de fase para frequéncias de perturbacdao em ordem decrescente e aumento do ntimero de
periodos até o caos. Partindo do ponto P; e caminhando para o ponto P, a frequéncia de pertur-
bacdo decresce enquanto o niimero de periodos das orbitas aumentam até que ocorra o caos, 0s
pontos de P; a P4 estdo marcados na Figura 10. O Maior expoente de Lyapunov é apresentado para
cada uma das frequéncias e confirmam a caoticidade ou ndo das d6rbitas. Um maior expoente de

Lyapunov positivo indica caos.
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Fonte: O autor.

Outra forma de analisar o sistema em questdo é olhar para as bacias de atracao e ob-
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servar a sua topologia. Foram plotadas duas bacias de atragdo a primeira para frequéncia de
52,6 H; uma frequéncia onde ndo ocorre caos e uma segunda bacia de atracdo para frequén-
cia de 52,4635 H, frequéncia onde ocorre caos. Do ponto de vista topolégico tanto para
frequéncia onde hé oscilacdes com periodos bem definidos quanto para frequéncia onde ha

caos a bacia permanece com a mesma forma.

Para gerar os graficos das bacias de atracdo é necessdrio escolher uma malha de con-
di¢des iniciais, encontrar os valores de z,,,x(que representam o nimero de picos ou o nu-
mero de periodos de uma série temporal) para cada par de condicdes iniciais e entdo classi-
ficar a regido de acordo com o nimero de picos distintos obtido para cada par de condicoes
iniciais, se uma determinada condicdo inicial possuir dois valores distintos de z,, isto sig-
nifica que a trajetdria da esfera apresenta dois periodos se o sistema apresentar trés valores
distintos de z,,4y a trajetéria da esfera apresenta trés periodos e assim por diante. A malha
de condicoes iniciais utlizada para Figura 14 a) foi uma malha [500x500] com Z pertencente
ao intervalo [0,035;0,039]mm e v pertencente ao intervalo [0, 1;0, l]ms_l. As regioes em
preto compreendem os valores de z,,,, igual a um ou seja valores onde temos uma 6rbita de
apenas um periodo, as regioes em vermelho sao regides onde temos 6rbitas de periodo 4.As

regioes em branco correspondem a regides onde a solugdo diverge.

Figura 14 — Bacias de Atracdo para frequéncia 52,6 a) e 52,4635 b) H. Regides em preto representam solucoes
de periodo 1, Regides em vermelho solucoes de periodo 4 e em amarelo periodo 10.
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Fonte: O autor.
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A bacia de atragdo para 52,4635 H,, Figura 14 b) foi obtida com uma malha [500x500]
com Z pertencente ao intervalo [0,035;0,039] mm e v pertencente ao intervalo [-0,1;0,1]
ms~!. As regides em preto correspondem as regides onde as 6rbitas possuem periodo um,
as regidoes em amarelo sdo regides onde as 6rbitas possuem periodo 10 ou maior podendo
chegar a 30 periodos ou mais, essas 6rbitas podem ser consideradas cadticas. As regides em

branco correspondem a regioes onde a sulugdo diverge.

Entre as bacias de atracdo da Figura 14 observa-se mudancas muito sutis quanto a
topologia do espaco, em suma a estrutura das bacias se mantém muito semelhante, a alte-
racao maior encontra-se no nimero de periodos que passa a ser elevado e até cadtico para
a bacia de atracdo da Figura 14 b), enquanto temos regides com Orbitas de 4 periodos para
Figura 14 a) para a Figura 14b) chegamos a ter regioes com 6rbitas de periodo 10 a 30 ou
maior. Nas duas bacias de atracdo é possivel identificar regioes de estabilidade onde temos
orbitas com periodo 1 o que deve em teoria facilitar a levitacdo estdvel das esferas inseridas

no campo acustico pois uma orbita de periodo um tende a ser mais previsivel.

Para a bacia da Figura 14 a) supomos uma levitacao estavel embora haja regioes de pe-
riodo 4 o que deve ocasionar certa agitacdo no movimento orbital das esferas em levitacao,

pois Orbitas de maior periodo tendem a ter o movimento com menor previsibilidade.

O espaco de fase da Figura.15 foi plotado com intuito de evidenciar a mutipla esta-
balidade do sistema, em azul temos uma solucao de periodo um, que resulta das condicoes
iniciais [0,03638 m1; —0,065 ms~'] em vermelho temos uma sulucéo de periodo quatro, que
resulta das condicoes iniciais [0,03638 m; 0,0128 ms™!] e frequéncia de perturbacdo 52,6
H,.

O sistema possui entdo a caracteristica de multipla estabilidade pois dadas duas con-
dicoes iniciais distintas e proximas entre si obtemos duas solucdes distintas, a primeira de

periodo um e a segunda de periodo quatro.



Capitulo 4.

Cendrio para o Caos e miiltipla estabilidade 46

v(m/s)

Figura 15 — Multipla estabilidade de solugdes.
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Capitulo 5

Conclusoes

O modelo nao linear para for¢a actistica mostra-se capaz de captar fenomenos fisicos
relevantes que o modelo com rigidez linear nao é capaz de prever, estes resultados levam
a dinamica de particulas sob levitacdo actstica em direcdao a dinamica nao linear. No de-
correr das simulacdes a comparacdo entre os modelos de forga actstica ao longo do eixo Z
apresentaram diferenca significativa na representacdo do fenémeno de levitacdo, sendo o
modelo néo linear o mais representativo por demonstrar fendmenos nao lineares, como du-
plicacao de periodo e histerese, outra diferenca entre os modelos é a amplitude maxima de
oscilacao da esfera quando nos aproximamos da frequéncia natural ou frequéncia de excita-
¢do, o modelo nao linear apresenta uma menor amplitude méxima de oscilagdo bem como

uma menor frequéncia natural.

As séries temporais Z(t) tracadas para o modelo ndo linear mostram que o modelo
descreve oscilacoes bem comportadas apés o periodo de transiente, mantendo amplitudes
de oscilagdo praticamente uniformes. Com a aplicacao da Transformada Répida de Fourier
(TRF) é possivel recuperar a frequéncia dominante do sistema que para os casos de periodo
um do modelo é apenas a frequéncia de excitacdo Q2. Porém nas situa¢coes onde ha duplica-
¢ao de periodo a TRF mostra dois picos de frequéncia um para a frequéncia de excitacao Q

e outro para a frequéncia que corresponde a frequéncia de duplicacao do periodo.

O modelo nao linear proposto foi capaz de prever fenomenos, como duplicacdo de
periodo e histerese, quando se estuda a amplitude de oscilacao pela frequéncia de excita-
¢do, e uma pequena regido cadtica, quando se estuda Z,,,, em funcado da frequéncia de
excitacao, esta reigido caotica caracteriza-se por alternar entre caos e nao caos podendo va-
riar de acordo com as condicoes iniciais, em certos intervalos de frequéncia o coportamento
é periddico, passa a ser caotico e posteriormente volta a ser periddico, esta alternancia entre
caos e periodicidade é um fen6meno relevante por viabilizar a utilizagdo de certas regioes
como ponto de levitacao e inviabilizar outras regides por apresentarem caos. Através de in-
vestigacoes feitas sob os diagramas de bifurcacdo com diferentes intervalos para frequéncia

de excitacao, foi possivel observar com detalhes bifurcacoes e regioes cadticas. Um fato in-
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teresante é que o sistema apresenta uma alternancia entre regides onde ha duplicacao de
periodo e regides onde hé caos, além de apresentar uma 6rbita de periodo um que perma-
nece mesmo em meio ao caos indicando multipla estabilidade. Por meio dos espacos de fase
foi possivel ainda identificar as 6rbitas da esfera conforme se modifica o parametro Q e as
condig¢oes iniciais do sistema. Nota-se um aumento na quantidade de 6rbitas ao se aproxi-
mar de regioes cadticas, quando, entao, nao existe a possibilidade de estabelecer um periodo
exato para a Orbita. A caoticidade do sistema foi quantificada por meio do maior expoente
de Lyapunov. Este resultado é de grande importancia para o desenvolvimento da drea pois
para finalidade de controle e estabilidade durante a levitacao as regides onde ha recorréncia

de bifurcagoes sucessivas e caos devem ser evitadas.

Com respeito as bacias de atracdo é possivel verificar que a topologia do espaco per-
manece praticamente a mesma quer seja em frequéncias com orbitas bem definidas ou em
frequéncias onde ocorre caos, existem regioes onde é possivel afirmar que a esfera apresenta
orbitas bem definidas, ou seja dadas as condicdes iniciais na regido adequada a esfera estard
em uma regido de maior namero de periodos mas, também existem regioes onde o limiar
entre o0 caos e nao caos € muito pequeno de tal forma que dada uma condicao inicial nesta
regido ndo € possivel afirmar se o sistema ird para o caos ou para uma oscilagdo estavel com

menor periodo.

Dentre algumas das contribuicdes do trabalho realizado estdo a confirmacao de feno-
menos como histerese e salto e a identificacdo e quantificacao de regioes cadticas bem como

deteccao de multipla estabilidade.

Mais estudos podem ser realizados analisando a dependencia da solucdao quanto ao
parametro amplitude de perturbacao e § além de avaliacbes quanto ao comportamento do
sistema com a variacdo dos parametros C;, C» e d;. O motivo pelo qual erros numéricos
surgiram ocasinando falhas nos ramos entre 30 e 45 H, ndo foi descoberto tornando esta

uma regido que pode ser melhor explorada.

A dinamica de pequenas esferas inseridas em um campo acustico arbitrario é um fe-
nomeno nao linear que envolve mutipla estabilidade, histerese, fenomeno de salto e regides
onde ha caos.
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APENDICE A

Cadigo para o calculo do maior

expoente de Lyapunov

O cbdigo a seguir foi escrito em linguagem python, foi utilizado o método de Runge
Kutta de quarta ordem juntamente com o método de Sprott (SPROTT; SPROTT, 2003) para o

célculo do maior expoente de Lyapunov.
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Cédigo 1 — Célculo do maior expoente de Lyapunov.
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
sistt =0.0
sistz = 0.036 #posicao
sistu = 0.03 #velocidade
d0 = pow(10,-8) # Distancia entre Cls de referencia
h = 0.0001 #passo do RK4
omega = 52.4635
cl = -60.0315
c2 = 14.5
trans = 10.0 # transiente
i=0
P = 0.0 #valor inicial para o acumuldor do expoente
le = [] #vetor para armazenar lyapunov expoente
while (sistt <20.0):
#para a primeira C.I
zp_1 = 40. = 10.0 *x (-3) + (0.35 = 10.0 *x (-3)) = np.sin (2.0 * np
.pl * omega * sistt)
ml = sistu
kl = —c1 * np.sin(1315.0 % (sistz — zp_1)) - c2 x sistu - 9.81
m2 = sistu + (h/2.)xkl
t_2 = sistt + (h/2.)
z_2 = sistz + (h/2.)+ml
u?2 =m?
zp_2 = 40. = 10.0 *x (-3) + (0.35 * 10.0 ** (-3)) * np.sin(2.0 * np
.pi * omega * t_2)
k2 = —c1 * np.sin(1315.0 * (z_2 — zp_2)) - ¢c2 * u_2 — 9.81
m3 = sistu + (h/2.)xk2
t 3 = sistt + (h/2.)
z_3 = sistz + (h/2.)*m2
u3 = m3
zp_3 = 40. * 10.0 *x (-3) + (0.35 * 10.0 #** (-3)) = np.sin(2.0 * np
.pl * omega * t_3)
k3 = —cl * np.sin(1315.0 * (z_3 - zp_3)) - ¢c2 * u_3 - 9.81
m4 = sistu + hxk3
t_4 = sistt + h
z_4 = sistz + h=m3
ud4 =m4
zp_4 = 40. % 10.0 =+ (-3) + (0.35 * 10.0 *x (-3)) = np.sin(2.0 * np
.pl * omega * t_4)
k4 = -c1 * np.sin(1315.0 * (z_4 — zp_4)) - c2 * u_4 - 9.81
za = sistz + (h/6.)*(ml + (2.*m2) + (2.*m3) + m4)
ua = sistu + (h/6.)=(kl + (2.xk2) + (2.xk3) + k4)

if (sistt>trans):

i

f(i==0):
sistt2=sistt
sistz2=sistz+d0 #posicao
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sistu2=sistu #velocidade

i=zi+1 # contador

#para a segunda C.I

zp_11 = 40. = 10.0 ** (-3) + (0.35 % 10.0 =+ (-3))
np.sin (2.0 * np.pi * omega * sistt)

mll = sistu2

k1l = —cl * np.sin(1315.0 = (sistz2 - zp_11)) - c2 = sistu2 - 9.81
m22 = sistu2 + (h/2.)xkll

*

t 22 = sistt + (h/2.)
z_22 = sistz2 + (h/2.)+*mll
u_22 = m22

zp_22 = 40. = 10.0 ** (-3) + (0.35 * 10.0 =*x (-3))
np.sin(2.0 * np.pi * omega * t_22)

k22 = —-cl * np.sin(1315.0 * (z_22 - zp_22)) - c2 * u_22 - 9.81
m33 = sistu2 + (h/2.)xk22

*

t 33 = sistt + (h/2.)
7z_33 = sistz2 + (h/2.)*m22
u_33 = m33

zp_33 = 40. * 10.0 *x (-3) + (0.35 = 10.0 *x (-3))
np.sin(2.0 * np.pi * omega * t_33)

k33 = —cl * np.sin(1315.0 * (z_33 - zp_33)) - c2 * u_33 - 9.81
m44 = sistu2 + hxk33

*

t 44 = sistt + h
zZ 44 = sistz2 + h=*m33
u_44 = m44

zp_44 = 40. * 10.0 *x (=3) + (0.35 * 10.0 *x (-3))
np.sin (2.0 * np.pi * omega * t_44)

k44 = —cl * np.sin(1315.0 = (z_44 - zp_44)) - c2 = u_44 - 9.81
sisttt = sistt + h

zb = sistz2 + (h/6.)*x(mll + (2.*xm22) + (2.*xm33) + m44)

ub = sistu2 + (h/6.)«(kll + (2.xk22) + (2.xk33) + k44)

*

#HH#t####
# Distancia entre os valores finais
dl = np.sqrt(((za- zb)*(za-zb))+ ((ua-ub)*(ua-ub)))
ic=float (i)
#reavalia a direcao da orbita
sistz2 = za + (dOx(zb - za)/dl)
sistu2 = ua + (dOx(ub - ua)/dl)
#Calcula o expoente
P= P + np.log(np.absolute(d1/d0));
dlce = P/ic/h; # media
if(i>100):
le .append (dlce)
sistz=za
sistu=ua

sistt = sistt + h
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plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

plt.
.show ()

plt

plot(np.arange(100.,100000.,1),le )
xlabel (’'Iteracoes’, fontsize=24)
ylabel ('Lyapunov exp’, fontsize=24)
xscale ('log’)

grid (True, linestyle="dashed’)
xticks (fontsize=24)

yticks (fontsize=24)




