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RESUMO

PITALUGA, C. G. Andlise em multiescala de flexio de placas de concreto pelo método dos
elementos de contorno. Cataldo. Dissertacdo (Mestrado) - Unidade Académica Faculdade de

Engenharia, Regional Cataldo, Universidade Federal de Goias, 2022, 107 p.

Neste trabalho ¢ apresentado uma modelagem em multiescala utilizando o MEC para analisar o
problema de flexao de placas de concreto. A microestrutura do concreto € representada pelo Elemento
de Volume Representativo (EVR), onde o comportamento da pasta cimenticia é regido pelo critério de
Mohr-Coulomb ¢ os agregados sdo considerados elasticos. Além disso, a porosidade da pasta cimenticia
¢ modelada definindo vazios em seu dominio, € o processo de microfissura na ZTI (Zona de Transi¢ao
Interfacial) ¢ modelado por elementos finitos de contato e fratura coesiva na interface entre a pasta
cimenticia e os agregados. Para definir a microestrutura do EVR e seus pardmetros, considera-se um
concreto cuja curva experimental de compressao ¢ conhecida. Além disso, foi analisado se realmente é
necessario a utilizagdo de um EVR complexo, com grande quantidade de agregados e vazios, ou se a
ado¢do de um EVR mais simples também consegue reproduzir de forma satisfatéria o comportamento
mecanico das placas, mantendo-se constante a porcentagem volumétrica de inclusdes e vazios. Além do
que, compara-se os resultados com uma formulagdo multiescala onde o MEF (Método dos Elementos
Finitos) ¢ considerado na microescala. Por fim, mostra-se que o modelo proposto ¢ muito mais rapido

que o modelo MEC/MEF acoplado.

Palavras-chave: Modelagem Multiescala, Flexdo de Placas, Concreto, EVR, ZTL
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ABSTRACT

PITALUGA, C. G. A BEM multi-scale formulation applied to the bending problem of
concrete plates. Cataldo. Dissertacdo (Mestrado) - Unidade Académica Faculdade de Engenharia,

Regional Cataldo, Universidade Federal de Goias, 2022, 107 p.

A BEM multi-scale modelling for analysing the bending problem of concrete plates is presented. The
concrete microstructure is represented by the Representative Volume Element (RVE), where the cement
paste behaviour is governed by the Mohr-Coulomb criterion while the aggregates are considered
elastics. Besides, the porosity of the cement paste is modelled by defining voids into its domain and the
microcracking process in the ITZ (Interfacial Transition Zone), is modelled by defining additional
cohesive-contact finite elements on interfaces between cement paste and aggregates. To define the
microstructure of the RVE and its parameters, a concrete whose experimental compression curve is
known is considered. In addition, it was analysed whether it is really necessary to use a complex EVR,
with a large number of aggregates and voids, or if the adoption of a simpler RVE can also satisfactorily
reproduce the mechanical behaviour of the plates, keeping the volumetric percentage constant. of
inclusions and voids. Furthermore, the results are compared with a multiscale formulation where the
FEM (Finite Element Method) is considered at the microscale. Finally, it is shown that the proposed
model is much faster than the coupled BEM/FEM model.

Keywords: Multi-scale modelling, plate bending, concrete, RVE, ITZ.
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1 INTRODUCAO

A maioria dos problemas de engenharia ndo pode ser resolvida por métodos analiticos, devido
a complexidade da geometria dos solidos, das leis constitutivas dos materiais, dos carregamentos e
condig¢des de contorno. Todavia, com o avango em muitas areas do conhecimento humano e a evolugio
dos computadores, tornou-se possivel e pratico usar métodos numéricos para resolver varios problemas
complexos de engenharia, no qual, a resolucdo analitica de problemas governados por equagdes
diferenciais € conhecida apenas para casos muito particulares. Com isso, a necessidade de resolugdo de
problemas mais complexos deu origem a diversas técnicas numéricas para analisar de forma aproximada
estes tipos de equagdes. Dessa forma, surgiram os chamados métodos numéricos, onde se destacam o
Me¢étodo das Diferengas Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método dos
Elementos de Contorno (MEC). Por meio desses métodos, o problema pode ser resolvido apds a
resolugdo de um grande sistema de equagdes calculado por meios computacionais.

Neste trabalho é abordado apenas 0 MEC que, embora seja um método recente, tem suas origens
como uma evolucdo natural das técnicas de resolugdo de equagdes integrais de contorno, conhecidas ha
muito tempo, sendo a primeira aplicacao dessas equagdes na teoria da elasticidade foi devido a BETTI
(1872). Porém, BREBBIA (1978) conseguiu generalizar ainda mais o método, apresentando sua
formulagdo com base na técnica dos Residuos Ponderados, € o método passou a se chamar "Método dos
Elementos de Contorno", passando a ser extensivamente estudado os mais variados problemas de
engenharia em diversos centros de pesquisa.

O M¢étodo dos Elementos de Contorno (MEC) ¢ um método computacional para solugdo de
sistemas de equacdes integrais. Sendo formulado por equagdes integrais de contorno, sua principal
caracteristica €, portanto, redug¢do do tamanho do problema, o que na pratica significa menor quantidade
de dados de entrada, tempo de processamento reduzido e menor consumo de meméria do computador.
O MEC evoluiu muito nas ultimas décadas e hoje oferece uma variedade de aplicagdes que o torna uma
ferramenta de célculo eficiente para os problemas de engenharia mais comuns.

De modo geral, os materiais (ago, concreto e madeira) envolvidos nos projetos estruturais sdo
heterogéneos na microescala. No entanto, na analise convencional, os materiais da macroescala sdo
considerados homogéneos e seu comportamento ¢ governado por modelos constitutivos
fenomenologicos. A fim de representar com uma maior precisdo o comportamento de materiais
heterogéneos, uma abordagem multiescala ¢ empregada neste trabalho. Para realizar este tipo de
modelagem, pontos de interesse devem ser definidos no dominio do macrocontinuo, que sdo chamados
de Elementos de Volume Representativo (EVR), que representam a microestrutura do material. Esses
pontos de interesse sdo aqueles pontos da placa onde é necessario calcular as tensdes € o tensor
constitutivo, a fim de fazer a verificagdo da equagao de equilibrio da placa. Nesse trabalho, esses pontos

sdo dados pelos nos das células definidas no dominio da placa.
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Na modelagem multiescala, as diferentes fases do material podem ser estabelecidas na
microestrutura, onde diferentes modelos constitutivos podem ser definidos para cada fase. Portanto, os
fenomenos dissipativos podem ser modelados no dominio da microestrutura de maneira mais
apropriado. Como os processos de deformagdo e fratura ocorrem na microescala, analisar estruturas
compostas por materiais heterogéneos em diferentes escalas ¢ muito importante para representar de
forma mais adequada o comportamento de materiais tdo complexos. Portanto, em analises multiescala,
a modelagem do comportamento desses materiais tem melhor precisio.

No presente trabalho o EVR representa a microestrutura do concreto, sendo modelada definindo
varias inclusdes elasticas, que caracteriza os agregados, dentro de uma matriz, que representa a pasta
cimenticia. O comportamento mecanico da pasta cimenticia € governado pelo critério de Mohr-Coulomb
enquanto a porosidade € modelada pela definicdo de vazios no dominio da matriz. Assim, para resolver
o problema de equilibrio do macrocontinuo, devemos atribuir um EVR para cada ponto onde ¢
necessario o calculo do tensor de tensdo. Para representar o fenomeno de descolamento de fases,
relacionado ao processo de microfissuragdo que ocorre nas interfaces entre a pasta cimenticia e
agregados, define-se elementos finitos de contato e fratura coesiva.

Assim, para obter a resposta homogeneizada do EVR, o tensor de deformagao relacionado ao
ponto no macrocontinuo deve ser imposto ao EVR e seu problema de equilibrio resolvido. Entdo, obtém-
se o campo de tensdes e os tensores constitutivos nas células do EVR que satisfazem sua equagdo de
equilibrio. Em seguida, através de principios de homogeneidade e conceito de média volumétrica, passa-
se da microescala para a macroescala e atualiza-se as tensdes e a relagdo constitutiva para aquele ponto
do macro. Com a relago constitutiva atualizada para todos os pontos da placa, da-se novo incremento
de carga obtendo-se, através do modelo na macroescala (placa), novos campos de deformagoes a serem

aplicados nos EVRs.

A formulacdo do MEC néo linear para analise do problema de flexdo de placas apresentada para
modelar a macroestrutura, ¢ necessario um procedimento iterativo para resolver o problema do
macrocontinuo, utilizando-se uma convergéncia quadratica. Como a andlise multiescala ¢ muito cara
computacionalmente, ter convergéncia quadratica ¢ muito importante para reduzir o esforgo
computacional. Neste trabalho, ambas as escalas sdo modeladas pelo MEC, no qual, ¢ uma formulagio
geral, ou seja, pode ser aplicada para diferentes materiais, bastando definir a matriz, inclusdes e vazios
adequadamente para representar o material, mas nos exemplos numéricos, considera-se placas de

concreto.
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1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo realizar analises numéricas ndo lineares, considerando uma
abordagem multiescala, de flexdao de placas de concreto utilizando apenas o Método dos Elementos de
Contorno. As analises numéricas sdo feitas através de um sofiware, desenvolvido em linguagem
FORTRAN, que acopla as formula¢des do macrocontinuo apresentada em FERNANDES ¢ SOUZA
NETO (2013) e do microcontinuo SILVA (2022). Pretende-se comprovar que utilizando a formulagao
aqui apresentada, os resultados alcancados sdo muito bons se comparados aos obtidos com o
acoplamento MEC/MEF (FERNANDES, PITUBA e SOUZA NETO (2015)), mas com um menor
esforco computacional. Além disso, deseja verificar se um EVR mais simples, com pequena quantidade
de agregados e vazios também consegue reproduzir adequadamente o comportamento mecanico do

concreto e, consequentemente da placa.

1.2 Justificativa

A placa é um elemento onde a superficie média é considerada plana. Na engenharia, uma placa
¢ um elemento estrutural que pode ser aproximado geometricamente por uma superficie bidimensional
e que trabalha principalmente na flexdo. Na idealiza¢do de um projeto estrutural, as placas sao elementos
que aparecem com frequéncia, e a solugdo de problemas envolvendo esses elementos estruturais
constitui uma questdo de grande importancia para o campo da engenharia estrutural. Portanto, para o
aprimoramento dos projetos estruturais, ¢ imprescindivel conhecer o comportamento das placas
submetidas a diferentes tipos de carregamentos.

No Brasil, o concreto ¢ o principal material de constru¢dao utilizado atualmente, sendo um
elemento heterogéneo composto por cimento, agua e agregados como rocha e areia, podendo ainda
adicionar outros aditivos. Quando associado ao aco, se trata de uma estrutura que pode fornecer
resisténcia a compressao e a tragdo, essa importancia torna-se ainda maior diante das diversas aplicagdes.
O desenvolvimento de uma formulagdo em multiescala através do MEC ¢ importante pois permite
analisar e reproduzir o comportamento do concreto considerando a microestrutura representada pelo
EVR.

No presente trabalho, o problema de flexao de placas ¢ modelado por uma formulag@o ndo linear
do método dos elementos de contorno (MEC), considerando o Operador Tangente Consistente (OTC).
A fim de resolver o problema da microescala, caraterizada pelo elemento de volume representativo
(EVR), a formulacdo ¢ desenvolvida também através do MEC. Portanto, serd feita a analise em
multiescala de flexdo de placas utilizando apenas o método dos elementos de contorno (MEC), que ¢
uma ferramenta numérica adequada para lidar com problemas de flexdo. Em muitos problemas de
engenharia, este método tem se mostrado uma alternativa muito interessante e precisa, se comparado a

outros métodos comumente usados, ele pode obter respostas mais confidveis. Este método ¢
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particularmente recomendado para avaliar a concentragdo interna de tensdes, causada pela distribuicdo
de carga em pequenas areas que frequentemente ocorrem em problemas praticos, bem como, em casos
onde o dominio em estudo tende ao infinito ou semi-infinito, visto que na maioria dos casos nao ha
necessidade de discretizar o dominio, apenas o contorno.

Os resultados mostram que a formulagdo adotada do MEC para analise ndo linear de flexdo de
placas ¢é eficiente, ou seja, que por meio da modelagem em multiescala, onde modelos constitutivos
simples sdo usados na microescala, pode-se reproduzir um comportamento constitutivo complexo na

macroescala.

1.3 Metodologia e forma de analise dos resultados

A principio, foi feita uma pesquisa em busca de bibliografias pertinente ao conteudo proposto
no trabalho, englobando teses, dissertagdes e artigos que contribuem ao desenvolvimento desta
dissertacdo. Entao, foi iniciado um estudo sobre analise ndo linear de flexao de placas através do MEC,
onde a obtencdo da solugdo fisica do problema (seja para o EVR ou macrocontinuo) requer um processo
iterativo incremental, no qual a correciio deve ser obtida a partir de uma matriz tangente consistente. E
considerada uma modelagem multiescala, na qual a microestrutura do material ¢ caracterizada pelo
EVR, e seu problema de equilibrio deve ser resolvido de forma a obter os valores homogéneos da tensao
e do tensor constitutivo do ponto do macro referente ao EVR analisado.

A formulagdo ndo linear do MEC para o macrocontinuo (no caso, a placa) ¢ baseada no trabalho
proposto por FERNANDES ¢ SOUZA NETO (2013), onde define-se um procedimento iterativo
incremental necessario para resolver o problema nio linear de flex3o de placas com convergéncia
quadratica, sendo a solucdo obtida a partir do Operador Tangente Consistente (OTC). Essa formulacao
¢ acoplada com o modelo proposto por FERNANDES et. al (2019) com base no conceito de EVR
contendo elementos de fratura, onde a resposta constitutiva de materiais heterogéneos pode ser obtida
através do MEC para lidar com os fendmenos dissipativos sobre o dominio € o descolamento de fase na
zona de interface.

Para alcancar a solugdo do problema utilizando o MEC, na formula¢do da macroescala, o
contorno da placa deve ser discretizado em elementos, onde sdo aproximados os esforcos e
deslocamentos. Além do que, na analise nao linear, o dominio da placa deve ser discretizado em células,
onde os momentos iniciais ou ineldsticos sdo aproximados. Uma vez que o EVR, que representa a
microestrutura do material, também sera modelado pelo MEC, células no dominio do EVR, elementos
ao longo de seu contorno externo e das interfaces entre matriz e inclusdo e entre matriz e vazios, também
devem ser definidos para resolver o problema de equilibrio do EVR.

Em um ponto qualquer da placa, os momentos sdo calculados integrando numericamente a
tensdo ao longo da espessura, utilizando um sistema gaussiano. Portanto, a fim de obter uma solu¢dao em

multiescala, um EVR deve ser definido em cada ponto de Gauss estabelecido ao longo da espessura e
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referente a um no de célula do macrocontinuo. A discretizac¢ao, dimensao e definicdo dos nés no EVR
sdo totalmente independentes da dimensionalidade ou discretizagdo do problema em estudo na
macroescala, que neste trabalho é representado pela placa.

Para formulagdo numérica da microestrutura neste trabalho sera considerado o modelo de EVR
desenvolvido por SILVA (2021) no qual representa o concreto. Nestes EVRs um modelo constitutivo
elasto-plastico € utilizado para simular o comportamento da matriz (pasta cimenticia), e as inclusdes que
representam os agregados (definidas em sub-regides do EVR) tém comportamento elastico, além disso,
o fendmeno de descolagem de fase (relativo ao processo de fissuracdo na zona de transigao interfacial)
entre a matriz e agregados ¢ modelado por elementos finitos de contato e fratura que sdo adicionados a
malha do MEC e s@o superpostos aos elementos de interface da malha do MEC. Nesses elementos finitos
adicionais, definidos nas interfaces entre matriz e inclusdo, o comportamento do material é regido por
um modelo de fratura ou de contato (ver PITUBA, FERNANDES E SOUZA NETO (2016)). Nesses
EVRs também serdo considerados vazios para representar a porosidade do concreto.

Posteriormente, serdo analisados exemplos numéricos de flexdo de placas, a partir de um
software de calculo desenvolvido em linguagem FORTRAN, que retine as formulagdes do
macrocontinuo (FERNANDES e SOUZA NETO (2013)) e do microcontinuo (SILVA (2022)), onde os
resultados obtidos serdo apresentados em graficos e tabelas para facil compreensdo. Os resultados
numéricos serdo comparados com os resultados que utiliza a formulacdo desenvolvida por
FERNANDES, PITUBA ¢ SOUZA NETO (2015), onde a placa ¢ modelada pela mesma formulagio
adotada nesse trabalho, mas o EVR ¢ modelado pelo MEF. Por ultimo, serdo descritas as consideracdes

finais sobre o trabalho desenvolvido.

1.4 Estado da arte

A fim de realizar os objetivos proposto neste trabalho, inicialmente foi elaborado uma pesquisa
de mapeamento sistematico (Mapping Study), que compreende em utilizar palavras chaves (keywords)
pertinentes ao tema do tralhado e combinagdes dessas palavras, a fim de encontrar bibliografias
pertinentes ao assunto. Através do banco de dados da CAPES e SCOPUS foram realizadas as buscas em

18 de junho de 2021.

1.4.1 Mapeamento sistémico

A principio, as buscas foram realizadas de uma maneira mais abrangente utilizando as seguintes
palavras-chave: "Multi-scale” AND “Homogenization” AND "RVE", alcangando 690 artigos na CAPES
e 187 artigos na SCOPUS. Posteriormente, foi realizada uma busca mais refinada acrescentando a
palavra-chave “boundary elements” na busca anterior, a fim de alcancar apenas os artigos relacionados

com MEC, resultando em 32 artigos na CAPES e 8 artigos na SCOPUS. Por fim, substituiu-se a palavra-
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chave “Plate Bending” no lugar de “boundary elements” na busca anterior, com a intengdo de encontrar
apenas artigos pertinente a flexdo de placas, resultando, finalmente em 18 artigos na CAPES e 1 artigo
na SCOPUS.

Além das pesquisas alcangadas através do mapeamento sistémico (Mapping Study), outras
buscas foram realizadas em diferentes plataformas de banco de dados, resultando em teses, dissertagdes,
artigos aderentes ao tema proposto no trabalho. Vale ressaltar que essas pesquisas ndo se limitaram
apenas a flex@o de placas utilizando o MEC, mas de uma maneira ampla incluindo trabalhos com uma
abordagem em multiescala em diferentes aplicagdes.

O objetivo deste mapeamento sistematico ¢ analisar referéncias de trabalhos relacionados ao
tema flexao de placa com abordagem em multiescala por meio do método numérico de elementos de
contorno. Apds realizar as buscas nas bases de dados, os resultados obtidos foram organizados em
tabelas e graficos, de forma a apresentar os resultados de uma maneira mais pratica. Os artigos
encontrados foram selecionados de acordo com titulos que correspondam ao tema, em seguida, os
resumos foram lidos. Finalmente tem-se o nimero de artigos selecionados apos leitura do titulo e

resumo, como ¢ mostrado na Tab. (1.1) a seguir:

TABELA 1.1 — Resumo dos resultados obtidos em uma pesquisa no banco de dados.

Expressoes-chave
" . " "Multi-scale” AND "Multi-scale" AND
BASE DE DADOS ‘%{L){Zl(;scef;a;?gq “Homogenization” | “Homogenization”
4 Ng RVE" AND "RVE" AND AND "RVE" AND
"boundary elements" "Plate Bending"
Nimero de artigos
.. Com titulo .. Com titulo . . | Com titulo
Inicial Inicial Inicial
aderente aderente aderente
Periodicos Capes 690 39 32 6 18 2
Scopus 187 18 8 6 1 1
Total 877 57 40 12 19 3
Numero total de artigos sem 51
repetigdes entre as bases de dados
Numero de artigos selecionados
o , 31
apos leitura do titulo e resumo

Fonte: Autoria propria (2022).

A evolugdo anual da publicagdo dos artigos selecionados na busca internacional apos a leitura
do titulo e resumo ¢ mostrada na Fig. (1.1). Pode-se notar que artigos relacionados ao tema abordado
neste trabalho foram publicados nas ultimas décadas, e o nimero de publicagdes aumentou desde 2000.
Acredita-se que este seja um tema relativamente novo e possui uma grande area de exploracdo, surgido

pela primeira vez em 1996, e desde 2009, o numero de publicagdes tem crescido mais rapidamente.
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FIGURA 1.1 — Evolugéo dos artigos publicados com base nas palavras-chave utilizadas no
mapeamento.

Evolucio do nimero de artigos publicados
w
|
]

1 i | I

5 0 NP S
SESESENESES

Fonte: Autoria propria (2022).

A pesquisa realizada sobre "analise em multiescala de flexdo de placas, considerando a
microestrutura do material representada pelo EVR" também permite a exploracdo de novos tdpicos.
Descobriu-se trabalhos que usam o método do elemento finito (MEF) em diferentes aplicagdes, trabalhos
que usam formulacdo que acopla dois métodos, sendo: Método dos Elementos de Contorno ¢ Método
dos Elementos Finito (MEC/MEF). A medida que a pesquisa foi sendo concluida, constatou que existem
poucos trabalhos de multiescala que utilizam apenas MEC na sua formulagdo. Portanto, o MEC pode
ser utilizado para aprofundar o estudo de flexao de placas adotando uma abordagem em multiescala, por
se tratar de uma area ainda pouco pesquisada.

A Figura (1.2) mostra os artigos de periddicos relacionadas ao tema do trabalho. Nota-se na
figura abaixo, que 18 artigos utiliza uma abordagem em multiescala em diversas aplicagdes, 2 artigos
referente ao processo de homogencizagdo ¢ a identificagio do EVR, 4 artigos que utilizam uma
formulagdo através do MEC para analise de diversos materiais e estruturas e 7 artigos relacionadas a

flexdo de placas utilizando diferentes métodos numéricos.
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FIGURA 1.2 — Periodicos relacionadas ao tema.

= Multi-scale RVE Boundary Elements = Plate Bending

Fonte: Autoria propria (2022).

1.4.2 Teoria classica de placas

A teoria das placas consiste em uma aproximagao bidimensional do problema tridimensional da

teoria da elasticidade, por meio da consideragio de hipdteses simplificadoras. O primeiro trabalho neste
campo ¢ atribuido a KIRCHHOFF (1850), que estabeleceu a chamada Teoria Classica, que representa
bem o comportamento de placas delgadas sob cargas transversais. Nessa teoria, a deformacao transversal
por cisalhamento ¢ desprezada e a solucao do problema leva a uma equagao diferencial de quarta ordem.
Portanto, envolve a definicdo de quatro varidveis num determinado ponto, devendo ser definida duas
condi¢des de contorno em cada ponto. Essa teoria sera aquela a ser adotada nesse trabalho.
Como alternativa a teoria classica, REISSNER (1944, 1945) e MINDLIN (1951) desenvolveram teorias
semelhantes, na qual a deformagdo transversal por cisalhamento foi considerada. As equacdes
diferenciais obtidas sdo de sexta ordem, nas quais trés condigdes de contorno devem ser satisfeitas num
ponto qualquer do contorno da placa, as quais estdo relacionadas as condigdes fisicas do problema. Para
pontos localizados no contorno, essas teorias apresentam resultados melhores do que a teoria de
Kirchhoff, e permitem a analise de placas moderadamente espessas, além das placas delgadas.

Ao mesmo tempo, outras teorias sobre o deslocamento do plano médio da placa e a rotagdo do
plano também surgiram, incluindo os trabalhos de HENCHY (1947) e KROMM (1953). Posteriormente,
CHENG (1979) desenvolveu uma teoria e obteve uma equagdo diferencial de ordem infinita de
deslocamento transversal, na qual as principais derivadas de quarta ordem sdo multiplicadas pelo
quadrado da espessura da placa. Quando a espessura tende a zero, no limite, obtém-se a equacdo bi-

harmonica da teoria classica de Kirchhoff.
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1.4.3 Flexio de placas

LEVINSON (1980) formulou uma nova teoria que leva em consideragdo a deformagdo por
cisalhamento, que permite a analise dindmica e estatica da placa. WAN e GREGORY (1985) provaram
que o problema de flexao da placa foi resolvido satisfazendo certas condi¢des de contorno, e a equagdo
de deslocamento de Cheng foi usada para reduzir com precisio o problema a equacdo de Kirchhoff.

REISSNER (1986) apresentou uma nova formulagdo que estendeu as equagdes de analise de
placas considerando grande deformacao e alcangando as equagdes diferenciais de décima ordem. Em
1991, o mesmo autor publicou um trabalho sobre a analise de placas ortotropicas. Finalmente, BARRET
e ELLIS (1988) estenderam a teoria de Cheng para obter expressdes de deslocamento e componentes de
tensdo relacionados ao deslocamento transversal da superficie média da placa e suas derivadas.

Problemas de flexdo de placas foram analisados usando equagdes integral de contorno,
inicialmente por JASWON, MAITI e SYMM (1967), que prop0s a solugdo da equacdo bi-harmdnica
por equagdes integrais e a aplicou a solucdo de placas. HANSEN (1976) prop6s uma formulacao direta
para a analise de placas infinitas com furos de contorno ndo carregado usando a equacdo integral do
deslocamento transversal e a sua derivada.

ALTIERO e SIKARSKIE (1978) estudaram apenas placas engastadas em razdo da
complexidade da técnica utilizada, que consistia em considerar uma placa real contida em uma placa
ficticia cuja funcdo de Green era conhecida. Esta técnica, considerada como uma formulagdo indireta,
foi posteriormente estendida por WU e ALTIERO (1979) para incluir condi¢des de contorno arbitrarias.

Outros trabalhos importantes também foram apresentados por KAMIYA et al (1982), que
aplicaram o método a placas sujeitas aos efeitos da temperatura, TANAKA ¢ KAMIYA (1982),
consideram em seus trabalhos, com base na teoria de Reissner, os efeitos de grandes deslocamentos
transversais na analise de placas espessas. COSTA e BREBBIA (1985) ¢ BEZINE, CIMETIERRE e
GELBERT (1985) analisaram placas sujeitas a instabilidade usando células internas para calcular a
integral de dominio. MORJARIA e MUKHERJEE (1980) desenvolveram formulagdes que levam em
considera¢do a ndo linearidade fisica para a andlise de placas.

Nesse sentido, algumas contribui¢des podem ser citadas ao longo dos anos, RODRIGUES
(1986), estudou problemas elésticos bidimensionais utilizando o Método dos Elementos de Contorno.
PAIVA (1987) apresentou a possibilidade de associar placas a vigas e pilares, propondo como
alternativa para a solugdo do problema, a utilizacdo de equagdes integrais apenas para deslocamentos
transversais nos pontos do contorno e fora do dominio. AKHER e HARTLEY (1989) apresentaram
formulagdes para calcular equagoes integrais usando func¢des de interpolagao.

PILTNER e TAYLOR (1989) desenvolveram uma formulacdo que considera as deformagoes
de cisalhamento, no mesmo ano KATSIKADELIS e ARMENAKAS (1989) adotaram a combinagao do
Meétodo dos Elementos de Contorno com o Método dos Elementos Finitos. KARAMI et al (1992)

desenvolveram uma formulagdo usando um sistema no qual uma equagdo bi-harmonica e uma equagio
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harménica sdo acopladas. CHUEIRI (1994) estudou a formulagdo do MEC para a analise elastopléstica
das placas. FERNANDES (1998) desenvolveu a formulagdo do MEC aplicada a analise ndo linear de
placas, baseada na teoria classica de Kirchhoff.

SOARES, TELLES e GUIMARAES (2009) publicou um artigo baseado na teoria de flexo de
placas de Reissner usando o MEC. HAN, REN e HUANG (2009), utilizou o MEF para demonstrar a
formulagdo de flexdo de placa delgada desenvolvida pelo principio de trabalho virtual. O artigo
apresentado por HUANG e LIU (2013), demostrou o uso do MEC baseado na teoria de placa de
Kirchhoff e na equagdo bi-harmdnica para resolver problemas de flexdo de placa delgada na
macroescala. LIU, CHEN e LU (2020), propds um procedimento para resolver o problema de flexao de

placas usando o Método dos Elementos Finitos, baseado na Teoria das placas de Mindlin e Reissner.

1.4.4 Analise em multiescala

A analise em multiescala tornou-se uma ferramenta amplamente usada em muitos campos € seu
uso continua em desenvolvimento. A ideia basica por tras do método multiescala, utilizado nesse
trabalho, é analisar pontos de interesse denominado Elemento de Volume Representativo (EVR), cuja
resposta homogeneizada representa o modelo constitutivo do ponto do macrocontinuo. Ou seja, nesse
caso, o modelo constitutivo de um ponto do macrocontinuo (dado pela placa nesse trabalho) nao ¢ dado
por um modelo matematico, € definido pela resposta do EVR homogeneizada. Assim, a microestrutura
do material ¢ representada pelo EVR, que deve ser definido de forma que inclua as diferentes fases (ou
materiais) observadas a nivel microscopico no material.

A formulacdo em multiescala tem sido usada em diferentes aplicagdes, podendo citar alguns
trabalhos como: GHOSH, LEE ¢ RAGHAVAN (1996) que descreve a teoria de homogeneizagao
assintotica ¢ um modelo de elementos finitos em multiescala é desenvolvido para a andlise de
elastoplasticidade de materiais heterogéneos. Os mesmos autores no ano de 2001 publicou um artigo
que desenvolveu um método adaptativo para criar uma estrutura hierdrquica de subdominios
computacionais com diferentes resolu¢des para problemas em multiescala, a fim de realizar analise de
danos em materiais compostos e porosos. KOUZNETSOVA, GEERS e BREKELMANS (2002)
mostrou um procedimento de homogeneizagdo computacional, que permite a modelagem dos efeitos do
tamanho da microestrutura. LADEVEZE (2004) desenvolveu uma formulagdo de um modelo para
analise estrutural dos compdsitos.

MARKOVIC (2005) apresentou uma modelagem em multiescala para andlises de estruturas
heterogéneas com comportamento constitutivo inelastico. TEMIZER (2007) publicou um artigo onde ¢
abordada a homogeneizagdo de materiais heterogéneos no contexto da elasticidade, no qual se busca o
comportamento constitutivo efetivo de materiais heterogéneos. SOMER et. al (2009) desenvolveu uma
formulagao utilizando uma abordagem em multiescala propondo um procedimento que visa economizar

o tempo geral de calculo na solugdo de elementos finitos de problemas de mecanica dos sélidos nio
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lineares, GIUSTI et. al (2009), avaliou o critério de rendimento de Gurson com o método de calculo em
multiescala, ILIC e HACKL (2009) demostrou uma contribuicdo com a modelagem de materiais
compositos, com a aplicagdo do Método dos Elementos Finitos em multiescala.

SHEN (2010) através de um novo método estocastico de elementos finitos é proposto para
simular problemas de valor de contorno envolvendo materiais heterogéneos aleatorios. No mesmo ano
BURCZYNSKI (2010) apresentou um algoritmo numérico em multiescala que acopla dois dominios:
dominio atomistico discreto e dominio continuo. PERIC (2011) descreveu um programa baseado em
homogeneizacdo que € usado para calcular a resposta de microestruturas nao lineares a pequenas
deformacdes. ZHANG (2011) desenvolveu um novo método de calculo em multiescala para analise
elasto-plastica de materiais continuos heterogéneos com microestruturas periodicas e aleatdrias.
MONTERO e CHACON (2013) publicou um artigo com o objetivo de usar uma abordagem discreta
para determinar o tamanho do Elemento de Volume Representativo (EVR) de materiais quase frageis.

TRIANTAFYLLOU (2014) apresentou uma formulacao histerética em multiescala para analise
dindmica ndo linear de materiais compodsitos. OGIERMAN e KOKOT (2015) através de uma abordagem
em multiescala modelou o comportamento constitutivo de material compoésito anisotrépico. Com base
no conceito de elemento de volume representativo BLANCO (2016), uma teoria variacional unificada
¢ proposta para um modelo multiescala geral. MOYEDA E FISH (2018) apresentou uma nova
abordagem multiescala para a analise de elementos estruturais de concreto, onde proposta foi verificada
por meio de simula¢des numéricas diretas e validada por resultados experimentais.

Recentemente FERNANDES, PITUBA e SOUZA NETO (2015), desenvolveu uma formulagao
em multiescala para analise de flexdo de placas por meio do acoplamento MEC/MEF, em que o MEC
foi utilizado para modelar o macrocontinuo, ¢ o0 MEF foi considerado para resolver o problema de
equilibrio na microescala representado pelo EVR. Os mesmos autores publicaram em (2015) uma
formulag@o em multiescala para analisar o problema de chapas compostas por materiais heterogéneos.
Nessas formulagdes, o macrocontinuo ¢ modelado pela formulagdo ndo linear do MEC, levando em
consideragdo o Operador Tangente Consistente (OTC). Utilizando as formulagdes apresentadas nesses
dois artigos, FERNANDES, JUNIOR e PITUBA (2017) analisaram placas sujeitas a flexdo e compostas
por materiais de microestrutura heterogénea, onde diferentes distribuicdes de inclusdes foram
consideradas na microestrutura, a fim de verificar seu efeito no comportamento mecanico do
macrocontinuo. No mesmo ano, FERNANDES, FURTADO e PITUBA (2017), considerando a
modelagem multiescala de chapas compostas de materiais heterogéneos, verificaram a influéncia na
resposta macromecanica do problema de chapa, quando consideram-se diferentes distribuigdes de vazios
na microestrutura. Nesses trabalhos também estudou-se o efeito de considerar diferentes modelos
constitutivos para a matriz do EVR.

FERNANDES, OHLAND e VIEIRA (2018) levando em considera¢do a teoria multiescala
baseada no EVR, desenvolveu uma formulagdo de elementos de contorno para a obtengdo da resposta

constitutiva de microestruturas heterogéneas. Neste caso, a microestrutura do material ¢ definida pelo
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EVR, que é modelado pela placa em sub-regides, onde cada sub-regido representa a matriz ou inclusoes,
e vazios também podem ser definidos na matriz para simular porosidade na microestrutura do material.
Porém, nesse artigo a formulagdo era limitada ao caso de comportamento elastico. FERNANDES et. al
(2019) estende a formulacdo anterior para lidar com fenomenos dissipativos sobre o dominio.
FERNANDES, PONTES e OLIVEIRA (2020) propde uma formlagdo do MEC para modelar o EVR
onde além de fendmenos dissipativos, pode-se ter também o descolamento de fase na zona de interface
entre matriz e agregado. Em todos esses trabalhos, os resultados homogeneizados sdo comparados a um
modelo do MEF para validar a formulagio proposta.

FERNANDES et. al (2020) prop6s uma formulagdo multiescala totalmente acoplada do MEC
para analisar o problema bidimensional de chapas compostas por materiais heterogéneos, em que
fendmenos dissipativos podem ser considerados. Para validar o modelo apresentado, os resultados
numéricos sdo comparados aqueles onde a microestrutura do material (EVR) é modelada pelo MEF e

cuja formulagdo foi desenvolvida por FERNANDES, PITUBA ¢ SOUZA NETO (2015).
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2  FORMULACAO DA MACROESTRUTURA
2.1 Equacdes integrais para analise nio-linear de flexdo de placas através do MEC

A fim de analisar o problema de flexdo de placas, uma formulag¢ao nao linear € utilizada para
modelar o macrocontinuo, devido ao fendmeno dissipativo que ocorrem na microestrutura. Neste
capitulo, serd desenvolvida uma formula¢do ndo linear do MEC com convergéncia quadratica no
processo iterativo, que reduz bastante o esfor¢o computacional. Tal redugdo € principalmente importante
na analise em multiescala, que exige grande esforco computacional. Para obter a solu¢do do problema
ndo-linear de uma placa sujeita a flexdo simples, serdo considerados momentos iniciais que surgem
devido a campos de deformacgdo iniciais, como o efeito da temperatura ou retragdo. Porém, nesse
trabalho essas deformacdes serdo aquelas resultantes do processo dissipativo na placa. Maiores detalhes
sobre o desenvolvimento das equacdes basicas do problema de flexdo de placas serdo omitidos aqui,
devido ao fato de serem bastante conhecidas e ja demostradas por varios autores. No entanto, esse
desenvolvimento esta descrito no Apéndice A do presente trabalho.

Para determinar o problema de flexdo, inicialmente consideramos uma placa delgada de
espessura t (definida na direg¢@o do eixo x3), contorno I" e dominio Q relacionado a um sistema cartesiano
de coordena x; e x,. Considera-se que a placa suporta apenas carregamentos perpendiculares a superficie
meédia da mesma (direcdo do eixo x3). As variaveis associadas ao problema de flexdo sdo: deslocamento
w, sua derivada, 0w/0On, o momento fletor My, e o esforco cortante equivalente V.. (ver definiciao de V,
no Apéndice A) no plano médio, sendo n dire¢ao normal ao plano e s dire¢do tangencial ao contorno. A
placa ¢ representada por sua superficie média, portanto, a representagdo geométrica utilizada ¢é

bidimensional, com eixos X; X», conforme mostrado na Fig. (2.1):

FIGURA 2.1 — Placa bidimensional.

X1
/| R e e L e PR —» X1
X2 > :

Superficie
- 4 média da placa

X2

Fonte: Autoria propria (2022).
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2.1.1 Equacdes integrais considerando campo de momentos iniciais
2.1.2 Equacées basicas

Supondo que, além da carga transversal genérica, haja um campo de deformagdo inicial, a

deformacdo total em uma analise ndo linear pode ser expressa da seguinte forma:
_ e 0
&j =&, T & 2.1

sendo:
" &€ o campo de deformagao total;
. Sfj ¢ a deformacao elastico-linear;

] sl-oj, a deformacao residual (devido ao fenomeno dissipativo).
A tensdo o;; pode ser determinada, pela lei de Hooke, se usar a deformagdo elastica (ver Eq.
(2.2)). Porém, a relagdo entre tensdo g;; e deformacao total € feita através do tensor constitutivo obtido

a partir do modelo constitutivo adotado para governar o comportamento do material.

2Gv .
oy = 2Gef; + T e (ijk=1.2.3) (2.2)
onde:
= G = 20 ¢ o modulo de elasticidade transversal do material da placa;

= v ¢ o coeficiente de Poisson do material;
= FE ¢ o modulo de elasticidade longitudinal do material.

€

ij serelaciona, pela lei de Hooke, com a deformagdo total ¢ a

Por outro lado, a tensdo elastica o

tensdo plastica com a deformacao plastica. Assim, aplicando a Lei de Hooke a Eq. (2.1), tem-se:

0y = of; — g} (2.3)
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Como as deformagdes estdo relacionadas as curvaturas w,;; (ver Eq. (A.3) do Apéndice A), pode
ser obtida a expressdo da tensdo em fungdo das curvaturas (ver Eq. (A.12) do Apéndice A). Dessa forma,
realizando a integracdo dessas tensdes ao longo da espessura da placa, obtém-se o campo de momentos
atuando na placa, que é dado pela seguinte equag@o:

M;; = Mf; — Mjj (ij=1,2) (2.4)

sendo:

® M;;s30 os momentos que atuam no ponto;,
= Mioj ¢ o campo de momento iniciais (devido ao fendmeno dissipativo);
= Miej momentos elasticos devido as tensdes elasticas (que no processo iterativo sdo chamadas de

tensdes de tentativa) e que considerando Eq. (2.2) podem ser expressos em termos das

curvaturas, através da seguinte equagao:
Mf; = =D[vw i 6;; + (1 — v)w,; | (2.5)

Levando em conta a equagao de equilibrio (A.15) do Apéndice A, as forgas cortantes podem ser

obtidas derivando a Eq. (2.4), ou seja:
Qj = Miji = —Dw,j— M}, (ij.k=1.2) (2.6)

Derivando a Eq. (2.6) ¢ substituindo-a na equagdo de equilibrio (A.13) do Apéndice A,

chegamos a equagao diferencial das placas, envolvendo os momentos iniciais, dado por:

1
Wikiett = 7y (9 — M) 2.7)
2.1.3 Equacio integral de deslocamento para um ponto no dominio da placa

Seja qualquer placa isotrépica com dominio £2 e contorno I', submetida a uma carga g distribuida
sobre area de dominio £2,. Admite-se entdo, que a placa esta integrada em outra, de contorno infinito '
e dominio infinito £., na qual estd definido o problema fundamental, cuja carga g* ¢ definida pela
funcdo delta de Dirac. O simbolo * é usado para definir carregamento e solugdes fundamentais. Assim,
assume-se que a placa de dominio finito estd sujeita a dois carregamentos independentes g e g*, aos

*

quais estdo relacionados, respectivamente, os deslocamentos w e w”, os estados de tensdes o; j €05 ¢ 0s
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*

estados de deformagéo ¢;; e gj. O centro do sistema de coordenadas polares relaciona-se com o ponto

g, conforme mostrado na Fig. (2.2).

FIGURA 2.2 — Placa Infinita.

X1

pxi(p), x2(p)]

Fonte: Autoria propria (2022).

sendo r distancia entre q e p, dado por:

r =) — 4 (@F + [x0) - x]? (2.8)

Como a carga g" ¢ definida pela distribui¢do delta de Dirac, deduz-se que a resultante do
carregamento 8 (g, p) no dominio fundamental ¢ uma forga unitaria aplicada ao ponto q.

As equagdes integrais de contorno para placas de Kirchhoff ¢ deduzida a partir do teorema de

BETTI (1872) que relaciona esses dois estados diferentes de tensdo e deformacgdo em um sdélido, de

volume V. O teorema ¢ dado por:
f oij€ydV = f aijeijdV (i,j=1,2,3) (2.9)
14 14
Expandindo a equacao (2.9) do lado direito:

f oije;dV =f (011811 + 022835 + 033833 + T12¥12 + TizViz + T23¥23)dV (2.10)
% %
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No caso das hipoteses de Kirchhoff (ver no Apéndice A.2), pode-se desprezar os termos em X3

e, portanto, (2.10) resulta:

f Uijgi*jzf (011611 + 022822 + T12¥12) AV (2.11)
v v

Designando como U a segunda parte da Eq. (2.11), considerando a Eq. (A.3) do Apéndice A e

fazendo a integragdo dos esfor¢os ao longo da espessura, a expressdo de U pode ser escrita como:
(al-jxg,w,’{j )dx3d =

g

- [ (w0
Q

(aijsfj)dxgd!) = —f
o)

|

N N e+
|

N o ——y ol

(ij=1,2) (2.12)

Considerando as equagoes (2.4) e (2.12), o teorema da reciprocidade de Betti (1872) (Eq. (2.9)),

resulta em:
[ (i) = [ (s + Mwi a2 (2.13)
0 0

Integrando-se por partes duas vezes a Eq. (2.13), € possivel obter a equacdo integral do
deslocamento em qualquer ponto q do dominio da placa, em fun¢ao dos esfor¢os e deslocamento do
contorno, dados em termos do sistema local de coordenadas (n, s), onde n e s sdo, respectivamente, as

direcdes normal e tangencial ao contorno. A equagdo integral da flecha resulta em:

N¢

ow
o (v; (@, PYW(P) — Min(q,P) 5 (P)) dr(P) + )" Riy(q, P)wei(P) =
T i=1
* Ne
-/ (v P (@,P) ~ Man(P) e (q P)) dr(P) + ) Ra(P)w(q,P) + (2.14)
J n ) nn an ) £ Ccl Cl ’ N

+ f (9()w*(q,P))d2,(p) — f (M (p)w.i; (g, P))d2(p)
Qg Q
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Observe que na Eq. (2.14) referente a analise ndo linear fisica da placa, existe uma integral de
dominio envolvendo os momentos iniciais, que no presente trabalho, serdo referentes aos momentos que

ocorrem devido ao fendmeno dissipativo.
2.1.4 Solucio do problema fundamental de placas

A solugdo fundamental se refere ao deslocamento w* do ponto p, que é provocada por uma
carga unitaria transversal aplicada ao ponto q. A expressdao de w* ¢ obtida a partir da equagdo de
equilibrio da placa escrita em termos das variaveis do problema fundamental (Eq. (A.22) do Apéndice
A), onde g* ¢ adotada como a distribuicao delta de Dirac (ver mais detalhes em FERNANDES (1998)).

A expressdo da solucdo fundamental é dada por:

1 1
* 2 _ 215
W =8’ <1m 2) (2.15)

Derivando a Eq. (2.15) em relagdo a normal n, obtém-se a expressao para a rotagao fundamental

de um ponto p, resultando em:

*

ow T
- M. 2.16
on  4mD I (rim:) (2-16)

As expressoes dos esforgos do problema fundamental podem ser obtidas derivando a Eq. (2.15)
e considerando as equacdes do Apéndice A(A.28), (A.29) e (A.36), as quais relacionam os esforgos com
as derivadas de w* e sdo escritas de acordo com um sistema local de coordenadas (n, s). As expressoes

dos esforgos fundamentais resultam em:

Mi =~ [+ w7+ (1 =) (rym)? +v] @.17)
1
Mps = i 1=v)(y,; nl-)(r,j sj) (2.18)
r,in; — v
Vi = - [2(1 —-v)(r,; sj)z -3+ v] + m[l = 2(r,i 5] (2.19)

onde:

= R ¢ oraio da curvatura do contorno no ponto P;
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Observe que se o contorno da placa for aproximado por elementos de linha reta, a curvatura R
em qualquer ponto do contorno tende ao infinito. Esse € o caso do presente trabalho (como detalhado a
seguir), pois os elementos de contorno sdo adotados retos.

Observe que as expressoes fundamentais acima se referem a equacao integral do deslocamento
transversal (w). Mas para obter a solu¢do da placa outras equacdes integrais sdo necessarias, como a
equagdo da derivada da flecha e a equacdo dos momentos em pontos internos. Portanto, expressoes
fundamentais adicionais referentes a essas equagdes integrais também terdo que ser deduzidas para se

obter a solugdo final da placa (ver detalhes em FERNANDES (1998)).
2.1.5 Equacio integral de deslocamento de um ponto no contorno

A equacgdo (2.14) ¢ valida para qualquer ponto q no dominio. Entretanto, para obter a solucao
numérica do problema, a integral do ponto Q sobre o contorno deve ser obtida. A Eq. (2.14) pode ser
escrita para o ponto Q, se adicionar um contorno circular I': tendo Q como centro e raio &. Dessa forma,
Q fica dentro do dominio e parte do contorno ¢ removida, resultando no novo contorno dado por I —
r+T; g, como mostrado na Fig. (2.3). Deve-se entdo fazer o raio § e o contorno I tendem a zero, para

que Q possa ser considerado sobre o contorno.

FIGURA 2.3 — Adicionando um contorno circular no canto Q da placa.

—

Ff S

Fonte: Autoria prépria (2022).

Através da Fig. (2.3), obtém-se as seguintes relacdes:

r=R=¢§ (2.20)
rin; =1 (2.21)
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risi=0 (2.22)
dlg(P) = §&d® (2.23)

Assim sendo, a Eq. (2.14), que ¢ a equacdo integral de um ponto Q no contorno, pode ser escrita

da seguinte maneira:

0
K@w@ + [ (Vn* Q. PW(P) = Min(@.P) 5 (P)) dr(p) +

r

+ ) R, Pywei(P) =
i=1

(2.24)
| (vn(P)w*«z, P) =~ Mo (P) o P)) ar(p) + Z Ra(Q,Pw'ei(P) +
r
+ [ (9w @ )i, - [ (MyeIw; @) dow)
Qg )
sendo: K(Q) = se o ponto Q coincide com um canto; K(Q) = —n = % se 0 ponto Q nédo coincide com
um canto.

2.1.6 Equacdes integrais para curvaturas nos pontos internos

Conforme o trabalho apresentado por FERNANDES (1998), o célculo dos momentos M;; para
um ponto interno ¢ realizado a partir da Eq. (2.4), onde M ¢ dado em fungdo das curvaturas w,;; (ver

Eq. (2.5)), cuja equagdo integral ¢ obtida derivando a Eq. (2.14) do deslocamento w(q) em relacdo as
direcdes x; € X». Dessa forma, a equagdo das curvaturas nos pontos internos, ¢ expressa da seguinte

maneira:

W:ij (Q) +J (V;,ij(Qv P)W(P) Mnn l](q' P) (P)> dr(P) +

r

N
+ Z Reiij(q, P)w(P) = (2.25)
i=1

N¢

= [ (P 0P = Mo (PYWi3ay (@ D) TP + ) Rea(Pw (0, P) +
r i=1
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d
+ [ (9@mwiy @) 2 - o [ (M @Iw.i @ PY)d0w) +
J.Q

Qg

- [ el @PMEDAE) - e (OME)
0

sendo:
" &k (@ P) =Wijk (q,D);

G % (8ix61; + 61i6kj + xa6ij).-

Os ultimos termos da Eq. (2.25) ¢ devido ao tratamento de singularidade que aparece quando o
ponto de colocagdo pertence ao dominio que estd sendo integrado. Para se fazer o tratamento dessa
singularidade, ¢ retirado do dominio Q um dominio circular Q., onde ha singularidade, com um pequeno
raio & e que se origina do ponto fonte g, definindo o dominio Q. = Q - Q.. Entdo escreve-se a integral
para esse novo dominio e aplica-se técnicas especificas para tratamento de singularidades (para mais
detalhes ver FERNANDES (1998)).

As expressdes fundamentais que aparecem na Eq. (2.25) encontram-se no Apéndice B deste

trabalho.
2.1.7 Transformacdes das integrais de dominio em integrais de contorno

As integrais de dominio que aparecem nas equagdes (2.14) e (2.24), que correspondem as
influéncias da carga distribuida, na area £2,, podem ser calculadas assumindo vérias cargas concentradas
equivalentes. Embora esta solugdo leve a bons resultados no contorno da placa, ela ndo permite o calculo
direto dos esforcos nos pontos de aplicagdo desses esforcos. Para evitar este problema, as integrais de
dominio, devido a carga distribuida, sdo transformadas em integrais sobre o contorno I'y. Dessa forma
considerando a Fig. (2.4), que representa a area €, seu contorno I'; ¢ 0 ponto de carregamento ¢, pode-

se deduzir as seguintes relagdes, que possibilitam a transformagdo de coordenadas:

TNy
do = R dly (2.26)
rin;
dQgy =rdrd6 = rdr = lejq (2.27)

onde R ¢ o valor de r em qualquer ponto do contorno I'g. Considerando a transformagéo de coordenadas

dadas por (2.27), pode-se obter:
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R
[ 9w @ anye) = [ | [ g@w @prar |2t ar, (2.28)
g Iy \0

FIGURA 2.4 — Area de carregamento (€;) de uma placa de dominio Q.
)

X2

Fonte: Autoria propria (2022).

Assumindo que a carga g(p) varie linearmente na regido €),, ¢ considerando a relagdo entre o
sistema de coordenadas cartesianas e o sistema de coordenadas polares, com origem em q, a carga g(p)

pode ser definida como:

9g() =g(q) + Arcos 6 + Brsen6 (2.29)

sendo:

=  g(q)=Axi(q) + Bxz (q) + C, ¢ uma constante, correspondente ao valor de g no ponto q;

= A, B e C sio constantes.
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Com a solugdo fundamental dado pela Eq. (2.15) que se refere ao deslocamento w* do ponto p
e a expressao da carga com variacdo linear (ver Eq. (2.29)), substituindo ambas na Eq. (2.28), e

realizando a integracdo em relagdo a r, obtém-se a seguinte integral sobre o contorno:

[ @@ prane = ga

24 Ty

3 3
R (lnR —Z) r,in; d['g +
(2.30)

+

7
4 - 1.
20D f R <lnR 10) (Acosf + Bsen@)r,;n; dl

Tg
2.2 Solu¢ao numérica através do MEC
2.2.1 Introducio

Este capitulo apresenta uma formula¢do numérica para a resolu¢do aproximada das equagdes
integrais da placa. A solug@o que fornece resultados de forma analitica das integrais ¢ limitada a alguns
problemas, cuja simplificagdo ¢é aceitavel para a reduc@o do grau de liberdade a um niimero limitado.
Dessa forma, como a solugdo analitica ndo ¢ possivel, a alternativa ¢ resolvé-los numericamente,
transformando-os em equagdes algébricas.

No presente trabalho apenas sera empregado o Método dos Elementos de Contorno, a fim de
realizar as transformagdes de equacdes integrais em equagdes algébricas e obter o sistema de equagdes
lineares em que as incdgnitas sdo forgas e deslocamentos em pontos definidos no contorno. Além disso,
em analises ndo-lineares tem-se também como incognitas os momentos iniciais em pontos internos.
Estas transformagdes consistem em discretizar o contorno da placa em elementos de contorno, onde os
esforcos e deslocamentos (w, ow/On, V, ¢ M,) sdo aproximados pelas fungdes interpoladoras,
estipuladas de acordo com pontos preliminarmente estabelecido em cada elemento, os referentes nos ou
pontos nodais. Com o intuito de converter essas equacdes integrais obtidas em equagdes algébricas, ndo
apenas o contorno, mas também o dominio da placa deve ser discretizado em células em razao de
esforcos plésticos que aparecem na integral de dominio.

Existem duas incognitas no ndé de contorno, porque duas das quatro varidveis nodais sdo
fornecidas como uma condicdo de contorno. Portanto, escrevendo para cada nd do contorno duas
equagdes, um sistema de equagoes lineares € obtido, onde forcas e deslocamentos dos nés do contorno
sdo desconhecidos. Na analise ndo linear, também ¢ necessario escrever a equacdo dos momentos
eldsticos em pontos internos, para conseguir chegar a solugéo final da placa. Ao impor as condi¢des de
contorno no sistema de equagoes, as variaveis de contorno sdo obtidas e a seguir, pode-se obter as

variaveis dos pontos no dominio, a partir dos valores nodais ja conhecidos no contorno.
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2.2.2 Discretizacido do contorno da placa em elementos

A solu¢do aproximada da equagdo integral € obtida dividindo o contorno em segmentos € o
dominio em células. Primeiramente as aproximagdes do elemento de contorno serdo definidas e, em
seguida, serdo definidas as aproximagdes nas células. O nimero e a forma dos elementos devem ser
selecionados para representar de forma precisa ou aproximadamente adequada o contorno real da placa,
conforme mostrado na Fig. (2.5), onde cada elemento tem trés nds, a fim de aproximar as variaveis de
forma quadratica e Lj ¢ comprimento do elemento j. Nos cantos sdo adotados nds duplos, coincidentes
com o0s cantos, ou seja, dois nds com as mesmas coordenadas, para expressar a descontinuidade das

variaveis.

FIGURA 2.5 — Discretizagao da placa em elementos e células.

» X1

Fonte: Autoria propria (2022).

Neste trabalho, a aproximagdo da geometria dos segmentos serd expressa como uma fungdo
linear, ou seja, os segmentos serdo retilineos. Como a integral ¢ resolvida numericamente, & apropriado
expressar as coordenadas de cada ponto P como uma fungdo de coordenadas locais homogéneas &, sendo
que o elemento possui comprimento L, =1 < § < 1.

Dessa forma, através da discretizagdao do contorno em N, (niimero de elementos), considerando

Lj . . . . . ~
quelj =¢ 7], uma integral de contorno ¢ obtida de forma aproximada, considerando a seguinte relagao:

L

Ne 2 Ne
f F(M)drl = Z fF(rj)drj = gz
j=1

r j=1_1L
2

F(§&)d¢ (2.31)

IL%H
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Nos elementos de contorno, as variaveis sdo aproximadas por fungdes polinomiais quadraticas,
entdo trés pontos nodais sdo necessarios em cada elemento, adotados nas extremidades e no meio do
mesmo (veja Fig. (2.5)). A fungdo ®;, ¢ definida igual a um (®; = 1) para o nod i e nula para os outros

noés. As fungdes de interpolagdo sdo dadas por:

?,(P) = —%5(1 -9 (2.32)
®,(P)=1-¢2 (2.33)
?5(P) = %E(l + &) (2.34)

Os vetores de deslocamentos {u} e esforgos {p} de qualquer ponto P do elemento, sdo expressos

da seguinte maneira:

{u(P)} = [@"](P){UN} (2.35)
{p(P)} = [®T](P){P"} (2.36)

ou de forma explicita:

u1(P)}

G1(P) 0 Bp(P) 0 Gy(P) 0 1]
u,(P)

{u(P)}={ —[ 0 ®1(P) 0 P(P) 0 P3(P))uz

-~

(2.37)

0 D(P) 0 D(P) 0 @3(P)|)p2

~~

(2.38)

pl(P)}_[qsl(p) 0 &,(P) 0 o,P) 0 1])p?
p2(P)

) =

\p3

sendo:
] {u{v } sdo deslocamentos na direcdo i do né N;
= {pfv } sao esforcos na direcdo i do n6 N;
=  u =w=flexa;

ow ~
" W= I rotagao;
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= pi = V,=cortante equivalente;
=  p2=M,= momento na diregdo normal ao contorno.

Se ndo houver descontinuidade nos valores das variaveis entre dois elementos adjacentes, esses
elementos sdo chamados de continuos. A descontinuidade das variaveis ocorre quando as condi¢des de
contorno entre dois elementos mudam repentinamente, como no caso dos nos de canto, onde é definido
um no duplo, que se refere a dois nds com as mesmas coordenadas. No entanto, no sistema de equacdes
deve-se ter duas equagdes independentes para esses nds. Uma maneira de conseguir isso é ter pontos de
colocagdo em posig¢des diferentes. Para isso, recalculam-se as coordenadas do n6 duplo para que o ponto
de colocacdo se torne dentro do elemento € ndo mais coincida com seus pontos de extremidade, e entdo
escrever uma equagao para esse novo ponto. Observa-se, no entanto, que nesse trabalho, os nés 1 ¢ 3
continuam sendo definidos nos pontos finais do elemento, ou seja, considerando £1 =-1¢e &3 =1, apenas
o ponto de colocagado ¢ deslocado para dentro do elemento.

Adotando 0,4 < |€] < 0,6 para calculo da posi¢do do no duplo, se o ponto de colocagio for o
no inicial do elemento, o valor de & sera negativo, e se for o nd final, sera positivo. O valor de & tem
essas restri¢cdes para que haja uma distdncia conveniente entre os nds locais do elemento para evitar o
problema de singularidade quando hé duas equacdes linearmente relacionadas no sistema de equagdes.
Uma vez que as variaveis sdo expressas nas duas extremidades e no meio do elemento, a flexa w do no

duplo Q precisa ser expressa em funcio dos valores nodais da flecha do elemento, ou seja:

w(Q) = &,wl + d,w? + dzw3 (2.39)
sendo w' o deslocamento w do né i do elemento ao qual Q pertence
2.2.3 Discretizacao do dominio da placa

As equacdes de deslocamento transversal (2.14) e (2.24), ¢ a equagdo de curvatura (2.25),

possuem uma integral de dominio abrangendo o campo dos momentos iniciais, que podem ser calculadas

numericamente dividindo o dominio em pequenas células triangulares, conforme mostrado na Fig. (2.6).
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FIGURA 2.6 — Divisdo da Placa em Células no Dominio.
Célula Om

MO (K1)

S
)‘1

Fonte: Autoria propria (2022).

Os momentos iniciais {M?j}(p), em qualquer ponto p da célula, sdo aproximados por uma

fungao linear e expressos por:
M)} = WM @) MM} (2.40)

sendo:

M?1 (p)
11\P
= {Ml-oj (p)} ={ MY, (p) ¢ Vetor contendo momentos iniciais no ponto p;

M3, (p)
MO(kl)
= {M O(N)} = { Mo(kz)} Vetor contendo momentos iniciais nos nés (ki, kz e k3) da célula a qual o
MO(kS)

ponto p pertence;

» [yT] é amatriz que contém as fun¢des de aproximacio linear:

ff 0 O ff 0 O 5;’ 0 0
[¢T1=\o g 008 0080 (241)
0 0$ 0 03532 0 0 &
sendo:
1
fg = ﬂ(ZAg + b“xf + a“Xg) a=123;j=123k=123 (2.42)
a% = Xxf - xJ (2.43)

b = Xk — xJ (2.44)
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— vJyk kyJ

A area do triangulo (A), é dada por:
1
A= E(blaz —b%al) (2.46)

Para realizar a integragdo em cada célula, neste trabalho sera adotado um esquema semi-
analitico de integracdo, utilizado por FERNANDES (2003) e VENTURINE (1982), no qual apresenta
bons resultados. Integrais de célula serdo transformados em integrais de linha sobre do contorno da
célula. No caso de células triangulares, os nos da célula coincidem com os pontos Py, que sdo pontos
onde os momentos sdo calculados. Para defini-los, pode-se considerar o0 modelo em que tais nds serdo
definidos dentro da célula onde os momentos elésticos dos pontos Pv sdo obtidos a partir da integrag@o
numérica das curvaturas, o que resulta em uma maior precisdo de seus valores, conforme demostrado
na Fig. 2.7 onde ¢ corresponde ao centroide da célula triangular, Py € o ponto de colocagdo para

momentos e o contorno continuo das células, no qual as fungdes sdo integradas.

FIGURA 2.7 — Discretiza¢ao do dominio em células e defini¢do dos pontos de colocagdo para
momentos (Pu).

[ i °
: C ¥
e ce
, ¢ |
Pm - T Pm
@ @
"'.'PM Pu 0.

Fonte: Autoria prépria (2022).

Aplicando o esquema semi-analitico de integracdo a integral de dominio da equagdo do
deslocamento (2.14), adota-se um sistema de coordenadas cilindricas (r, 8) com o ponto de carregamento

centrado em g, que permite calcular analiticamente a integral na coordenada r. Entdo faz-se mudancga de
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coordenadas de tal forma que se obtenha integrais ao longo do contorno da célula (ver mais detalhes em

FERNANDES 2003). Dessa forma um coeficiente ey, resulta em:

1

R 1
WD =5 {5273 et s (1nr=3)
(k,I=1,2) (2.47)

f‘R [r, 7+ 8 (lnR - 1)]}ﬁdr
kol 3 on

Quanto as coordenadas dos nos das células, tem-se: se os vértices da célula sdo definidos por
pontos internos ou sobre o contorno e os nds da célula coincidem com os vértices da célula. Porém, se
0 ponto estiver no contorno externo da placa, as coordenadas do no devem ser recalculadas,
determinando uma linha reta conectando o centroide c e o vértice da célula (ver Fig. 2.7).

Tendo em conta que a célula tem trés lados, calcula-se a equagdo (2.47) ao longo do contorno
de cada lado. A expressdo deve ser integrada numericamente através da formula quadratura de Gauss e
empregando a técnica de sub-elementos. Para isso € necessario fazer a mudanga de coordenadas
homogéneas, dessa forma, o coeficiente e;; dado pela equagdo (2.47) é calculado numericamente da

seguinte maneira (veja mais detalhes em FERNANDES 2003):

3 Nsub Ng

cel Aps 1 _rR
eri (q) = Z Z Z f r,k 7+ O (lnR — E)] +¢, . [r,k T,

i=l ks=lig=l (248)

+ 6 (111 R— %)]} (rynWig

sendo:

Fj" 245 Bt all(1

- =524 @ Xi;;
&) LA bt @l
=Y
o1 ([0 bt a 1

" V&2 (=370 b? a*[jrcosfi, onder =R;
z 0 b3 @3llrsing

3

=  Nsub ¢é o numero de sub-elementos;

= a,, ¢ o0 comprimento do sub-elemento k,s;
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2.2.4 Obtencao da solu¢cao numérica
2.2.4.1 Procedimento para obtenciao da equacio algébrica
Realizando-se a discretizagdo do contorno em elementos N,, e substituindo-se as variaveis por
seus valores aproximados em cada elemento dadas por (2.35) e (2.36) e também a discretizagdo do

dominio em células, onde os momentos sdo aproximados de forma linear (ver item 3.2.2), a integral do

deslocamento de um ponto Q dada pela Eq. (2.24) pode ser escrita da seguinte maneira:

N N¢
KW@ + )| [ 7@ PIOTI (P)dr | {01} + ) Rai@, Pywe(P) =
j=1|r i=1

N, N¢
3 |[wi@ pienear| (B + Y Raewi. P + (249
i=1|r i=1
Ncel
+ f (9w’ (Q,p))dy(p) — Z [ j {k3Q,p[¥T1(p)d| {AMYL,,
Q24 cel=1Llqcel

onde:
= {3, P) ={V(Q,P) - M, (Q,P)}
- w}@P) ={w©QP)-2-(P)
= [®T] sdo as fungdes interpoladoras quadraticas, definidas em (2.32), (2.33)e (2.34).

Definindo:

(W)@ = [ @I PeTIEar (2.50)
r

(9} = f w}(Q, P)[@"](P) dr @.51)
r

(Q) = f IEW(Qp)d2,(P) (2.52)
24
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(s} (Q) = f (30, P [¥T] (P)dO
e k1=1.2; 0=102) (2.53)

_ f W, (Q, P)EE(P)d Qe (D)

Dcel

onde as fungdes da Eq. (2.53) estdo definidas nas Eqgs. (2.41) e (2.42), e apds a aplicagdo do esquema

semi-analitico de integracdo, o coeficiente ey, ¢ calculado da forma definida em (2.48).

A equacdo (2.49) pode ser reescrita da seguinte maneira:

Ne N
KW@ + ) (WHQ W} + ) Ru(@PIwe(P) =
j=1 i=1

(2.54)
Ne N¢ Ncel

D {GHQP} + ) RaPwia(Q,P) + (@) = ) {e“HaM)
i=1 i=1 cel=1

2.2.4.2 Equacdes algébricas

Considerando o trabalho de FERNANDES (1998), onde depois de calcular os vetores {hj }(Q)
e { g’ }(Q) em todos os elementos da discretizacdo do contorno e também depois de realizar a integracao
numérica em todas as células, pode ser obtida a seguinte equagdo algébrica aproximada para o

deslocamento w de um ponto do contorno Q, em sua forma matricial, dada por:

{H}Q{U} + {HH@fw.} = {GHQ{P} + {GHARI + T(Q) + {E}Q){M°} (2.55)

sendo:
= {E}(Q) ¢é o vetor que descreve a influéncia do campo de momentos iniciais sobre o valor do
deslocamento w(Q) do ponto do contorno;
= {H}(Q) e {G}(Q) sdo vetores de dimensdo 1 x 2Ny;
= {H.}(Q) e {G.}(Q) sdo vetores de dimensdo 1 x N;
= {R_} vetor que contém as reagdes de todos os cantos da placa;
= Ny, 0 nimero de nos do contorno da placa;

= N, o numero de nds de cantos;

owl . i dwln , .
. {UT}={W1 % e Wt zln eer whn ‘;’n} ¢ o vetor de valores nodais de

deslocamento do contorno da placa;
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 (wly={We, -+ W -+ Wy 3 é o vetor que contém os deslocamentos nos cantos;
» {RI}={Re, ... Re -+ Rey }éo vetor que contém as reagdes de canto;
= {(PTy={y! ML ... v} ML ... v M} éovetor dos esforgos nodais de valores do

contorno da placa;
= T(Q) é o coeficiente referente a carga;
ot
oo [eeey)
= (M9} = {M 0(1)} = Mfz(l) € 0 vetor que contém os momentos iniciais nos nos de contorno
0(i)
My,

¢ do dominio, a dimensao € 3(N) x 1, no qual N; ¢ o numero de nés de células.

De forma andloga, o deslocamento w(q) de um ponto interno q ¢ obtido pela equagdo matricial:

w(q) + [[H*](q) [H(@)] {{{V(.fc}}}

{P}

(2.56)
[1671@) 6@ | )} + (77} + (1)

onde os termos sdo analogos aqueles da Eq. (2.55), mas nesse caso o deslocamento w(q) ndo pertence
ao vetor {U} e por isso aparece explicitamente na equagao algébrica.

Observe que a equagio algébrica em um ponto externo A € analoga a Eq. (2.56), basta trocar q
por A, e também considerar o primeiro termo w(A) nulo, devido a propriedade da fungio delta de Dirac,
que anula a funcdo para pontos externos ao dominio.

A equacdo matricial das curvaturas {%} de um ponto interno q ¢ dada por:

{1} (@ +[[H1@ [H(@)] {{{v[vjc}}}

{P}

(ij=1,2) 2.57)
[161@) (6@ {3} + ()@ + (5101

onde os termos sao analogos aqueles da Eq. (2.55), mas modificando as expressdes fundamentais, que
nesse caso sdo aquelas indicadas na Eq.(2.25).
Utilizando a equag¢do dos momentos elasticos (2.5), para N; pontos internos a equagdo dos

momentos pode ser obtida a partir da Eq. (2.57), sendo expressa por:

My = =R AN+ 16" (G )} + ) + 1B M) 2.58)



33

Capitulo 2: Formulagdo da macroestrutura

2.2.4.3 Sistema de equacdes

Cada ponto do contorno possui dois valores de variaveis desconhecidos, e em cada canto possui
um valor incognito, portanto, ¢ necessario escrever duas equagdes para cada né do contorno e uma
equagdo para cada vértice para obter a solugdo do problema. Na analise considerando o campo de
momentos iniciais € essencial discretizar o dominio como mostrado no item 2.2.3, portando, para cada
né interno tem momentos iniciais como incognita, desse modo, é necessario escrever também a equagao
dos momentos elasticos nos pontos internos. Neste trabalho, para cada né do contorno, sera utilizada a
opcdo de escrita da equacdo de algébrica de deslocamento w. O sistema de equagdes ¢ obtido,
escrevendo a equagdo de deslocamento w em cada ponto do contorno Q e num ponto externo A, que é
proximo ao contorno. A integragdo numérica nos elementos e células, é feita usando a técnica do
subelemento (descrita no Apéndice C.2). Portanto, para cada n6 duplo ou simples no contorno, ha dois
pontos de colocacdo e para cada n6 de canto, ha um ponto de colocacdo. Trés nds (2 nés duplos e um
n6 de canto) sdo definidos em cada canto, o que resulta em 5 pontos de colocagdo, conforme mostrado

na Fig. (3.2).

FIGURA 2.8 — Pontos de Colocagao.

LI N ey
ey
e R 1J
e ot
et ot
B e AV
No de cantio No siimplesg \Nés duplos

+ +fa £ + +

-

Fonte: Fernandes (1998).
sendo:
d=al, (2.59)
= Lnse for nd interno ao elemento ¢ igual ao comprimento do elemento, ou ¢ a média dos
comprimentos dos elementos concorrentes no nd;

= apode variar de 0,0001 a 1,5 para evitar problemas numéricos;

= [;¢ o comprimento do elemento j.
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Nesse trabalho, o sistema de equacdes € obtido escrevendo uma equacdo de deslocamento
transversal w em cada ndé do contorno e outra em seu correspondente ponto externo A (ver Fig. (3.2)),

além de escrever uma equacgdo de w em cada canto. O sistema de equagdes pode ser escrito da seguinte

forma:
[ o)

sendo [H.,pn:] € [H.] referentes a equagdo de deslocamento w escrita no ponto do contorno e seu

Hgﬂ %gﬂ {{{fi}}} " {{T{?’ﬁt}} * [[ﬁ?ﬁd] ") (2.60)

respectivo ponto externo, e [H,,,;] e [H,] referentes a equagdo do deslocamento w escrita nos cantos.

(Il

O subscrito “cont” se refere ao contorno externo “c” se refere ao canto.
ou de forma simplificada:
[HI{U} = [GI{P} + {T} + [E]{M°} (2.61)

onde:
= {U} € o vetor de valores nodais dos deslocamentos no contorno;
= {P} ¢ o vetor de valores nodais de esfor¢os no contorno;

= {T} ¢ o vetor da carga externa.

A matriz [H] tem propriedades que podem ser determinadas considerando certas configuracdes
de equilibrio de uma placa, obtidas impondo-se movimentos de corpo rigido a mesma (ver detalhes em
PAIVA (1987) e FERNANDES (1998)). Essas propriedades sdo importantes para verificacdo se a matriz

[H] esta implementada corretamente.
2.2.5 Técnica de solucio
2.2.5.1 Calculo dos deslocamentos w do dominio e as variaveis no contorno

Da solugao do sistema de Eq. (2.60), obtém-se as incognitas dos N, nés do contorno e N cantos.
Entdo, a partir da equacao matricial (2.56), os deslocamentos w nos pontos internos de N; podem ser
obtidos.

Com a finalidade de obter o procedimento numérico para a andlise ndo linear, sdo realizadas
operagdes matriciais na Eq. (2.61), com o objetivo de deixar isolados os termos referentes aos momentos
iniciais. Entdo, todas as incognitas do contorno sdo armazenadas em um vetor {X}, mudando as

respectivas colunas entre as matrizes [H] e [G]. Em seguida, em {B}, os efeitos dos deslocamentos ou
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forcas prescritas no contorno sao somados ao efeito da carga atuando na placa. Depois de aplicar as
condi¢des de contorno, o sistema pode ser resolvido para obter as incégnitas nos nés de contorno,

obtendo-se o seguinte sistema:

[A] {x} = {B} + [E}{M°} (2.62)

sendo {X} o vetor solugéo, que é composto pelo deslocamento e esforgos no contorno da placa e nos nos
dos cantos.
Multiplicando ambos os lados da equagio pelo inverso da matriz [A]" para isolar o vetor {X},

a fim de obter as incognitas do contorno, tem-se:

{x} = {L}+ [R] {M°} (2.63)

sendo: {L} caracteriza a resposta el4stica, sem considerar os momentos iniciais, onde: {L} = [A"1]{B};
[R] caracteriza a influéncia dos momentos iniciais nos deslocamentos do contorno, onde: [R] =
[AM][E]

Para deslocamentos internos, & semelhanga do que foi feito anteriormente, e considerando a Eq.

(2.63) temos:

{w(@)} = {L'} + [R"]{M°"} (2.64)

onde o vetor {L*} e a matriz [R*] sdo analogas aquelas definidas para a Eq.(2.63), mas em (2.64) eles
sao referentes a equacdo do deslocamento w escrito no ponto interno q.

Similarmente ao que foi feito para a Eq. (2.58) e considerando a equagao (2.63) obtemos:

{M°} = {B"} - [A"}{X} + [E"]{M°} = {K} + [S]{ M°} (2.65)

sendo {K} o vetor que caracteriza a resposta elastica e a matriz [S] indica a influéncia dos momentos

iniciais nos momentos de pontos do contorno e internos; os mesmos sao dados por:

{K}={B"} - [A"{L} (2.66)
[S]=[E"] - [A"][R] (2.67)
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23 Processo incremental-iterativavo com formulac¢io tangente consistente
2.3.1 Introducio

Para obter a convergéncia quadratica no processo iterativo associado a analise ndo linear
convencional de uma placa submetida a flexdo simples, inicialmente ¢ deduzida a equagdo de residuos
em termos de momentos e curvaturas, e sua linearizagdo define a matriz tangente consistente do
problema. Além do mais, a equagdo residual também define o valor de corre¢do do momento que deve

ser dado em cada iteragdo, definindo a corregao para a curvatura da placa.
2.3.1.1 Equacao de residuos

A partir da formulagdo apresentada anteriormente para analise de placas, sdo calculados os
incrementos de momento elastico em todos os pontos da placa que atendem as condigdes de equilibrio
estatico da estrutura. Em seguida, verifica-se esses esforcos estaticamente admissiveis também
satisfazem o modelo constitutivo usado. Se ndo forem satisfeitos, os residuos de momento aplicado a
placa sdo calculados pela equacdo residual, que geram corregdes no estado de curvatura da placa e o
modelo constitutivo € verificado novamente.

De acordo com a tolerdncia adotada para a convergéncia do processo iterativo, o processo de
corre¢ao no estado de curvatura da placa continua até que os momentos residuais em todos os pontos da
placa se anulem, ou fiquem abaixo da tolerancia estipulada. Portanto, a solu¢ao nio-linear ¢ obtida por
meio de um processo iterativo incremental, onde a carga total ¢ subdividida em incrementos de carga.
A correcdo que deve ser feita ao estado de curvatura em uma dada iteracao € obtida através do operador
tangente consistente, que € atualizado a cada iteracao, e o residuo de momentos nos pontos da placa.
Para cada incremento de carga, o equilibrio da estrutura ¢ verificado considerando o respectivo
incremento de curvatura acumulado (ap6s somar as corre¢des do processo iterativo), € também
utilizando-se as matrizes constitutivas atualizadas para os noés de célula.

Para o caso geral, a equagdo residual de incremento n é dada por:
{Ru} = {4E**} — {4} (2.68)

sendo {AEf*'} o vetor do incremento de forcas externas estaticamente admissivel; {AFnint} é o

incremento de forgas internas.
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Para problemas de flexao simples, a equagdo residual (2.68) ¢ dada por:
{Ru} = (4K} — {AM,) (2.69)

sendo:

» {AK,} é o incremento de momentos elasticos obtidos através da formulagdo linear do MEC para
analise de flexao de placas, definido pela Eq. (2.66);

= {AM,}¢ o incremento de momentos na placa (definidos pela equagio algébrica da formulagdo nio-
linear do MEC, a ser deduzida adiante);

» {Ry}é o residuo de momentos.

De acordo com a tolerancia adotada, o equilibrio da placa ¢ alcan¢ado quando {Ry,} = 0. Para
obter uma solug¢do ndo linear para o problema, no processo iterativo, a incdgnita do problema ¢ a
correcdo da curvatura que deve ser dada em cada iteragdo até que o equilibrio seja alcangado. Para isso,
a Eq. (2.69) deve ser escrita em termos dos incrementos nodais de curvatura A{1/r},, dos tensores
constitutivos e dos momentos {AM"}, nos nés das células obtidos de acordo com o modelo constitutivo
adotado para governar o comportamento do material da placa (ver Eq. (2.81)). Para tal, necessita-se
definir a equacdo algébrica do MEC referente aos momentos {AM}. A fim de se obter essa equagio,
deve-se antes definir alguns termos necessarios a sua deducdo. Seja inicialmente o incremento de
momentos elasticos AMiej (definido na Eq. (2.5)) e que no processo iterativo ¢ chamado de momentos
de tentativa. Esses podem ser calculados, de forma local, a partir da Lei de Hooke e do incremento de

curvaturas do ponto k. Nesse caso, eles sdo designados como {AM e(L)}k ¢ considerando a Eq. (2.5)

podem ser expressos pela seguinte expressao matricial:

1
{AMe(L)}k = [C]d {;}k (2.70)

1 o .
sendo: 4 {;} o vetor de curvatura do ponto k da placa; [C,, ], 0 tensor constitutivo do né k.
K

Agrupando todas as matrizes [C,, ], numa mesma matriz, tem-se a seguinte matriz quadrada, na
qual a diagonal ¢ formada por matrizes elésticas (que relacionam momento e curvaturas), ¢ os demais

termos sdo nulos:

[Cn]i  [O] [0]
o .. .. .. [0

e d= .. .. ¢ .. [0] 2.71)
5 [0]
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Considerando-se as equagdes. (2.4)e (2.70), a equacdo algébrica do MEC referente ao

incremento de momentos AM, em todos os nos de células, é obtida a partir de:

(aM,) = (Gl {2} - (am) @72)

sendo {AMJY} se refere a equaciio algébrica do MEC relacionada ao incremento de momentos iniciais,

que sera definida a partir da relagdo:
{AMO}n = {AMe}n - {AML}TL (2.73)

onde {AM¢},, é a equagdo algébrica do MEC relacionada ao incremento do momento de tentativa dada
pela Eq. (2.65) e {AM'},, é calculado localmente para cada ponto k, a partir das tensdes no ponto k que
satisfazem o modelo constitutivo adotado. Assim, considerando-se as equagoes. (2.65), (2.72) e (2.73),

obtém-se as seguintes equacdes algébricas do MEC:

{AM°} = {K} + [S]{ AM° (D} — {AM"}, (2.74)
(aM,) = [Cy] {4 %} — {K} - [SI{ AM°W)} + {aM"},, (275)

onde considerando a Eq. (2.4), os momentos iniciais {AMO(L)} a nivel local pode ser obtido

considerando-se apenas as curvaturas ¢ os momentos do proprio ponto k, ou seja:

{AM°®} = [Cy] {A (%)} — {AM"},, (2.76)

k

Dessa forma, substituindo-se Eq. (2.78) em (2.69) (ver mais detalhes em FERNANDES ¢ NETO

(2013)), a equacdo de residuos pode ser escrita da seguinte maneira:

(R} = 206 - (Gl {2 ()} + 11 (16 {a (5)] - omi1,) - camt @)

1 . A e
sendo {A (;)} o vetor de incremento das curvaturas; [S] representa a influéncia dos momentos plasticos,

de todos os pontos da placa, dada pela Eq. (2.67).
Observe que no processo iterativo, a cada iteragdo, o valor de correcdo a ser dado no incremento

da curvatura ¢ obtido, e o incremento da curvatura da iteragéo anterior ¢ somado para obter o incremento
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da curvatura total da placa. Portanto, uma vez que a curvatura do ponto k£ € conhecida, sua tensdo de
tentativa pode ser calculada de acordo com a lei de Hooke e o critério pode ser verificado para obter a

tensdo atuante no ponto.

2.3.2 Matriz tangente consistente

A matriz tangente do problema de flexdo simples é obtida pela linearizacdo da Eq. (2.77) de
residuos, utilizando o Método de Newton-Raphson, ou seja, para uma determinada iteragdo i, a corregdo

no estado de curvaturas §4{1/r}}, é calculada pela seguinte equagio:

i

e+ (0

1 r (2.78)
o{a (7)),
Isto €, a matriz tangente consistente ¢ dada por:
i—1
ey = -2 (2.79)
N v
o{a (7)),
Derivando-se a equacdo (2.77) de residuos em relacdo a curvatura, obtém:
, i—1 i—1
(K™Y, = [S1([CP) " = [Cul) + [Cad + [C7] (2.80)

i-1, . . . . . , £
onde [C ;,p]n ¢ uma matriz quadrada, cuja diagonal ¢ composta pelas matrizes elasto-plésticas, e os

outros termos sao nulos, isto é:

([c,if’]l [0] . . [0]
[0] . . . [0]
crl= - el - [0l (2.81)
. . . - [0]
[ [0] [0] [o] [0] [ciF],]
sendo N o niimero de nds de célula e para um ponto qualquer £ da placa, [Cﬁlp] B ¢ dado por:
ep1i—1 t/2 ;
el = Gerleitax, (2.82)

-t/2
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onde [C¢P]™1 é a matriz constitutiva que se obtém do modelo constitutivo adotado, ou seja, é a matriz
tangente que relaciona a tensdo real ao incremento de deformagdo. Assim, fazendo-se a mudanga de
coordenadas cartesianas para coordenadas homogéneas (Eig), a integracdo numérica ¢ realizada ao
longo da espessura, através da formula da quadratura de Gauss, ou seja:
Ng
¢3

[c?],, = 7 D [0y (60) Wi (2.83)
ig=1

sendo W, o fator de ponderagdo do ponto de Gauss ig definido ao longo da espessura da placa, Ny 0 n°
de pontos de Gauss definido ao longo da espessura da placa.

Considerando que os momentos sao obtidos a partir da integracao das tensdes ao longo
da espessura (ver Eq. (2.5)), os incrementos de momentos sao calculados numericamente da

seguinte maneira:

2 (ig)
— ig
{aM;;} = T Z A0 ;7819 Wig (2.84)
ig=1
sendo 409 o incremento de tensdes no ponto de Gauss ig, obtido a partir do modelo constitutivo

i
adotado, que nesse trabalho se refere ao incremento de tensdo homogeneizada obtido apds solucdo do

problema de equilibrio do EVR.
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3 FORMULACAO DA MICROESTRUTURA

3.1 Formulac¢io nao-linear do Elemento de Volume Representativo

Neste topico, o MEC sera usado para modelar o Elemento de Volume Representativo (EVR),
que correspondera ao material concreto. Tal formulacdo ¢é desenvolvida detalhadamente em
(FERNANDES et. al. 2019), sendo as microestruturas dos EVR que ser@o adotadas nesse trabalho, assim
como suas discretizagdes, definidas por SILVA (2021). Para essa analise numérica, ¢ necessario
discretizar o contorno externo do EVR, assim como as interfaces entre matriz e inclusdes ou entre matriz
e vazios em elementos, além do dominio em células. Nos elementos sobre o contorno externo, as forgas
¢ deslocamentos sdo aproximados, mas nos elementos sobre as interfaces apenas os deslocamentos sdo
aproximados. Por fim, nas células devem ser aproximadas as forcas inelasticas e os deslocamentos.

Como detalhado a seguir, os deslocamentos nas células devem ser aproximados apenas se o
coeficiente de Poisson for diferente nas diferentes fases do EVR. O dominio do EVR sera determinado
pela matriz (pasta cimenticia), inclusdes (representando o agregado) e vazios (representando a
porosidade do concreto), no qual, o comportamento do material da matriz ¢ governado pelo modelo
elasto-plastico de Mohr-Coulomb e as inclusdes sdo consideradas elasticas. Também sera modelada
(através de elementos finitos retangulares de contato e fratura adicionados & malha do MEC) a ZTI
(Zona de Transicao Interfacial), que é uma regido ao redor das inclusdes em que ocorre um processo de
fraturamento acentuado, portanto, a microestrutura do material ¢ heterogénea.

Para um determinado ponto da placa, seu tensor de deformacdo, resultante da analise do
macrocontinuo (placa), sera aplicado de forma constante ao contorno de seu EVR para calcular a
resposta homogeneizada do EVR, que equivalera ao modelo constitutivo do concreto. Para tal,
inicialmente deve resolver o problema de equilibrio no EVR para obter os campos de tensao, deformagao
e deslocamento no EVR e, em seguida, calcular sua resposta homogeneizada.

Para simular o comportamento mecénico da matriz do EVR, a teoria da plasticidade sera
utilizada para descrever o processo de deformacao irreversivel na matriz da microestrutura. Para a regido
de interface, a mecanica da fratura serd empregada para modelar o processo o da fissura¢do nesta regido.
E para considerar a penetrabilidade entre a superficie do corpo do modelo, sera utilizada a mecanica de

contato.
3.1.1 Equacdes basicas
A modelagem do EVR ¢ feita pelo MEC, levando em consideragdo a divisdo de uma placa em

sub-regides. Na Fig. (3.1) tem-se um EVR genérico, que representa a microestrutura do material

analisado, sendo que Q; define a matriz (que possui um comportamento elasto-plastico) e as sub-regides,
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Q, Q3, Q4 e Qs representam inclusdes e/ou vazios, no qual, cada sub-regido representa uma fase com
diferentes propriedades elasticas. Observe que como {2, representa um vazio, a interface I'2; ndo existira.
Além disso, sobre as interfaces ente matriz e inclusdes podem ser definidos elementos finitos adicionais,
que sdo superpostos a malha do MEC, onde admite-se dois modelos constitutivos: um que modela

contato e outro que modela fratura.

FIGURA 3.1 — Microestrutura representada por uma placa.

Interface com
— clementos finitos
de fratura coesiva ¥
Q, e contato

K_/ f
T'is < -
@ r14
‘/Flz ‘/rla
X2 Fl
T—» X1

Fonte: Autoria propria (2022).

Segundo Fernandes et al., (2019), para o caso de pequenas deformagdes, com deformagdes

plésticas, a taxa da deformagéo total (¢;;) € dividida em duas partes, ou seja, taxa da deformagao pléstica

(éfj) e taxa da deformagao elastica (éiej), que podem ser escritos da seguinte forma, em fun¢ao de suas

. ax ., .
taxas (x) = 5p> OU suas variaveis de tempo:
. _ e D
gj =&t &; (3.1

Como a fratura entre as fases € considerada neste trabalho, ela deve ser levada em conta no

calculo da deformagdo. Nesse caso, a taxa da deformagdo total (¢;;) € dividida em taxa da deformag@o

continua (&; ;) € taxa da deformacdo de fratura (éicjf ), de acordo com a seguinte equagao:

&y =&+ &) (3.2)

Aplicando a lei de Hooke a deformacgdo total (€;;), definida em (3.2), obtém-se a forga da

membrana (Nl-‘j-) que, considerando caso de tensdo plana, resulta em:
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. E . . E | . cer
NS- = m[vskk&j + (1 - V)Sij] + m[VSkk(Sij + (1 - V)Skk =

(3.3)
= IVU + Nlif

AT~ . \ ~ ; vCf o~ . \ ~
sendo: N;; sdo as forgas associada as deformagdes continuas, N; jf sao as forgas associada a deformacgao

de fratura, E = E;, sendo E o modulo de Young, v € o coeficiente de Poisson, t é a espessura da placa e
0 6;; delta de Kro-necker.

, . . .
Apos aplicar as tensdes 4,

ao critério de plasticidade, obtém-se a taxa do tensor de tensdo (d;)
e a forca da membrana (N; i), ou seja: d;; = C&;j, onde C € o tensor constitutivo elasto-plastico.

Alternativamente, as forcas N; jpodem ser expressas pela lei de Hooke, na forma:

Levando em consideragdo as equacdes (3.1), (3.2) e (3.3), a taxa de membrana ﬁi j pode ser

escrita da seguinte maneira:

Observe que a forga inelastica Ng- tem uma parcela definida pela forca plastica e outra dada pelo

fendmeno de fratura ou contato, que € modelado nos elementos finitos sobre as interfaces, ou seja:

Ni(} _ Niz]{ _ Nij_f (3.6)

3.1.2 Equacio integral de deslocamento do MEC para um ponto interno do EVR

Com a finalidade de utilizar o Método dos Elemento de Contorno, primeiro é necessario obter
a equacdo integral de deslocamento (u;) para um ponto interno do EVR. A partir desta equagao, outras
equagdes necessarias para resolver o problema podem ser obtidas. Para tal, seja a Fig. 3.2 que representa
um EVR composto por trés sub-regides, sendo que, cada sub-regido pode ser definida por diferentes
materiais. Sendo assim, o dominio da placa Q ¢ a soma do dominio da matriz €2; com as inclusdes () e

Q.
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FIGURA 3.2 — EVR com Sub-regides.

O
‘/rlz

| /FIS

—

Fonte: Autoria propria (2022).

Através do teorema de Betti, a equagdo relacionada ao problema bidimensional ¢ deduzida
escrevendo integrais sobre todo o dominio Q da placa, em relagdo apenas a deformagdo fundamental
i ; da sub-regido onde o ponto de colocagdo esta posicionado. Tendo em conta a Fig. 3.2, onde tem-se
um EVR com trés sub-dominios de materiais diferentes, sendo Q=0,+€2,+€;, dessa forma, pode-se
escrever a seguinte equagao:

f e,’éUIVUdQ = f E;:ijlvijdﬂl +f S;ijNideZ +f €;ijlvijd93 (i,j’ k:l,z) (37)
Q o Q Qs

2

onde o subscrito k ¢ a direcdo da carga fundamental e N; j € definido na Eq. (3.5), ¢ a solugdo fundamental
ki ; € em fungéo de E da sub-regido onde o ponto de colocagio estd posicionado.
Considerando-se apenas uma sub-regido (2 qualquer da Eq. (3.7), sua integral de dominio pode
ser escrita como:
*  nT * ES
f &kijNijdQs = f Erij 3~ [VsOijen + (1 — vg)e;;] dQs (3.8)
Q 1 -vg)

s Qg

(1-v3)v . N .
—~—, visto que, ndo modifica seu
1-v2) E v

A equacdo (3.8) pode ser multiplicada pela parcela

valor. Isso ¢ feito a fim de escrever o integrando em razio das propriedades, E e v, que sdo valores

relacionados a sub-regido onde o ponto de colocagio estd posicionado. Considerando as relagdes Eg =

Es

-2)

e atentando que & = &;;6;; € &y = €05, a Eq. (3.8) pode ser escrita da seguinte maneira:

_ Egv E v
f glzthijd'QS = ?S—Sf Sij—z [ve;”&-]- + (— - V) g;i]’] d.QS (39)
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A lei de Hooke Eq. (2.2) pode ser aplicada na Eq. (3.9) a qual resulta em:

=(V
0 N 0

N

gijgl’;ijd'QS] (310)

< |

N

x| ST

f gltijNideS =

2s

Percebe-se que quando o ponto de colocagdo pertence a sub-regido (25 onde ocorre a integragao,

Es =Ee Vs =V, logo a Eq. (3.10) sera expressa como o Teorema de Betti escrito para o problema da

placa, que nao ¢é dividido em sub-regides, isto €:

ffiijlvijdﬂs‘:J €ijNiijd s (3.11)
0

s g

Levando em consideracao a Eq. (3.5), para o caso geral em que existem Ns sub-regides, a Eq.

(3.10) pode ser escrita da seguinte maneira:

N

S =
. Esv .
f«?kij(Nij +Nj)ds = fo U fiijijdﬂs] +
? s=1 s 3.12
Ng (3.12)
- Vg .
+ZES (1——) [f gij‘gkijdﬂs]
5=1 V7 as

Com o objetivo de obter a expressao de deslocamento u; para um ponto de dominio na placa, a

Eq. (3.12) sera integrada por partes, tornando-se, as integrais de dominio em integrais com variaveis no
contorno, interface e dominio, (para mais detalhes ver CROZARIOL (2017)). Dessa maneira, obtém a

seguinte expressdo, onde Nj,. inclusdes € N, q,i0s Vazios sdo definidos na microestrutura constituida

por Ng sub-regides:

we(q) = ]F (ui (@ PYP (P) + 1}y (g, P (P))dT +
~ =2 [ (W(PIPia(@ P) + 1 (PIpia(a, P))dT +
Iy
(3.13)

Nyazios =

E;vq . N . *
— z = (ul(P)pkl(q, P) + 1, (P)pi2(q, P))dplj +

j=1 rl]

Ninc ,= =
Ev; — Eqv
_ Z(”E—v“) (1 (PYpi1(q, P) + ta (P)pica(q, P))dljy +
j=1

rjl
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-E(1-3) ] (02 (PIeia(0,P) + o (Phaa, AT +

Ninc
2B -E (-} [ Piaa P+ wa@leiata, s +
j=1 j1

Ng Ng
_ v . . § .
+ Z Es (1 - _S)f u;(p)ekij,i(q, p)ds + z f ek1j(q, PING (0)d2(p)
s=1 V7 as s=1"4s

sendo u;, u, deslocamentos no plano da placa e p;, p, as forcas no plano da placa; E e v referem-se a
sub-regido onde o ponto de colocagdo esta posicionado, e Nl-(])- sd0 os esforgos iniciais, que nesse trabalho

sdo as forcas associadas aos fendmenos dissipativos.
3.1.3 Equacao integral do MEC para deslocamento de pontos no contorno ou interface do EVR

Na formulagdo numérica através do MEC, podem ocorrer problemas de singularidade
(indeterminacdes do tipo In(r), 1/r e 1/r? ) quando o ponto de colocagio g pertencer ao elemento a
ser integrado, pois quando q e p coincidem, o raio é zero, ou seja, r(Q, P) = 0. Portanto, um processo
de célculo algébrico € necessdrio para lidar com essa singularidade que aparece nas expressoes
fundamentais e obter como resultado o valor ou expressio designada como termo livre. Também, deve-
se lembrar que ao integrar o contorno ou elemento de interface ao qual pertence o ponto @, devido a
singularidade, a integracdo ¢ realizada analiticamente.

Na analise da microescala diferentes termos livres podem ser definidos, em comparagdo com a
macroescala. Dessa forma, na microescala além da possibilidade de o ponto de colocagdo pertencer ao
elemento a ser integrado no contorno externo do EVR, existem elementos nas interfaces entre as sub-
regides. Portanto, o ponto de colocacdo pode estar no contorno externo do EVR, entre a matriz e as
inclusdes ou entre a matriz e vazios, existindo diferentes termos livres para cada caso. A obtencdo desses
termos livres ¢ descrita em detalhes em CROZARIOL (2017).

A equag@o integral de deslocamento para pontos de colocag@o coincidentes com o contorno
externo ou localizados sobre a interface, resulta igual aquela de pontos internos do EVR, apenas

acrescentando os termos livres Cyq € Cy, OU seja:

Cr1u1(Q) + Crou2(Q) = J.r (ul*cl(qi P)p1(P) + uy,(q, P)?z(P))dr +
' (3.14)

Eyv
~ 22| (0 (PIPia (4. P) + i (PP, P)dT +
I
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Nyazios =
1V1 . . . *
- = | (P (a,P) + i (Phpia(a, PY)r, +

j:l Fl]

Ninc (E ﬁ )
Vi — E1Va . « . -
=Y I (0 (P (0, P) + ta (PIpia(4, Pl +
]=1 EV F]1

E(1-3) ] (02 (PIeia(0,) + o (Phaa, AT +

Ninc
S {E-D)-E(1-2) j (i1 (P)ej (g, P) + (P (g, P)) Iy +
j=1 jt

Ns Ns
= v . " * .
+ Y B(1-2) [ w@ery amins+ Y, | ey PNg@ane)
S=1 v 25 5=1798s

na qual os termos livres sdo dados pelo vetor {C,fl-} = {Cx1 Ck2}, onde a dedugio detalhada pode ser
vista em CROZARIOL (2017) e resultam em:

=  Ponto sobre o contorno externo ndo coincidente com o canto:

C11 =0 = (3.15)

N| =

Clz = 621 = 0 (316)

= Para ponto de colocacao localizado no canto de uma interface entre a matriz e uma inclusao:

Cu=t+ E=ivl+§(1—ﬁ)<2_3vl> (1—£)+

2T Ev 4G v/\1-v' 2
(3.17)
E;vq 14 E(1—v") (1 vl) cos 2601 sin2f + sin 26, (1 — cos 23)
Ev G v 8m(1—v")
1 E:1V1 E:1 V1
Co=Ch=|—77——7|1———|— =(1-——
127221 =\ 8r(1 —v')( Ev ) 16nG( v) " (3.18)
* (— sin 26, sin 28 + cos 26; (1 — cos 2[3))
B E=1V1 E=1 vy (2 -3V B
Cp=t 4| 2241 (1 -2 (1-5)
27 2m "\ Ev +4G( v) 1—v/ )t
(3.19)

Eivy 14 E.(1-v") (1 vl) <cos 201 sin2f + sin26; (1 — cos 2B)>
8 (1 —v")
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=  Para ponto de colocacdo localizado em uma interface entre matriz e inclusdo nao coincidente

com canto (basta adotar B =7 nas Egs. (3.18) e (3.19)):

= = T
1 E1V1 E1 Vl 2_3V,
=101 = —(1-—
Cai {2( +EV>+8G( v) 1= ) °
= = T
1 Elvl El Vl 2—31/’
= —(1 — —(1-—=
Cai {0 2( * EV)+8G( v) 1—v

= Para ponto de colocacao localizado no canto de uma interface entre a matriz € um vazio:

(3.20)

B cos 260, sin2f + sin 26, (1 — cos 23)
Cii1=1—— 3.21
1 21 + 8m(1—v') (3:21)
1
Cip, =Cyy = (m) (— sin 26, sin 28 + cos 20, (1 — cos 2,[)’)) (3.22)
B B cos 26, sin2p + sin 26, (1 — cos 23)
Cyy =1 = 8l —v) (3.23)

De forma semelhante & macroescala, nos duplos sdo utilizados para o tratamento de cantos no
contorno externo. Neste caso, ndo ha necessidade de definir um termo livre para o ponto de colocagio
que coincide com o canto, ja que recai no caso de pontos sobre o contorno sem angulosidade. Entretanto,
quando se faz a modelagem do fenémeno de descolagem de fase, o campo de deslocamento nas
interfaces entre a matriz e as inclusdes ndo ¢ mais continuo, ou seja, diferentes deslocamentos podem
ser associados aos nos na interface, por esse motivo ¢ necessario adotar nds duplos nas interfaces para
resolver o problema. Nesse caso os nds duplos tem mesma coordenada, mas um pertence a matriz ¢
outro pertence a inclusdo. Os termos livres definidos em (3.20) a (3.23) sdo referentes ao ponto de
colocagao pertencente a inclusdo. No caso em que ele pertencer a matriz, seus valores resultam em (ver

essa deducdo detalhada em SILVA (2021)):

2T — Ewv, E,2-3V v
_ BB [Ev_ El )(1__1)+

Ci1 = = —
H 2 2r\ Ev  4G(1-V) v
(3.24)
3 E,v, 14 E;(1—=v) (1 3 ﬁ) cos260;sen2f + sen26,(1 —cos2f3)
Ev 2G v 8r(1—v)
2m — Eiv, E2-3V v
Cpp =B B (B Bl )(1—71) (3.25)

2m 2m\ Ev  4G(1-v)
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v

E;vy 14 E;(1—v) (1 vl) cos260;sen2f + sen26,(1 —cos 2 f3)
Ev 2G 8r(1—v")

Cip = Cyy = 1—21) -1 (1-2
2o [8n(1 —V’)< Fv ) 16nG( v) ’ (3.26)

* [sen20;sen2B — cos 26,(1 — cos 2 B)]

Para a definigdo dos angulos "p" e "8," que aparecem nas expressoes dos termos livres, ver a
Fig. 3.3, que mostra a insercdo do contorno circular de raio infinitesimal, necessario para o tratamento
da singularidade, no caso em que o ponto de colocagdo "Q* se encontra em um canto sobre a interface
entre a matriz (dominio "1;") e a inclusdo (dominio "Q,"). O angulo "B" ¢ aquele formado no canto
onde esta o ponto Q, ja o angulo "6," é aquele entre a interface e o eixo "x,". Além disso, no caso da
Fig. 5.3 adota-se o ponto Q pertencente a incluséo, e por isso, o contorno circular ¢ definido de tal forma
que o ponto Q seja interno a inclusdo. Para posigdes diferentes do ponto Q, a definicao desses angulos
¢ andloga. As dire¢Oes normais “n,”, “nq{,” € “n,¢” na figura referem-se, respectivamente, ao contorno
externo “I';”, interface. I, e interface “T,;”. Além disso, no contorno circular "I¥" as dire¢des normal

TR

e tangencial sdo definidas como "n" e "s". Os termos livres sdo obtidos apos fazer o limite do raio

infinitesimal tender a zero (ver detalhes em OHLAND (2017) e CROZARIOL (2017)).

FIGURA 3.3 — Interface matriz-inclusao.

:

Fonte: Autoria propria (2022).
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3.14 Equacao integral do MEC da derivada do deslocamento para pontos internos do EVR

Para resolver o problema de equilibrio do EVR, a equag@o da derivada de deslocamento ¢

necessaria, uma vez que, ¢ a partir dela que se obtém a equacao algébrica das forgas elasticas. Derivando

a Eq.(3.13) para qualquer dire¢do m, a seguinte expressao ¢ obtida:

our(q) [ (Our1(q,P) . Ju,(q, P) |

om _ljl< om P (P) + om (P))dF+
_Egvlj< @ pkl(q. P) Z(P)apkz(q. )) dr +

v

r1

Nyazios =
_ z Egvl f( ® pkl(q. P) Z(P)apkz(q, )) ary, +

j=1 v r1j

Ninclusses

_ Z (@_ =1V1) f<ﬂ1(P)ap;1(q' P) Z(P)aka(q' )) dr, +
Ev

. Ev adm
j=1 rj1
Ninclusses (3 27)
= Vi = 1
- Y B0-D-R6-2)-
j=1
. agltl(qip) aSkZ(q' P)
Ji ) (ul(P)T 1,(P) 2 2y
< 02411, (a.p0)
= Vg . Skl]] qa,p
+ B (1-2) [ w LT
v ( v) Qs dmg
N

S
d
* 70
+5§—1_am Lsgkij(q'P)Nij(p)dQ(p)

As expressoes fundamentais da Eq. (3.27) esta no Apéndice D.

E importante ressaltar que nio havera problema de singularidade na integral de dominio
envolvendo deslocamento, pois quando o ponto de colocacao pertencer ao dominio de integragdo, tem-
se que v = v,, 0 que o anula. O mesmo ndo ¢ verdade para integrais de dominio envolvendo forgas
normais plasticas. Para lidar com essa singularidade, ¢ retirado do dominio {2 um dominio circular {2,
onde a singularidade esta localizada, com um pequeno raio &, com origem no ponto g, para obter o
dominio, que ¢ dado por: 2, = 2 — ), (para mais detalhes ver CROZARIOL (2017)). Apos o

tratamento dessa singularidade, a integral de dominio que aparece na Eq. (3.27) resulta em:
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5 | #kai (@ PING(0)dO(p) =
s (3.28)

D) [(6 — 8N (@) — N (@) S|

1
- LN j (PIekijm (0. PYAQ + T

3.2 Solu¢ao numérica do EVR através do MEC

Este capitulo apresenta como transformar as equagdes integrais do EVR em equagdes algébricas,
por meio da aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno. Para isso, além de discretizar o contorno
externo do EVR, também ¢ preciso realizar a discretizacdo das interfaces em elementos ¢ do dominio
em células, pois as incognitas do problema também sdo definidas nesses locais. Assim sendo, as
incognitas do problema sdo os deslocamentos nos nds de interface e internos, as for¢as nodais no
contorno e as forgas plasticas nos nés internos. Porém, no caso de todas as fases do EVR terem mesmo
coeficiente de Poisson, ndo tem deslocamentos incognitos nos nos internos de células. Portanto, ao
inserir fungdes interpoladoras nos elementos e células para aproximar as variaveis do problema, as
equagdes integrais sdo transformadas em equagoes algébricas. Esse processo de transformar as equagoes
integrais em algébricas ¢ feito de maneira semelhante ao visto na macroescala (que utiliza uma
aproximacdo quadratica das variaveis nos elementos) e, portanto, sera mostrado aqui de forma mais
resumida.

Levando em consideragdo a analise em multiescala, a solug¢do do EVR ¢ alcangada pela
aplica¢do da deformagao constante obtida na macroescala em todos os nds do contorno externo do EVR.
Na microestrutura heterogénea, por conter inclusdes e vazios, o campo de deformagdo nio € constante
e isso gera o chamado campo de flutuacdo de deslocamento e vinculado a esse campo de flutuagado de
deslocamento tem o campo de flutuagdo da deformacdo. No entanto, o valor final da flutuagdo de
deslocamento sé pode ser conhecido apds a resolugdo do problema de equilibrio EVR. Além disso, na
microestrutura, o campo de deslocamento ¢ definido como a soma da parte linear (calculada a partir da

deformacdo constante da macroescala) mais a parte chamada flutuacdo de deslocamento.
3.2.1 Aproximacio das variaveis no contorno e dominio do EVR

Ao discretizar o contorno em N, (¢) elementos retos, interface em N,(;) elementos retos ¢ o
dominio em células triangulares, conforme mostrado na Fig. 3.4, as integrais no contorno, interfaces e
dominio podem ser aproximadas. A funcdo utilizada para a aproximacao das variaveis nos elementos ¢
linear, o que requer dois nds por elemento. Observe que os nés duplos sao definidos nos cantos do
contorno externo, em virtude da descontinuidade do valor da for¢a de superficie, e ndo ha necessidade

de utilizar os n6s duplos na interface, pois apenas o deslocamento ¢ incognito.
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FIGURA 3.4 — Discretiza¢dao do contorno/interface e dominio.

Iy, ~1(c)

Mt

In, 0

Lo Lo Lo

Fonte: Autoria propria (2022).

A aproximacao da variavel no elemento ¢ realizada para expressar o valor da variavel u; ou p;

em qualquer ponto P do elemento j em fung@o de seu valor nodal e fungdes de interpolagdo, ou seja:

(3.29)

[cbi P) 0 ¢(P)

S 1 y
{u(P)}=9'U= {up} 0 @1 (P) 0 op (P)] < u?

2

0 P2
0 PP O ¢>§(P)]<p% (.30

\p3

P ! !

2

sendo o sobrescrito 1 o no inicial do elemento, o sobrescrito 2 o né final e os subscritos sdo as dire¢des
das variaveis. E importante notar que a fungio e a matriz de interpolagdo sio escritas como ¢; e ¢’,
respectivamente para distingui-las daquelas no capitulo 0 referente a macroescala. As fungdes

interpoladoras lineares sdo dadas pelas seguintes equagdes:

$1(P) =05(1—-¢) (3.31)
$2(P) =0,5(1+¢) (3.32)
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3.2.2 Aproximacao das variaveis no dominio

Existem duas integrais de dominio a serem resolvidas na Eq. (3.13), uma envolvendo
deslocamento e a outra envolvendo esfor¢os iniciais. Para resolver esses problemas, o dominio sera
discretizado por células triangulares, onde os deslocamentos serdo linearmente aproximados, e os

esforgos iniciais serdo considerados constantes.
3.2.2.1 Aproximacao da integral de dominio englobando deslocamento

Para a integral de dominio onde tem-se deslocamentos definidos no integrando, optamos por
usar uma fung@o de interpolagdo linear para permitir diferentes deslocamentos em diferentes nos da
célula. Observe que no caso de se ter o mesmo coeficiente de Poisson nas fases do EVR, essa integral
ndo precisa ser levada em conta. Portanto, as fun¢des de aproximagao usadas para aproximar o valor de
deslocamento em um dado ponto "P" da célula sdo as mesmas definidas no item 2.2.3 deste trabalho,
que foram utilizadas para aproximar os momentos iniciais nas células do macrocontinuo. Entretanto,
devido as diferentes dimensdes dos vetores de interpolagdo em cada caso, a matriz interpoladora [W'] é

diferente da Eq. (2.41), e os deslocamentos no ponto "P" ¢ calculado pela seguinte equacgao:
P uf M, (N)
W=y pr=1v H{u™} (3.33)

sendo que o vetor {u(N )}, refere-se aos deslocamentos dos nos nodais da célula; os subscritos referem-

se a dire¢do dos deslocamentos, € a matriz interpoladora [W'] é dado por:

& o & o & o

] = 0 & o & o &

(3.34)

onde as fungdes de aproximagao estdo definidas na Eq. (2.41).

Dessa forma, segue-se 0 mesmo raciocinio aplicada na placa (macroescala): transforma-se as
integrais de dominio em integrais de contorno para facilitar o célculo e aplica-se a técnica de sub-
elementos, a fim de, melhorar a precisdo dos resultados. Portanto, o coeficiente relativo ao né a da célula
¢ calculado numericamente ao longo dos trés lados da célula, conforme mostrado na seguinte equagdo

(ver mais detalhes em CROZARIOL (2017)):

3 Nsub Ng

e =) >
4
=1 ks=11G=1

V’ak or
ij)(% Oy —4r, Ty ) +r,ome +1, mi) (3.35)
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1 or
[-¢d+¢Bin R]E%Wm

3.2.2.2 Relacao entre deformacao e deslocamentos na célula

Os deslocamentos variam linearmente nas células, sendo as deformagdes nas células obtidas a
partir dos deslocamentos, de forma analoga ao que se faz no Método dos Elementos Finitos. Portanto,
as deformagdes sdo constantes nas células, o que leva a esforgos plasticos (ou esforgos iniciais) também
com variagdo constante na célula. Portanto, apenas um né € necessario na célula, e o né € definido em
seu centro.

E importante definir uma relagio entre deslocamento e deformagio na célula, porque o problema
de equilibrio do EVR ¢ resolvido em termos de deslocamentos. Desse modo, de acordo com a corregao
de deslocamentos, deve-se determinar a corre¢do de deformagdes para obter as tensdes em todos os nos
de células e verificar a equagdo do equilibrio do EVR. Dessa forma, a relagio entre deformacéo {e} e

deslocamentos {U} em uma célula qualquer é dada por (ver mais detalhes em CROZARIOL (2017)):

€11
{g} = {)/12} = [Bcel]{U} (336)

€22
onde a matriz [B.;] é dada por:

by 0 b, 0 by O
a; by a, by, a3z bs (3.37)
0 aq 0 a, 0 as

[Bcel] = ﬂ

onde by, by, b3, aj, ay, a3 estdo definidos em (2.43) e (2.44), respectivamente.

3.2.2.3 Integral de dominio envolvendo esforcos plasticos

A fim de analisar a integral de dominio que aparece na Eq. (3.13) do deslocamento uy,
englobando os esfor¢os plasticos, as sub-regides sdo discretizadas por células triangulares e uma fungio
de interpolacdo constante ¢ usada para aproximar os esforgos plasticos, logo essa fun¢do assume valor
de 1. Portanto, a célula triangular necessita apenas de um no, que sera definido em seu centro. Aqui, a
integral de dominio também ¢ transformada em integral ao longo do contorno da célula e a técnica de
sub-elementos também ¢ utilizada (similar ao item 3.2.2.1). Nesse caso, a integral de dominio ¢

calculada de forma aproximada como:
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3 Nsub Ng
fkl (9) s
glrcel — ]m k, 1,j, m=1, 2 3.38
¢ am (@) = grEa T v)z Z 2 { . (o1, ) (3.38)
s=1ks=11G=1

3.2.3 Equacdes algébricas e sistema de equagcoes do MEC para o EVR

Com a finalidade de montar o sistema de equagdes a ser resolvido na microestrutura (EVR),
primeiramente, de acordo com o mesmo principio utilizado na placa (macroescala) e também pode ser
visto em trabalhos como o de CROZARIOL (2017), as equagdes integrais sdo convertidas em equagdes
algébricas. Portanto, realizando-se a discretizacdo do contorno e interface em N, elementos e do dominio
em N_,; células e substituindo-se as incognitas por seus valores aproximados, a seguinte equacdo pode

ser obtida:

Gt (@) + Cirtz (@) = Z 9@l +

]? —=N{)
Z e @uity — B (1= Z P (@i +

T Ev
vaz = Nin
E V. E v
1V ‘1 V1
Z == Z me? (@ully) — Z F2- ]Z P (Quly + (3.39)
NI.TLC
—N(Jj)
Z {Em (1——) E ( 1—— thl @ul;, +
m=
Ng Ncel Ns Ncel
= Vs 1 N rcel 0(N)
+Z ES (1 _7) z elgle (q) Uj(cel) + Z Z e ifj (Q) Nu(cel)
S=1 cel=1 S=1cel=1

De maneira analoga a macroescala, calcula-se os vetores {hj }(Q) {i_lj }(Q) e {gj }(Q) de todos
os elementos, ¢ ainda, os vetores referentes as células do EVR: {e®'}(q) ¢ {e""°'}(q). Entdo, agrupa-
se os coeficientes relacionados a um mesmo valor nodal, para que a Eq. (3.39) possa ser escrita de forma
matricial. Além disso, o termo livre deve ser adicionado a coluna correspondente do vetor {H}
relacionado ao ponto de colocacdo. Assim, obtém-se a equagdo algébrica referente a equagdo do

deslocamento no ponto Q:

{Hu}(Q){Uu} = {Gu}(Q){Pu} + {Eu}(Q){NO} (3.40)
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onde: {Uu} ¢ o vetor dos valores nodais dos deslocamentos nos nds sobre o contorno, internos e
interfaces; {Pu} é o vetor dos valores nodais das forcas de superficie no contorno externo e {N°} é o
vetor dos esforcos iniciais nos nos de células.

Considerando o contorno externo do EVR, os valores nodais sdo as forgas de superficie (p; e
D), € duas componentes de deslocamentos (u4 € u,), onde uma componente em cada direcdo deve ser
dada como uma condi¢do de contorno. Entretanto, no caso especifico deste trabalho, os deslocamentos
sdo aplicados a todos os nos do contorno, assim as forgas obtidas sdo reagdes a esses deslocamentos
aplicados. J& no dominio, os valores definidos nos nés sio trés componentes de forgas iniciais (N7 ,
NP, e N£,) e duas componentes de deslocamentos (u; e u). Escrevendo-se duas equagdes de

deslocamentos para cada no sobre o contorno, interface ou pertencente a uma célula, chega-se a seguinte

CARTAN {{UH}CIZ
CANMUAR ()

equagao:

”]CC] (P}, + [EJN) (3.41)

sendo que o subindice C esta relacionado ao contorno externo, ¢ o subindice i esta associado aos valores
do dominio e interface. Os vetores {UM}, {Pu} e {N°}, sdo os valores nodais de deslocamento, forgas de
superficie e esforgos iniciais, respectivamente (ja definidos na Eq. (3.40)). A matriz [H”] resulta da
integracdo sobre os elementos de contorno e de interface e também sobre as células sendo referente as
integrais que t€m os deslocamentos no integrando. A matriz [Gﬂ] resulta da integracdo sobre os
elementos de contorno, sendo referente as integrais que t€m forgas de superficie no integrando. E por
fim, a matriz [E#] representa os valores integrais das células que tém os esfor¢os iniciais no integrando.

Este trabalho estuda a analise de flexdo de placas considerando uma microestrutura heterogénea
no contexto da analise em multiescala. Apos aplicar a macro-deformacao, que ¢ calculada pelo problema
de flexdo da placa, ao contorno externo do EVR, na forma de deslocamentos lineares nos nés de
contorno, deve-se agrupar todas as incdgnitas no vetor do lado esquerdo da equagdo trocando-se as

colunas da matriz [Hu] e [Gu]. Dessa forma, a Eq. (3.41) pode ser descrita da seguinte maneira:

¢ u}i} -

O sistema constituido pela Eq. (3.42), pode ser escrito de maneira simplificada, dado por:

_[Hu]cc o
—[H,] (U}, + [EL]IN (3.42)

[ [Gulee [Hul

]LC H ]ii

Hlic

[Au]{Xu} = {B.} + [E.]{N} (3.43)
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onde [Au] = _[GM]CC [Hu]Ci [Hﬂ]cc] {UH}C, {Xﬂ} = {P#}C ¢ o vetor das

_[Gu]ic [Hu]l-i ’ [Hu]ic Uu}i

incognitas que € dado pelas forcas de superficie no contorno e dos deslocamentos nas interfaces e nos

o vetor {B,} = [:

internos das células.

Multiplicando ambos lados da equacio pelo inverso da matriz [A]™! para isolar o vetor {X}, de

forma analoga ao macrocontinuo (ver capitulo 0), obtém-se as incognitas:

{Xu} = {Lu} + [RM]{NO} (3.44)

sendo: {L, } = [AM]_l{BM}; [R.] = [A/—l]_l[EM]‘

A fim de solucionar o problema de equilibrio do EVR, a soma das forgas nodais em todas as
células deve ser zero, isto ¢, as forcas do EVR devem estar em equilibrio. Para isso, faz-se necessario
também escrever as equagdes algébricas das for¢as normais elasticas {N €} (de tentativa), que sdo obtidas
apos escrever as equagdes da derivada dos deslocamentos em todos os nos centrais das células e aplicar

a lei de Hooke, obtendo-se:

unp

v =[], 1)} },} S CARGARATA (.45

Depois de aplicar as condi¢des de contorno no EVR, a Eq. (3.45) pode ser descrita da seguinte

maneira:

P
o) = il -1 el i ), + o a4
Ou de maneira simplificada:
(Vo020 =~ + {5 + [E£1Ov) 347

Substituindo o vetor {X u} (Eq. (3.44)) na Eq. (3.47), tem-se:
(NeMEODY = [k} + [S,]{N°} (3.48)

onde o vetor {Ku} = {B;'z} — [AL]{LM} € a matriz [S#] = [E;l] — [AL][Ru]'
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O procedimento numérico ¢ o seguinte: antes de resolver o problema de equilibrio do EVR, que
sera visto no proximo capitulo, o calculo do vetor das incognitas elasticas {ALM} e dos incrementos de
forga elastica {AKy} sdo calculados, sendo que esses ndo consideram o campo de flutuagdo de
deslocamento que satisfaz a equacdo de equilibrio do EVR, nem o campo de forgas iniciais. Porém, apds
resolver o problema de equilibrio do EVR obtém-se as forgas iniciais nodais e os deslocamentos dos nos
de contorno devem ser atualizados, pois deve-se somar aos mesmos o campo de flutuagdo. Com esses
valores, atualiza-se os valores das incognitas {X H} (Eq (3.44)) e a partir das for¢as nodais no contorno
calcula-se o vetor de tensdo homogeneizado (ver detalhes no proximo capitulo). Vale ressaltar que para
calcular os vetores {ALH} e {4Ky}, as seguintes matrizes, que sdo constantes, devem ser montadas:

-1 _[HN]BB
[4.] —[H,]
Klig

iteracdo do primeiro incremento do problema macrocontinuo.

-1
. ! . 12 : . ~ ’ . .
; [Au] ; [R#] e [H”]B. Assim, essas matrizes sdo construidas apenas na primeira

33 Problema de Equilibrio do EVR
3.3.1 Introducao

Uma microestrutura geralmente ¢ constituida de varios materiais com comportamentos
diferentes, ou seja, a microestrutura do material é complexa (matriz, inclusdes, vazios, fraturas),
portanto, os campos de tensdes e deformacdes ndo sdo uniformes na microescala. Para calcular as
tensoes do ponto do macrocontinuo levando em conta os diferentes comportamentos das fases que
caracterizam a microestrutura, ¢ necessario ser realizada uma modelagem multiescala, no qual a
microestrutura serd representada por EVRs. A transi¢do da microescala para a macroescala sera

realizada através do principio da homogeneidade e do conceito de média volumétrica.
3.3.2 Campo de deslocamento do EVR

Para realizar a modelagem multiescala, pontos de interesse devem ser definidos no dominio do
macrocontinuo, aos quais sdo associados um EVR (Elemento de Volume Representativo), que
representa a microestrutura do material em nivel dos graos. Portanto, assume-se que o EVR é composto
por diferentes fases (ou materiais) com mddulo de elasticidade e coeficiente de Poisson caracteristicos,
e também apresentam diferentes comportamentos mecanicos, podendo esses serem eldsticos ou
apresentarem fendmenos dissipativos.

O tensor de deformacdo constante sera aplicado no contorno da microestrutura para calcular a
resposta homogeneizada do EVR, que correspondera ao modelo constitutivo do concreto. O material,

por haver vazios e/ou inclusdes, ¢ tido como heterogéneo, dessa forma, havera um campo de flutuagéo
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de deslocamento no EVR, pois a deformagao no EVR ndo sera uniforme (constante). Desta maneira,
quando um campo de flutuagdo de deslocamento que satisfaz sua equagdo de equilibrio € encontrado, o
problema de equilibrio do EVR ¢ resolvido. Quando o equilibrio do EVR ¢ resolvido, os campos de
tensdo, deformacdo e deslocamento podem ser obtidos e, em seguida, a resposta homogeneizada pode
ser calculada. E importante enfatizar que, para resolver o problema de equilibrio do EVR, é necessario
impor condi¢des de contorno a microestrutura em termos de flutuacdes de deslocamento.

Seja a Fig. 3.5, onde [ define o comprimento caracteristico do macrocontinuo e x ¢ qualquer
ponto do macrocontinuo. Cada ponto x do macrocontinuo deve ser associado a um EVR que representa
a microestrutura do material, que pode ser composto por inclusdes e vazios, ¢ y ¢ qualquer ponto do
EVR.

FIGURA 3.5 — Ponto do macrocontinuo relacionado com o EVR.

Elemento de Volume
Macro-continuo
(macro-escala)

Representativo
(microestrutura)

L,

L, <<l

Fonte: Autoria propria (2022).

De acordo com esta defini¢do, a deformag@o neste ponto x ¢ dada pela média volumétrica da

deformacdo no EVR, isto ¢:
1
e@0=7 g, (y, )dV (3.49)
I‘L Qy,
Da mesma forma, a tensdo em um ponto do macrocontinuo ¢ dada por:

1
amw=7L%mow (3.50)
B8y
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sendo que os valores com indice i referem-se ao EVR, isto €: V, € o volume, £}, o seu dominio, o, a
tensdo, €, a deformagdo e I}, o contorno.

Portanto, nas equagdes (3.49) e (3.50), temos tensdes e deformagdes médias, que é o processo
de transformar quantidade microscopica em quantidade macroscopica.

No modelo com MEC, a deformagio constante sera aplicada aos nés de contorno. Assim, como
processo de solucao, define-se que o campo de deslocamento no EVR € composto por duas partes, sendo:
uma que € produzida pela macro-deformacao aplicada e a outra dada pela flutuagdo do deslocamento.
Portanto, considerando y, um ponto genérico do EVR e x um ponto genérico do macrocontinuo, o campo

de deslocamento u,, do EVR ¢ dado por:

u, (v, t) =u, (y, t) + i, (y, t) (3.51)

onde u,(y,t) é o campo de deslocamento microscopico; u;(y,t) ¢ resultante da macro-deformagéo
€(x,t) imposta de forma constante ao contorno do EVR; @, (y,t) € o campo de flutuagdo de
deslocamento; uj;(y, t) = £(x, t)y para os nés de contorno, onde y representa o vetor das coordenadas

do ponto do EVR.

De forma analoga temos:

g, t) =e(xt) +&,(,0) (3.52)

sendo ¢ a deformagio imposta ao EVR (obtida a partir do problema da macroestrutura), € €, € o campo
de flutuacdes de deformagao.

Note que £(x, t) ¢ imposta de forma constante apenas nos nds de contorno, pois nos noés de
interface e internos, ela ¢ calculada posteriormente a partir das forgas elasticas e ndo serd constante,

devido a heterogeneidade da micro-estrutura.
3.3.3 Equacio de equilibrio do EVR

O principio de Hill-Mandel deve ser observado para que haja uma equivaléncia de energia entre
as escalas micro e macro. Portanto, com base nesta condicao, ¢ obtida a equagdo de equilibrio do EVR,
que define que a soma das tensdes ou forcas nodais em todas as células deve ser zero, ou seja, o EVR
encontra-se em um estado de equilibrio, quando um campo de tensdo auto equilibrado ¢ obtido. Dessa
forma, o campo de tensdes ou forcas nodais no EVR ¢ resultante da macro-deformagdo aplicada na

microestrutura e a equagao de equilibrio pode ser escrita da seguinte maneira:
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R = f 0,()dv =0 (3.53)
Q

u

Observe que, de forma analoga ao que ocorre a nivel do macrocontinuo, a tensdo microscopica

pode ser escrita em termos da deformag@o microscopica, ou seja:

o, (v, t) = f,(.(, 1)) (3.54)

onde f,, € a fungdo constitutiva definida por um critério adotado, ou dado pela lei de Hooke, se um
comportamento elastico for adotado para a fase.
Ap0s a discretizagdo do dominio do EVR em N,,; células ¢ possivel escrever a Eq. (3.53) em

termos de forcas nodais nas células:

Ncel

(R} = Z[B#]:{ANe}Ae =0 (3.55)
e=1

Nesse caso, o problema de equilibrio € satisfeito quando o campo de forga esta em equilibrio.
Considerando as Eqs. (3.52) e (3.54) ¢ possivel definir a Eq. (3.55) do problema de equilibrio EVR
através de flutuacdes de deslocamento. Nesse caso, para resolver o problema de equilibrio do EVR, a

equagao a seguir deve ser satisfeita.

Necel

®y= ) [B. [67] (tae + (B, (213) Act=0 (3.56)
e=1

sendo:

= [lep]é o tensor constitutivo da célula;

= A,¢aareada célula;

= {Ac} ¢ o vetor do incremento de deformagdo imposto pelo macrocontinuo;

= t¢éaespessura;

] [B“] ¢ a matriz que associa deslocamentos com deformagdes nas células (ver eq. (3.43));

= {Aii} é o incremento de flutua¢do dos deslocamentos.

Para obter o vetor de macro-deformagdo {Ae} em todos os nds de célula, primeiramente calcula

{AK} definido na Eq. (3.48), que resulta da imposi¢do dos deslocamentos lineares no contorno, obtidos
a partir da deformacao constante do macrocontinuo, que ¢ imposta aos nos nés do contorno. Entao,

usando o inverso da lei de Hooke, obtemos {4&} nos nds internos ou sobre as interfaces. Observe que a
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macro-deformagio {Ae} aplicada é constante apenas para os pontos de contorno, o que € diferente da
formulagdo utilizando o MEF, que é constante em todos os nés do EVR. Por isso, no caso de usar o
MEC para modelar o EVR, a deformacéo aplicada pelo macrocontinuo ira gerar automaticamente um
campo de flutuagdo dentro do EVR. Note que na Eq. (3.56), a flutuagdo de deslocamento dos noés do
EVR ¢é uma variavel desconhecida do problema. Portanto, a solugdo para o problema de equilibrio EVR

¢ encontrar o incremento de flutuagoes {Aii} que satisfaz a Eq. (3.56).

3.3.4 Matriz tangente consistente do EVR

Considerando o trabalho de FERNANDES et. al. (2019), se a equagdo de equilibrio ndo for
satisfeita, apds a aplicagdo de um campo de deslocamento linear ao contorno do EVR, ¢ necessario
aplicar o método de Newton-Raphson, no qual deve ser realizado o processo interativo e encontrado o

campo de flutuacdo de deslocamento da seguinte maneira:

~1 +1 ~1 ~1 +1
EVR — quVR + 6quVR (357)
~igyR+1 ~ . ‘. . .
sendo, é‘ulf"R as correcOes das flutuagdes impostas a interacao ipyp + 1, que necessita ser calculada

pelo operador tangente através da seguinte equacio:
{Fieve} + [Kieve] {51, ") = 0 (3.58)

sendo {F} o vetor de for¢as internas; [K] o operador tangente consistente e i > 0.
De acordo com CROZARIOL e FERNANDES (2020), a matriz tangente do problema ¢ obtida

pela linearizagdo da Eq. (3.56), e a correcao do estado de flutuagdo do deslocamento ¢ dada por:

L a{R }iEVR—l - o
(5ATYER = —W (R} (3.59)
n
a{R};’lEVR-l

igyr-1 . . . .
sendo [— ] = [-K],FY®"" denominado de matriz tangente consistente, ¢ que associa a

oy Aﬂ}ilEVR_l

corre¢do do estado de flutuacdes do deslocamentos {SAﬂ};lEVR com os residuos da iteracdo anterior

{R F}ifVR_l, que define a seguinte matriz:
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Ncet
[KiEVR] = Z [Cep(e) A, + 2 [K(IEVR) (3.60)
e=1 ef=1

sendo [Ke f] a rigidez do elemento finito de contato coesivo e fratura, a ser definida adiante.

Caso o erro residual da Eq. (3.56), ndo for zero ou aproximadamente zero, a correcdo de
flutuacdo de deslocamento a ser aplicada ao EVR deve ser calculada para obter novos campos de
deslocamento, deformacao e tensdes (apos verificagdo do modelo constitutivo). Em seguida, verifica-se
a Eq. (3.56) de equilibrio do EVR novamente. De acordo com a tolerdncia adotada para a convergéncia
do processo iterativo, o processo de corregdo continua até que a soma das forgas em todos os pontos do
EVR seja menor que a tolerancia.

Como ja discutido anteriormente, a solucdo ndo linear do problema de flexao de placas € obtida
por meio de um processo iterativo incremental, no qual a carga ¢ dividida em incrementos de carga,
devendo o equilibrio da placa ser verificado a cada incremento de carga. Mas para isso, deve-se realizar
um processo iterativo para cada incremento de carga. Assim, para cada iteracdo do macrocontinuo,
calculam-se o incremento de deformag@o em todos os nds de célula da placa, os quais estdo associados
aum EVR. Entéo para obter o vetor de tensdo em um né de célula do macrocontinuo, deve-se aplicar
esse incremento de deformagdo ao seu respectivo EVR. Mas para resolver o problema de equilibrio do
EVR, outro processo iterativo € necessario, no qual a correcdo que deve ser feita ao estado de flutuacdo
de deslocamento do EVR em uma dada iteragao € obtida pelo operador tangente consistente e pelo vetor
residuos de forcas do EVR. Apos a solugdo do EVR, calculam-se o vetor de tensdes e o tensor
constitutivo referentes ao né de célula da placa (macrocontinuo). Apds resolver todos os EVRs
referentes aos noés de células da placa, verifica-se a equagado de equilibrio da placa. Se o equilibrio nio
for verificado, passa-se a iteragdo seguinte do macrocontinuo repetindo todo o processo; caso contrario

passa-se ao proximo incremento de carga da placa.
3.3.5 Modelo de flutuacdes periddicas sobre o contorno do EVR

Para resolver a Eq. (3.56) de equilibrio, as condi¢des de contorno em termos de flutuacdo de
deslocamento devem ser impostas ao EVR. Conforme essas condigdes de contorno, alguns valores
nodais das flutuagdes prescritos podem ser escritos como fungdes dos valores nodais de outros nos, o
que diminui o nimero de incognitas do sistema de equacdes. Portanto, a corre¢do do estado de flutuagao
do deslocamento do EVR ¢ calculada de acordo com o conjunto de equagdes definido em (3.59), que
pode ser reduzida de acordo com as condi¢des de contorno a serem aplicadas ao EVR. Na forma

reduzida, a Eq (3.59)pode ser escrita da seguinte maneira:
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{RRIEVR™ _ [KR] VR Y (SAT g }iEVR = 0 (3.61)

Neste trabalho sera considerado apenas a condi¢do de contorno em termos de flutuagdo
periddica dos deslocamentos sobre o contorno, que ¢ um modelo suficiente para descrever o
comportamento de materiais com microestruturas periodicas. Mas qualquer material pode ser modelado
por esta condi¢@o de contorno quando se considera uma discretizagao fina do macrocontinuo. A fim de

definir essa condicdo, seja a Fig. 3.6, que representa um EVR retangular e um hexagonal.

FIGURA 3.6 — Defini¢ao de EVRs para meios periodicos.

ry

+
«— 0OV Yo—»

Fonte: Fernandes (2012).

Nota-se que nos EVRs definido na Fig. 3.6, cada lado I} corresponde a uma aresta igual e
oposta I;~. Portanto, temos n; e n; como a diregdes normais aos contornos I;* € I;~, respectivamente.
Sendo assim, para cada ponto y* pertencente ao contorno I;*, existe um ponto de contorno I}~
correspondente y .

Sob esta condigdo de contorno, assume-se que as flutuagdes dos pontos y* e y~ sdo iguais,

dessa forma temos:

i, (y*) =1,(y7) V par de pontos {y*,y"} € I}, (3.62)

A fim de satisfazer o principio de Hill-Mandel, a for¢a de superficie t® deve ser anti-periddica

té(yt) = —-té(y") V par de pontos {y*,y"} € T, (3.63)

Para iteragdo ipyp, devido a periodicidade das condi¢des de contorno, a Eq. (3.61) sera

decomposta em varias partes. O sub-indice i ¢ relativo aos nds internos; p ¢ m refere-se ao par de pontos
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y* e y~ que sdo definidos no contorno (ndo coincidente com canto), também se considera que &, =

81y, dessa forma tem-se:

{RF(p) + RF(m)}iEVR‘l ~ [Kp,, + Kym + Kinp + Knm Kpi + Kmi]iEVR‘l {5ap}iEVR _, G
R Kip + Kim Kj; o1

I
sendo R (py, Rp(m) € Rp(;) as forgas nos pontos p, m e i, onde as variaveis do problema séo as flutuagdes
dos pontos p do contorno e nos internos.

Considerando-se a Eq. (3.64), para o modelo de flutuagdes periddicas, os vetores e matrizes

reduzidos definidos na Eq. (3.61), sdo dados por:

, F, + Fy)'evr
iEVR = ) P m 3.65
(Fayieen = {77 ) (3.69)

. 617, iEVR+1
~ igyr+1 — 1% 3 66
Gar = (o} (3.66)
ipvr—1
[Kq] = [Kpp + Kpm + Kmp + Kmm ~ Kpi + Kpni] 2% (3.67)
Kip + Kim K;;

3.3.6 Vetor de tensao homogeneizada

Para se fazer a homogeneizacao, que é um processo que converte uma quantidade microscopia
o, = 0,(y, t)em uma macroscopia o (x, t), utiliza-se a Eq. (3.50), e assumindo que o EVR tem partes
solidas e vazios (.(2# =0+ .Qﬁ), a tensdo homogeneizada o(x,t), definida na Eq. (3.50), pode ser

escrita da seguinte maneira:
1 1 1
o(x,t) = Vufn o,y t)dV = VHLS o,(y,t)dV + Vufm o,(y,t)dV (3.68)
u © ©

Na defini¢do da Eq.(3.68), considera que o EVR ¢ um meio continuo, portanto, o conceito de
tensdo ainda ¢é valido na escala microscopica. Dessa forma, o EVR deve ser grande o suficiente para que
faca sentido representa-lo como meio continuo. Fazendo uso do teorema de Green, a Eq. (3.68) pode ser

escrita da seguinte forma (ver detalhes no trabalho de CROZARIOL (2017)):

1
a(x,t)=7 ; t°(y,t) Qs ydA (3.69)
.u -Qu
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onde t€ sdo as forgas de superficie dos nos no contorno e y o vetor das coordenadas x; € x, do ponto y
do EVR; no calculo da integral utiliza-se a seguinte expressdo u Qs v = % (u @ v+ v ® u) valida para

quaisquer vetores u e v.
Com a discretizagdo do contorno do EVR em elementos a tensdo homogeneizada, definida na

Eq. (3.69), é calculada de forma aproximada como:

o(x,t) = L(5 +67) (3.70)
) 27, :
sendo:
Nb
5= ) (RO (37
i=1

onde as forgas F_ ¢ calculada pelas forgas nodais do contorno P. obtida da Eq. (3.43).

Para obter as forgas finais {AF,}, definida na Eq. (3.43), o vetor de deslocamentos nodais do
contorno {4U.}, deve ser atualizado apds a resolu¢do do problema de equilibrio EVR, a fim de somar
ao mesmo o campo de flutuagdes de deslocamento que satisfaz a equagdo de equilibrio do EVR. Ou
seja, deve-se fazer: {AU.} = {AUf} + {AUC}, onde o campo {AUE} é aquele calculado a partir da
deformagdo constante ¢ aplicada pelo macrocontinuo. Dessa forma, deve-se recalcular o vetor {AL} e
calcular também, a parte que se refere ao campo de esforcos inelasticos N°, que é obtido apds atingir o
equilibrio do EVR (ver Eq. (3.43)). Assim obtém o vetor final das for¢as no contorno {4P.}. Note,
porém, que as forcas P. sdo dadas por unidade de comprimento, mas as forcas F, sdo definidas apenas
em unidade de for¢a. Portanto, deve-se multiplicar {4P.} pelo comprimento de influéncia do nd
correspondente, a fim de obter{4F.}. Para uma determinada iteracdo i de um incremento n do

macrocontinuo, tem-se: {P,}}, = {P.},_1 + {AP.}},
3.3.7 Tensor constitutivo homogeneizado

A tensdo homogeneizada referente a um ponto do macrocontinuo em um incremento n ¢ dada

por:

0041 )

Ons1 = Op + 5 tAgn 4 (3.72)
En+1
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Da Eq. (3.72), define-se o tensor constitutivo homogeneizado como:

cepP _50‘n+1
n+1

3.73
Oent1 (3.73)

Considerando o trabalho de CROZARIOL (2017), pode-se observar que o tensor constitutivo

homogeneizado (C¢P) é obtido por meio do processo de homogeneizagdo, conforme a seguinte equagio:

1 do, 1 1 Vs
cep(x)=—f )y 1 cﬁpdv+—J CP——=£dv
Vdo s 0e00) Vula s Vilo s © 0e(x) (3.74)
— Cep(Taylor) +C~ep
sendo:
Necel
cep(Taylor) — 1 J CP dv = Z 14 [C:P@] (3.75)
ViJa Vu
u e=1
N 1
Cer = _VGRKR'W}E (376)
u

onde V, indica o volume do EVR, C¢? (Taylor) ¢ 3 média volumétrica do tensor constitutivo incremental;

as matrizes [Gg] e [Kr] (definida na Eq. (3.67)) sdo formas reduzidas das matrizes [G] e [K], que
dependem da condig@o de contorno adotada em termos de flutuagdo de deslocamento (ver mais detalhes

em FERNANDES et. al. 2019), sendo:

Necel

G = Z |7 @] 8.1V (3.77)
e=1
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4

ALGORITMO DA MODELAGEM MULTIESCALA

Neste topico, sera apresentado o algoritmo de obtencao da solugdo nao-linear da placa sujeita a

flexao simples, por meio da modelagem em multiescala.

1)

2)
3)

4

Para cada ponto de colocagdo do EVR, sdo escritas as equagdes algébricas dos deslocamentos no

plano, e as submatrizes “[H#]” da Eq. (3.41), que se referem aos valores da integragao dos elementos
do contorno e da interface do EVR, e também das células, as submatrizes “[Gu]” da Eq. (3.41),
referente a integrag@o dos elementos de contorno e a matriz “[Eﬂ]” da Eq. (3.41), que apresenta os
valores da integracdo das células definida na matriz e nas inclusdes, assim como as matrizes [HIQ]

[Gﬁ] e [E!;] da Eq. (3.45) sdo construidas apenas para a primeira iteracdo do primeiro incremento de

carga “n”, ja que essas matrizes sdo constantes;

Os incrementos de momentos nodais elasticos da placa AK,, ¢ obtido pela Eq. (2.66);

i+1
O incremento da curvatura {A G)} , ¢ obtido a partir da lei de Hooke Eq. (2.5);

n

Para cada ponto de Gauss estabelecido ao longo da espessura da placa e referente a um né de célula

. N ; 1\
da placa, deve-se calcular a matriz das macro-deformagdes: [4¢]t, = —x5 {A (;)} e proceder da

n

seguinte maneira:
4.1 O incremento de deformacdo “[Ae]” é aplicado ao contorno do seu respectivo EVR, e seu
problema de equilibrio ¢ resolvido (com o procedimento iterativo igygr = 0) a fim de obter o vetor
de tensdo e o tensor constitutivo do respectivo ponto do macrocontinuo. Para isso, deve-se:

a) igyr = 0: Calcular o deslocamento do contorno do EVR pela seguinte equacdo: {AU}, =

w2

b) igyr = 0: Aplicar o vetor dos deslocamentos de contorno “{AU}.” ao EVR como uma
condic¢do de contorno e calcular as variaveis elasticas “{ALM}” (vetor que possui as incognitas

no nods de contorno, interface e nods internos do EVR) (Eq. (3.43)) e calcular também as forgas

elasticas {AK}, nos nos de células (Eq. (3.48));
¢) igyg = 0: A partir da Lei de Hooke e do vetor {AK},, calculam-se as deformagdes {Ac},, nos
nos internos e sobre as interfaces do EVR;

d) Calcular as forgas internas nas células {F }iﬂ’f (adicionando a parcela {F}¢ = [B]{c},V, de

todas as células do EVR a parcela {F ef ]f:f de todos os elementos de contato e fratura). Para

isso, os seguintes valores devem ser calculados para cada célula do EVR:
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0
- O vetor de incremento de tentativa da deformacao da célula do EVR: se igyp = O: {Asﬁ(t)} =
n
i i
{Ae},,; caso contrario: {Aeﬁ(t)}jm = {A¢},, + [B.] {Aﬁz(t)} EVR;

n

) . . , lEVR , .
- O vetor de incremento de tentativa das tensdes da célula do EVR {AO': © } , através da lei de
n
Hooke;

igyr+1 i
- O vetor de tentativa das tensoes da célula do EVR: {Ge(t)} R 2 {on} + {Aae“)} EVR;
H n+1 H n

iEVR+1

e o tensor constitutivo [Cﬁlp
n+1

- A tensao verdadeira {Uﬁ } sao obtidos a partir do modelo

]iEVR
n

constitutivo adotado para a célula. Obs: nessa etapa, todas as variaveis internas relacionadas ao
modelo constitutivo devem ser atualizadas a partir dos valores do incremento anterior da placa ao

invés dos valores da iteragdo anterior;
igvR : .
e) O vetor {Fg},7/F ¢ calculado com base no modelo multiescala adotado, que nesse caso ¢ o

modelo de flutuagio periodica (Eq. (3.64));

/F,{FR
/F;Fp

sobre o contorno I;* e tol ¢ a tolerancia adotada para o procedimento iterativo. Se o o critério

f) A convergéncia ¢ verificada: < tol, onde {Fp} sdo as for¢as internas dos nos de célula

de convergéncia for satisfeito, prosseguir pelo item (0; caso contrario, o procedimento
iterativo continua na etapa g;

g) A matriz de rigidez do EVR deve ser atualizada (3.60);
h) A matriz [KR]E%R (Eq. (3.61)) deve ser calculada, com base no modelo da multiescala

adotado, que no presente trabalho ¢ o de flutuagdo periddica (Eq. (3.64));

i) As corre¢des de flutuagio {SﬁR}ifVR“

, dado pela Eq. (3.59) s@o obtidas pela resolugdo do
sistema de equagdes;

j) O vetor {511};'15‘”2+1 contendo as corregdes de flutuagido pode ser obtido para todos os nds do
EVR de acordo com o modelo adotado;

k) O novo incremento de tentativa do deslocamento a ser imposto ao EVR ¢ obtido:
tiEVRTL _ ~ iEVRT1 . ~ VEVRTL _ (. \IEVR ~igvR+1
{Auu}n = {Auﬁ}n + {Auu}n , onde: {Auu}n = {Auu}n + {61},
voltando para a etapa d;

4.2 O tensor constitutivo homogeneizado [C ep]ilEVR (Eq. (3.74)) ¢ obtido;

igEvR+

bl ! ¢ calculado (3.50). Em seguida, o incremento de

4.3 O vetor de tensdo homogeneizada {c}

tensdo verdadeiro {AU}ZEVR = {Aa};ﬂ’fﬂ — {0},,—1 pode ser obtido;

5) Apos solucao dos EVRs associados aos pontos de Gauss definidos ao longo da espessura e referentes

a um determinado n6 de célula, o incremento de momento {AM},, dado pela Eq. (2.84) ¢ o tensor
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6)

7)

constitutivo [Cﬁlp]; (Eq. (2.83))sdo obtidos para esse n6 de célula do macrocontinuo. Apos realizar

0 mesmo procedimento em todos os nos de célula da placa, ou seja, apos a solu¢do do problema de
equilibrio de todos os EVRs definidos na placa, o equilibrio relacionado ao macrocontinuo é
verificado (Eq. (2.77)). Se o vetor de residuos {R,,} ndo for menor que a tolerancia adotada:

a) O Operador Tangente Consistente (OTC) Eq. (2.80) deve ser atualizado;

b) a correcdo {6A G)};e calculada. Em seguida, o incremento de curvatura {A (;)}:-1 a ser

aplicado na proxima iteracdo € obtida pela Eq. {A (%)}Hl = {A (%)}l + {5A G)}l retornando

n n n

a etapa 4 para iniciar a nova iteracdo i + 1 da placa.
¢) Se o critério de convergéncia for nulo de acordo com uma tolerancia adotado, o algoritmo
continua na etapa 7;
Os deslocamentos e esfor¢os incognitas no contorno da placa dados pela Eq. {4X},, = {4L}, +
[R ]{A M O(L)}n devem ser atualizados para considerar a correcdo devido ao incremento do momento
inicial {AM O(L)};

Retorne a etapa 2 para iniciar um novo incremento de carga da placa, n + 1.
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5 ANALISES NUMERICAS

5.1 Introducao

Com a finalidade de verificar a formulagdo descrita acima, serdo apresentados trés exemplos
numéricos com uma abordagem em multiescala, no qual, a resposta constitutiva do ponto do
macrocontinuo ¢ definida pela resposta do EVR homogeneizada, que representa o ponto do problema
analisado na placa (macrocontinuo). Os resultados serdo comparados com aqueles obtidos a partir do
modelo proposto em FERNANDES, PITUBA ¢ SOUZA NETO (2015), onde uma formulagao
multiescala com acoplamento MEF/MEC ¢ desenvolvida, sendo o MEC adotado para o macrocontinuo
¢ 0 MEF para a microescala. Além disso, os exemplos serdo analisados com abordagem nao-linear
convencional (sem utilizar multiescala), onde sera adotado como modelo constitutivo o modelo de dano
isétropo de Mazars.

Inicialmente, considerando analise ndo-linear em escala inica com o modelo de MAZARS
(1984), foi realizada uma andlise prévia dos exemplos, onde varias discretizagdes sdo consideradas, a
fim de se estudar a convergéncia dos resultados com o refinamento da malha, e definir a malha a ser
utilizada na macroescala na abordagem multiescala. Observe que quanto maior a discretizacdo da malha,
melhor ¢ a convergéncia dos resultados, porém mais tempo leva para obté-los. Assim, deseja-se obter
resultados precisos com menor esfor¢o computacional. Além disso, ¢ feito um estudo para definir a
quantidade minima de pontos de Gauss a ser definida ao longo da espessura da placa, necessarios para
o calculo dos momentos, que gere resultados com boa precisdo. Como o esfor¢o computacional na
analise em multiescala ¢ muito grande, a escolha da menor malha do macrocontinuo, assim como a
menor quantidade de pontos de Gauss ao longo da espessura da placa, que produzam resultados com
boa precisdo, sdo imprescindiveis. Considerando-se que a malha mais refinada obtém os resultados mais
precisos, foi utilizado isso como um pardmetro para encontrar uma malha que nos permite obter
resultados semelhantes com a menor discretizagdo possivel.

O concreto utilizado nesse trabalho foi analisado por meio de ensaios experimentais por
DELALIBERA (2002). Assim, tanto as propriedades do EVR, quanto os pardmetros do modelo de dano,
sdo definidos considerando-se trabalhos que fizeram a andlise paramétrica do material tendo como
referéncia esse concreto. E interessante ressaltar que utilizando-se modelos constitutivos elasto-
plasticos, ou seja, considerando um material diferente daquele adotado nesse trabalho, no trabalho de
FERNANDES e NETO (2013) foram analisadas, em escala unica, a placa simplesmente apoiada ¢ a
viga em balango, enquanto a placa submetida a carga concentrada foi analisada, considerando
abordagem multiescala, em FERNANDES, PITUBA ¢ SOUZA NETO (2015). Em FERNANDES ¢
NETO (2013) os resultados numéricos foram comparados com outros trabalhos da literatura,

evidenciando a precisdo da formulacdo do MEC, em escala tnica, utilizada no item 5.2 a seguir.
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5.2 Analises numéricas em escala inica utilizando-se o modelo de dano de Mazars

5.2.1 Definicao das propriedades do material nas analises em escala unica

Nas analises numéricas em escala unica, foi utilizado o modelo de dano de MAZARS (1984),
que tem bons resultados na analise de danos no concreto sob carregamento proporcional ou ciclica. A
variavel de dano é fungdo da deformagao equivalente que caracteriza o estado de alongamento local do
material FERNANDES (1998). Os parametros do modelo de dano de Mazars, assim como as
propriedades elasticas do concreto analisado nesse trabalho, encontram-se definidos no trabalho de

PITUBA E LACERDA (2012), e estdo descritos nas Tabs. 5.1 ¢ 5.2.

TABELA 5.1 — Parametros de Mazars.

AT: 1,71 AC:-2,280
Br=11300 Bc =12800
edo = 0,0000675

Fonte: Autoria propria (2022).

TABELA 5.2 — Propriedades fisicas do material.

Propriedade Valor
Moédulo de elasticidade (GPa) 32,3
Coeficiente de Poisson 0,2

Fonte: Autoria propria (2022).

5.2.2 Placa simplesmente apoiada

Para o primeiro exemplo foi considerado uma placa simplesmente apoiada nos quatro lados, de
espessura t = 0,01m, sujeita a uma carga normal distribuida em toda a superficie média da placa, com
um valor de 1,6 KN/m?, sendo a geometria da placa definida na Fig. 5.1. Além disso, foram consideradas
quatro malhas diferentes para o dominio: 128, 72, 32 e 16 células, as quais requerem 49, 25, 9 ¢ 3 n6s
definidos no dominio da placa, respectivamente, para a definicdo das células. Todas essas malhas tém a
seguinte discretizacdo do contorno: 48 elementos com aproximagdo quadratica, resultando em 100 nds
ao longo do contorno. Uma tolerancia de 1,0 E-4 foi adotado para a convergéncia do procedimento

iterativo e 12 pontos de Gauss foram definidos ao longo da espessura da placa.
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FIGURA 5.1 — Placa simplesmente apoiada - Geometria.

l=1m

Fonte: Autoria propria (2022).

Para verificar a convergéncia dos resultados com o refinamento da malha, analisa-se o
deslocamento do no central P (definido na Fig. 5.1) ao longo dos incrementos de carga. Define-se como
malha 1, a mais refinada (128 células), e como malha 4, com a menor discretizacao (16 células). Na Fig.

5.3 tém-se os resultados obtidos, sendo as malhas testadas definidas na Fig. 5.2 ¢ as propriedades do

material apresentadas no item 5.2.1.

FIGURA 5.2 — Malhas utilizadas no estudo da placa simplesmente apoiada.

75 Malha 1 51 75 Malha 2 51 75 Malha 3 5 75 Malha 4 51
5y el 450 76 - - - 350 76f - — 350
|-
1
|
} i
}
]
100, 26 100, 26 1004 426 100 26
1 25 1 25 1 25 1 25

Fonte: Autoria propria (2022).
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FIGURA 5.3 — Curva de fator de carga por deslocamento, para o ponto central da placa simplesmente
apoiada.

1,4

1,2

Fator de Carga
S e 2
XN N [ore] —

=
to

(=]

0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007
Deslocamento (m)

—>—128 Cel 72 Cel 32 Cel —@—16Cel

Fonte: Autoria propria (2022).

Para este primeiro exemplo, observando a Fig.5.3, conclui-se que as malhas mais refinadas (128,
72 e 32 células) possuem resultados com uma boa precisdo, apenas a malha 4 (16 células) apresentou
uma pequena discrepancia nos resultados. Dessa forma definiu-se a malha 3 (32 células) para representar
a discretizagdo na macroescala. A seguir foi plotado um grafico para comparar a malha escolhida com

a malha mais refinada, a fim de constatar melhor a similaridade dos resultados.

FIGURA 5.4 — Comparagdo entre a malha mais refinada (malha 1) e a malha escolhida (malha 3) no
exemplo da placa simplesmente apoiada.

1,4
1.2 ) /</
« 1 \ ,)/’2 N
) Ne—7X
:e \ 7N
O 0.8 7N
[-5Y N\
7N\
T 06
=3
ia \
= 0.4 N
0,2
0
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007
Deslocamento (m)
—>¢—128 Cel 32 Cel

Fonte: Autoria propria (2022).



75

Capitulo 5: Andlises numéricas

Analisando a Fig. 5.4, pode-se notar que os resultados das malhas analisadas s3o muito
semelhantes, e com o objetivo de reduzir ainda mais o esforgo computacional, a malha 3 que contém 12
pontos de Gauss foi na sequéncia testada através da mudanga no nimero de pontos gaussianos (PG) ao

longo da espessura da placa, tendo sido adotada as respectivas quantidades: 8, 6 ¢ 4.

FIGURA 5.5 — Deslocamento no ponto central da placa simplesmente apoiada, obtido com a malha 3
e variando-se o nimero de pontos de Gauss na espessura

1,4

1,2

Fator de Carga
S 2 2
[§S) 2 =) [ors) —_

(=]

0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007
Deslocamento (m)

12 PG 8 PG 6 PG 4 PG

Fonte: Autoria propria (2022).

Observando a Fig.5.5, nota-se que os resultados com 4 pontos de Gauss, apresenta diferencga
significativa das outras andlises. Dessa forma, conclui-se que 6 pontos de Gauss ja apresentam boa
precis@o. Em seguida foi plotado um grafico comparando a analise com 32 células e 6 pontos de Gauss

com aquela referente 2 malha de 128 células e 12 pontos de Gauss (ver Fig 5.6).
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FIGURA 5.6 — Deslocamento no ponto central da placa simplesmente apoiada, considerando-se a
malha 3 com 6 PG e a malha 1 com 12 PG.

1,4 5
12 "
N
= L N0
on 7
';' N ) N
O 0,8 7=
3 )¢
= 0,6
e X
S 04 \
0,2
0 )<
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0005 0006 0,007

Deslocamento (m)

—>—128 Cel e 12 PG 32 Cele 6 PG

Fonte: Autoria propria (2022).

Analisando a Fig. 5.6, nota-se uma boa precisdo da malha escolhida de 32 células e 6 pontos de

Gauss e concluimos que esté serd utilizada na analisa em multiescala.

5.2.3 Viga em balanco

No segundo exemplo, analisamos uma viga em balango com um carregamento de 0,0055kN
aplicado na extremidade, o que gera uma forca V,=0,0055/0,05=0,11kN/m aplicada nos nos da
extremidade da placa como mostrado na Fig. 5.7. A viga é representada por um dominio de placa estreita,
com um lado menor assumido como engastado (w=w,,=0) e os outros trés considerados livres, sendo
V=M;=0 nos lados maiores ¢ M,=0 ¢ V,=0,11kN/m no lado menor. A geometria da placa é dada por:
espessura t=0,1m, largura b = 0,05 m, comprimento a = 1,0 m. A discretizacdo do contorno da placa ¢é
igual para todas as malhas, onde tem 52 elementos quadraticos resultando em 108 nods ao longo do
contorno. Também, foram consideradas cinco malhas diferentes para o dominio: 384, 192, 128, 64 ¢ 32
células, para as quais a defini¢do de 141, 69, 45, 15 e 7 pontos internos sdo necessarios, respetivamente.
Para convergéncia do processo iterativo foi adotado uma tolerancia de 1,0 E-4 ¢ 12 pontos de Gauss

foram definidos ao longo da espessura da placa.
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FIGURA 5.7 — Viga em balango - Geometria
lO,l 1 kN
]

17/

Py b =0,05m

a=1m

Fonte: Autoria propria (2022).

Para verificar a convergéncia dos resultados com o refinamento das malhas, serd analisado o
deslocamento do no central do canto direito do contorno da placa (n6 P da Fig. 5.7). Estabelece-se como
malha 1, a mais refinada (384 células), e como malha 5, a mais simples (32 células). Na Fig. 5.9 tem-se
os resultados obtidos, onde as malhas testadas estdo definidas na Fig. 5.8, e as propriedades do material

apresentadas no item 5.2.1.

FIGURA 5.8 — Malhas utilizadas no estudo da viga em balanco.

103 Malha 1 55
104 54
............................................. 52
108 50
1 49
103 Malha 2 55
104 54
52
108 50
1 49
103 Malha 3 55
104 54
52
108 50
1 4
103 Malha 4 55
104 54
52
108 50
1 4
103 Malha 5 55
104 54
52
108 50
1 49

Fonte: Autoria propria (2022).
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FIGURA 5.9 — Curva de fator de carga por deslocamento, para o ponto P na extremidade da viga em

balango.
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Fonte: Autoria propria (2022).

Observando a Fig. 5.9 onde a malha 1 (384 células) tem a melhor discretizacdo, e tomando-a
como referéncia para verificagdo dos resultados das outras malhas, nota-se que a malha 5 (32 células)
apresenta uma diferenga notavel nos resultados. J4 a malha 4 (64 células), malha 3 (128 células) e a
malha 2 (192 células), tém resultados proximos a malha 1 (384 células). Dessa forma, optou-se por
utilizar, na analise multiescala, a malha 4 que possui resultados satisfatorios. A seguir € apresentado um
grafico para comparar a malha escolhida com a malha mais refinada, a fim de constatar melhor a

similaridade dos resultados.
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FIGURA 5.10 — Comparagao entre a malha mais refinada (malha 1) e a malha escolhida (malha 4) no
exemplo da viga em balanco.
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Fonte: Autoria propria (2022).

A fim de reduzir o esforgo computacional, em seguida, considerando a malha 4, sera alterado o
nimero de pontos gaussiano (PG) ao longo da espessura da placa, tendo sido adotados os

correspondentes niimeros: 8, 6 ¢ 4, além de 12 PG ja considerado na Fig. 5.9.

FIGURA 5.11 — Deslocamento no ponto P na extremidade da viga em balango, obtido com a malha 4
e variando-se o numero de pontos de Gauss na espessura.
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Fonte: Autoria propria (2022).

Observe que os resultados da Fig. 5.11 com 4 pontos gaussianos sdo significativamente

diferentes das demais analises. A partir disso conclui-se que a malha de 64 células e 6 pontos Gaussianos
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j& possuem boa precisdo. Um grafico foi plotado a seguir comparando a analise com 64 células e 6

pontos de Gauss a malha de referéncia de 384 células e 12 pontos de Gauss (veja a Fig. 5.9).

FIGURA 5.12 — Deslocamento no ponto P na extremidade da viga em balango, considerando-se a
malha 4 com 6 PG e a malha 1 com 12 PG.
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Fonte: Autoria propria (2022).

Analisando a Fig. 5.12, podemos ver que os resultados sdo similares, portanto, pode-se concluir
que 6 pontos de Gauss ja apresentam uma boa precisdo, sendo esse o nimero a ser adotado na analise

multiescala.

5.2.4 Placa submetida a carga distribuida em pequena regiio do centro

No terceiro exemplo numérico ¢ analisada uma placa submetida a uma carga concentrada no
seu centro, onde os lados menores da placa sdo assumidos como livres (V,=M;=0) enquanto os outros
dois sdo engastados (w=w,,=0). A geometria da placa ¢ dada por: espessura t=0,01m, a=2,0m, b=1,0m.
Uma carga distribuida uniforme g=0,076kN/m? é considerada sobre o dominio central quadrado, de
dimensdo 0,15 x 015m, definido na Fig. 5.13, a fim de representar uma carga concentrada de 1,71E-
03kN. Foram consideradas quatro malhas diferentes para o dominio: 144, 96, 64 e 32 células, as quais
requerem 55, 33, 21 ¢ 9 n6s no dominio da placa, respectivamente, para defini¢do das células. Todas
essas malhas possuem a seguinte discretizacdo de contorno: 36 elementos quadraticos e 76 nos ao longo
contorno. Uma tolerancia de 1,0 E-4 foi adotado para a convergéncia do procedimento iterativo e 12

pontos de Gauss foram definidos ao longo da espessura da placa.
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FIGURA 5.13 — Placa submetida a carga distribuida em pequena regido do centro - Geometria

mr b=1m

a=2m

Fonte: Autoria propria (2022).

A fim de verificar a convergéncia dos resultados com o refinamento das malhas, analisa-se o
deslocamento do no central P (ver na Fig. 5.13) ao longo dos incrementos de carga. E definido como
malha 1, a mais refinada (144 células), e como malha 4, a mais simples (32 células). Na Fig. 5.15 sao

demostrados os resultados e as propriedades do material sdo descritas no item 5.2.1.

FIGURA 5.14 — Malhas utilizadas no estudo — Placa submetida a carga distribuida em pequena regido

do centro.

63 Malha 1 39 63 Malha 2 39
64 38 64 38
76 26 76 26

1 25 1 25

63 Malha 3 39 63 Malha 4 3
64 38 64 38
76 26 76 26

1 25 1 25

Fonte: Autoria propria (2022).
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FIGURA 5.15 — Curva de fator de carga por deslocamento, para o ponto central da placa submetida a

12

1

=
(o}

Fator de Carga
S L
-~ =)}

carga distribuida em pequena regido do centro.

B e
o o } i/ 7N
- =7 N\
\ //
N ,/
N /
0,002 0,004 0,006 0,008
Deslocamento (m)
—>— 144 Cel 96 Cel 64 Cel 32 Cel

Fonte: Autoria propria (2022).

0,01

Analisando a Fig. 5.15 deste terceiro exemplo, onde a malha 1 (144 células) tem a melhor

discretizagdo, usando-a como referéncia e comparando com outras malhas, € possivel notar que a malha

4 (32 células) possui uma discrepancia notavel nos resultados. Portanto, definiu-se a malha 3 (64 células)

para representar a discretizagdo na macroescala. Em seguida, um grafico foi plotado para comparar

melhor a similaridade dos resultados da malha escolhida com a malha mais refinada (ver Fig. 5.16).

FIGURA 5.16 — Comparagao entre a malha mais refinada (Malha 1) e a malha escolhida (malha 3) no

exemplo da placa submetida a carga distribuida em pequena regido do centro.
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Analisando a Fig. 5.16, pode-se notar que os resultados das malhas que foram testadas sdo muito
semelhantes. Para reduzir ainda mais o esforgo computacional, a malha 3 contendo 12 pontos de Gauss
foi na sequéncia analisada alterando o nimero de pontos de Gauss (PG) ao longo da espessura da placa,

tendo sido adotado as respectivas quantidades: 8, 6 ¢ 4.

FIGURA 5.17 — Deslocamento no ponto central da placa submetida a carga distribuida em pequena

regido do centro, obtido com a malha 3 e variando-se o namero de pontos de Gauss na espessura.
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Fonte: Autoria propria (2022).

Observando a Fig. 5.17, nota-se uma similaridade em todas as analises realizadas, em vista
disso, conclui-se que 4 pontos de Gauss ja apresentam boa precisdo. Em seguida, um grafico foi plotado

para comparar a malha selecionada que contém 64 células e 4 pontos de Gauss com a malha mais precisa

de 128 células e 12 pontos de Gauss (ver Fig. 5.18).
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FIGURA 5.18 — Deslocamento no ponto central da placa submetida a carga distribuida em pequena

regido do centro, considerando-se a malha3 com 4 PG e a malha 1 com 12 PG.
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Fonte: Autoria propria (2022).

Analisando a Fig. 5.18, nota-se que a malha selecionada tem boa precisdo e concluimos que a

malha de 64 células e 4 pontos de Gauss serd usada para analises em multiescala.

5.3 Analise em multiescala

5.3.1 Introducio

Neste item ¢ realizada a analise em multiescala levando em consideracdo as malhas da
macroescala definidas no item 5.2. O comportamento mecanico do material ¢ definido pela resposta
homogeneizada do EVR (Elemento de Volume Representativo), sendo que, dois EVRs diferentes foram
adotados neste trabalho, denominados EVR-25i contendo 25 inclusdes e 12 vazios (ver Fig. 5.19 a) e o
EVR-5i com 5 inclusdes e 4 vazios (ver Fig. 5.19 b), que foi desenvolvido com caracteristicas
semelhantes ao EVR proposto por SILVA (2022), porém contendo um nimero reduzido de agregados
e vazios, o que leva a uma malha também bastante reduzida quando comparada a malha definida para o
EVR proposto por SILVA (2022). Os EVRs adotado neste trabalho tem a forma de um quadrado, e o
volume de agregados e vazios representa cerca de 40% e 3,39% respectivamente do volume total do
EVR, definindo assim uma microestrutura heterogénea. A porosidade do concreto também ¢ devido ao
descolamento de fase (que ocorre entre a matriz e os agregados), por isso que a porcentagem adotada

para os vazios (3,39%) ndo ¢ grande.
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A ideia de desenvolver o EVR mais simples ¢ devido ao alto custo computacional da analise
multiescala totalmente acoplada. Com isso, deseja-se verificar se realmente é necessario utilizagao de
um EVR complexo, com quantidade grande de agregados e vazios, ou se a ado¢do de um EVR mais
simples também consegue reproduzir de forma satisfatoria o comportamento mecanico das placas. Foi
realizado analise paramétrica do EVR-5i, no qual foi desenvolvido com os mesmos valores de
parametros utilizados em SILVA (2022), com a excecdo da curva de plasticidade, que adotou-se novos
valores (0; 11,7) (0,22; 46), a fim de obter resultados numéricos mais proximos da curva experimental
mostrada em DELALIBERA (2002). A malha do EVR, relativa ao MEF (Método dos Elementos
Finitos), foi criada pelo software ANSYS® e contém 5 inclusdes e 4 vazios. Entdo deve-se fazer
modificacdes na malha do ANYS, a fim de transforma-la em uma malha do MEC (para mais detalhes
sobre esse processo, ver SILVA (2022).

Nesse item serdo analisadas as mesmas placas do item anterior onde serdo comparadas
diferentes modelagens, quanto a microestrutura. Assim, para representar a resposta constitutiva do
material serd adotado o EVR-251 desenvolvido em SILVA (2022) e o EVR-5i mais simples proposto
nesse trabalho, sendo que ambos EVRs também serdo considerados uma modelagem multiescala
MEC/MEF, onde o MEF ¢ adotado a nivel da microescala. Observe que a formulagdo do EVR pelo
MEF ¢ similar aquela onde se utiliza o MEC. Porém, as caracteristicas particulares de cada método
numérico, leva a diferencas importantes nos modelos numéricos (para mais detalhes ver CROZARIOL
e FERNANDES (2020)). Dessa forma, deseja verificar se a formulacdo proposta neste trabalho obtém
resultados satisfatorios quando comparados com diferentes modelos numéricos. Nesse item o modelo
de dano de Mazars nao ¢ considerado, uma vez que os modelos de contato e fratura coesiva sdo usados
na andlise multiescala a seguir. Além disso, como ndo se conhece a reposta experimental do concreto
ensaiado em DELALIBERA (2002), submetido a tracdo, ndo ¢ possivel afirmar que os pardmetros
adotados para o Modelo de Mazars na tltima se¢ao de fato representam o comportamento do concreto

ensaiado em DELALIBERA (2002).

5.3.2 Definicdo da microestrutura e das propriedades das fases dos EVRs

Neste trabalho serdo adotados agregados e vazios circulares, devido aos estudos mostrados em
SILVA (2022), que apresenta resultados satisfatorios, além de proporcionar menos instabilidade com o
emprego de formas circulares. A figura 5.19 a mostra o EVR-25i, onde existem, 25 inclusdes e 12 vazios,
contendo 1116 células triangulares, 721 nos, dos quais 496 sido nds de interface, 96 sdo nods na interface
com vazios ¢ 80 elementos de fratura ao redor dos agregados maiores. Para este EVR adotamos trés
dimensoes de agregados, que estdo detalhados na Tab. 5.3, e 12 vazios circulares de 6mm de didmetro.A
Fig. 5.19 b mostra o0 EVR-5i, onde foram inseridos elementos de contato e fratura em todas as interfaces
pasta cimenticia/agregado. Este EVR tem um total de 403 nds, 520 células triangulares, 68 nos de

contorno (onde nds duplos sdo adotados nos cantos), 192 nés de interface (onde os nos sao duplos para
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representar deslocamentos de fase) e 32 nos sobre interfaces da matriz com vazios. Para este EVR
definimos 4 vazios circulares de 10,4mm de didmetro, 4 agregados circulares que estdo detalhados na

Tab. 5.3.

FIGURA 5.19 — Modelagem da microestrutura e discretizagdo para: a) EVR-251i com 25 inclusdes e
12 vazios e b) EVR-51 com 5 inclusdes grandes e 4 vazios.

a)

Fonte: Autoria propria (2022).

Na tabela 5.3 ¢ pode-se observar os parametros referentes a quantidade e dimensdo dos

agregados de ambos os EVRs.

TABELA 5.3 — Quantidade e dimensdes dos agregados para cada EVR.

EVR Numero total Didmetro agregado/ Fracdo volumétrica
de agregados Quantidade agregado dos agregados
19 mm 15 mm 12 mm
EVR-25i 25 40,61%
5 6 14
33 mm 27 mm
EVR-5i 5 1 ; 40,00%

Fonte: Autoria propria (2022).

Na tabela 5.4 é possivel observar a discretizacdo de ambos os EVRs.
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TABELA 5.4 — Discretizagdo dos EVRs.

Discretizacao

Numero de
Numero Numero de Numero de Numero de nés Numero de nos
elementos de

EVR total de células elementos de da interface de de interface
contato e
nos Triangulares  Contorno inclusiao vazios
fratura coesiva
RVE 25i 721 1116 129 496 96 80
RVE 5i 403 520 68 192 32 96

Fonte: Autoria propria (2022).

A pasta de cimento (matriz) foi considerada como meio elasto-pléstico seguindo o critério de
Mohr-Coulomb, onde para a lei de encruamento foram adotados dois pontos para a curva de plastificacao
(ép,c'sy), que relaciona deformacdo plastica com tensdo de escoamento. Além disso, os angulos de
fric¢do e dilatacdo sdo definidos iguais.

Ao redor dos agregados (inclusdes) podem ser inseridos elementos finitos de contato e fratura
coesiva. Os parametros referentes aos modelos constitutivos usados nesses elementos sdo definidos na
Tab. 5.5 a seguir, sendo 3. o escorregamento entre as bordas que atribui valores diferentes aos
deslocamentos; 0. a maxima tensdo de tracdo normal coesiva; 8. a abertura critica e Ap penalty que ¢é
usado para modelar a rigidez entre células triangulares e ¢ considerado no modelo de contato e fratura

coesiva.

TABELA 5.5 — Pardmetros dos modelos nos elementos finitos de fratura e contato

Propriedades
Fase
B o. (MPa) 8. (mm) Penalty (Ap)
ZTI1 0,707 2 0,0568 2,00E+05

Fonte: Silva (2022).

Os agregados (inclusdes) sdo considerados elasticos, sendo as propriedades do material na
matriz e inclusdes sdo definidas na tabela a seguir, onde o sub-indice M se refere a matriz; o sub-indice
I se refere a inclusdo e ¢ ¢ o angulo de dilatancia e friccdo do Mohr-Coulomb. Esses valores foram
definidos no trabalho desenvolvido por SILVA (2022). Observe que apenas a curva plastica relacionada

ao Mohr-Coulomb (&p,0y), onde &, ¢ a deformagdo plastica efetiva e o, a tensdo de escoamento, ¢

adotada de forma diferente nos EVRs, que estdo detalhadas na Tab. 5.6.
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TABELA 5.6 — Propriedades da matriz e inclusdes para cada EVR.

Propriedades
EVR Angulo de Curva de plasticidade
EM (GPa) E] (GPa) Um _
atrito (¢p) (gp, 0y (MPa))
EVR-25i 23 40 02 03 4° (0;11,0) (0,22;40)
EVR-5i 23 40 02 03 4° (0;11,7) (0,22:46)

Fonte: Silva (2022).

5.3.3 Resultados numéricos do concreto representado por EVR-25i e EVR-5i.

Através do trabalho de SILVA (2022) concluiu-se que o EVR-25i com 12 vazios ¢ 1116 células
ja conseguiu gerar resultados satisfatorios, portanto, serd esse utilizado nesse trabalho. Como pode ser
visto no trabalho de SILVA (2022) os EVRs com poros tiveram uma aproximag¢ao maior com a curva
experimental. No entanto, no EVR com poros considerado em SILVA (2022), a resisténcia estava abaixo
a observada experimentalmente. Logo, no presente trabalho foi dada continuidade da analise
paramétrica utilizando o EVR-251 com poros. Adotou-se novos valores para curva de plasticidade sendo
(0; 11,0) (0,22; 70), obtendo-se resultados satisfatorios em relagdo a curva experimental, como mostrado
na Fig. 5.20. Nestas analises numéricas, que foram realizadas apenas ao nivel da microestrutura,
estabelecemos no contorno dos EVRs o seguinte vetor de deformacao: €1 = —0,003; 5,5, = 0,0006 ¢

&1, = 0, dividido em 20 incrementos.

FIGURA 5.20 - Grafico tens@o homogeneizada na dire¢do x (o) versus deformacao na direcdo x
(&x), EVR-251 com variagao da curva de plasticidade.
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Fonte: Autoria propria (2022).
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Na figura 5.21, mostramos que as microestruturas definidas no item 5.3.2, e intituladas como
EVR-251 e EVR-5i, podem representar o comportamento mecanico do concreto ensaiado
experimentalmente em DELLALIBERA (2002), considerando o estado predominante de compressao.
Nestas analises numéricas, que foram realizadas apenas ao nivel da microestrutura, estabelecemos no
contorno dos EVRs o seguinte vetor de deformagdo: £;; = —0,003; &5, = 0,0006 ¢ &1, = 0, dividido
em 20 incrementos. Observe na Fig. 5.21 que quando adotamos para EVR-51 a mesma curva plastica
considerada para EVR-25i (ver curva EVR 51 (0,22; 70)), a resisténcia do EVR ¢ reduzida. Isso pode
ser explicado pelo fato do EVR-5i possuir maior nimero de elementos finitos coesivos nas interfaces
(ver Tab. 5.4). A resisténcia do EVR ¢ diretamente influenciada pelo nimero desses elementos finitos,
pois quanto maior a sua quantidade, mais acentuado € o processo de fratura na regido da ZTI. Assim
modificamos a curva plastica do EVR com 5 inclusdes para melhor comparar com os resultados
experimentais. Dessa forma, conclui-se que o EVR-25i e o EVR-5i gera bons resultados, sendo esses

aqueles utilizados nesse trabalho nas analises em multiescala do problema de flexao de placas.

FIGURA 5.21 — Gréfico tensdo homogeneizada da direcdo x (o) versus deformagao na direcdo x
(ex), EVR-51 em comparagao com Delalibera (2002) e Silva (2022).
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Fonte: Autoria propria (2022).

Como Dellalibera (2002) ndo testou experimentalmente o concreto para os estados predominantes
de trac¢do, na Fig. 5.22, Fig. 5.23 e Fig. 5.24 comparamos os resultados numéricos com os estimados por
PITUBA E LACERDA (2012), onde simulagdes numéricas considerando o mesmo concreto foi
realizado. Para isso, aplicamos ao contorno dos EVRs o seguinte vetor de tensdo: €14 = 0,0003; &5, =

—0,00006 e &, = 0, que ¢ dividido em 20 incrementos. Além disso, consideramos os seguintes
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valores para a Tensdo Coesiva (o) de tragdo: 6. = 1MPa, o, = 2Mpa e 6. = 5Mpa, a fim de definir o
valor a ser adotado nas analises multiescala do problema de flexdo de placas realizadas nos proximos
itens. Observe que para os estados predominantes de compressao (ver Fig. 5.21) esses diferentes valores
de o. produzem os mesmos resultados numéricos.

A figura 5.22 mostra os resultados para o RVE-5i enquanto os relacionados ao RVE-251 sdo
apresentados na Fig. 5.23. Como as curvas relacionadas a o, = 2Mpa se comparam melhor aos
resultados estimados por PITUBA E LACERDA (2012), escolhemos esse valor para as analises

posteriores.

FIGURA 5.22 — Variagao da tensao coesiva (6.) com EVR-5i.
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Fonte: Autoria propria (2022).
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FIGURA 5.23 — Variagao da tensao coesiva (o) com EVR-25i.

| =
1 P

0,5 e
/

0 0,00002 0,00004 0,00006 0,00008 0,0001
€

—— Estimada EVR 25i (cc=1 MPa)
EVR 25i (cc=2 MPa) EVR 25i (cc=5 MPa)

Fonte: Autoria propria (2022).
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A variagdo da Tensao Coesiva apresentou algumas mudangas significativas nas curvas, o que ¢

coerente, pois como tem-se um estado predominante de tragdo, se espera mudangas significativas na

curva com a alteracdo dessa tensdo, pois a mesma esta ligada diretamente com o momento da abertura

de fratura. Desta forma, adotou-se o, = 2Mpa, que se aproximou da curva mostrada em PITUBA E

LACERDA (2012). Os resultados obtidos do EVR-5i ¢ EVR-25i foram comparados com a modelagem

MEC/MEF utilizando a Tensdo Coesiva 6. = 2Mpa, no qual sdo mostrados na figura a seguir.
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FIGURA 5.24 — Tenséao coesiva (o, = 2MPA) com EVR-25i e EVR 5i, com diferentes modelos

numeéricos.
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Fonte: Autoria propria (2022).

5.3.4 Analise multiescala de uma chapa

A fim de verificar a formulacao multiescala, antes de analisar as placas submetidas a flexao,
realizamos uma analise multiescala de uma chapa submetida a tensdo normal (ver Fig.5.25 a), assumindo
condi¢do no estado plano de tensdes. Esse exemplo simula o teste de compressdo do corpo de prova e,
portanto, deve gerar os mesmos resultados apresentados em DELALIBERA (2002), que analisou por
meio de ensaios experimentais o teste uniaxial em compressao de um corpo de prova. Por razdes de
simetria, apenas um quarto da placa ¢ considerado com as restri¢des cinematicas apropriadas sendo
impostas ao longo do contorno da simetria. A geometria, bem como a discretizacdo, contem 16
elementos, 36 nos ao longo do contorno e 16 células sobre o dominio da placa ¢ mostrada na Fig.5.25
(b).

Foi adotada uma tolerancia tol = 1,0 E-3 para a convergéncia de ambos os procedimentos
iterativos: um relacionado ao macrocontinuo e outro necessario para atingir o equilibrio EVR. A
espessura da chapa foi assumida igual a t=1mm e a for¢a p,=25N/mm foi aplicada nos nés 19 a 23 (ver
Fig.5.25 b). Completando as condi¢des de contorno, os lados relativos aos nds 6 a 18 foram adotados
livres (ver Fig.5.25 b), enquanto u,=0 e ps~0 foram prescritos aos n6s 1 a 5 ¢ 24 a 36, sendo n e s diregdes
normal e tangencial ao contorno, respectivamente.

A ideia de realizar uma analise de uma chapa ¢ para validar o método numérico com abordagem
multiescala empregado neste trabalho, assim como verificar que o EVR-5i consegue reproduzir de forma

satisfatoria o comportamento mecanico de uma chapa sem a necessidade de um EVR complexo, como
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o EVR-25i. Nos exemplos com abordagem multiescala considera-se como Placa 1 aquela que usou

EVR-5i e Placa 2 aquela que usou EVR-251.

FIGURA 5.25 — Chapa submetida a for¢ca normal a) geometria b) discretizagdo de um quarto da

chapa.
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Fonte: Pontes (2019).

O deslocamento na borda (n6 21, ver Fig.5.25 b) na diregdo x> € exibido na Fig. 5.26, onde B ¢

o fator de carga.

FIGURA 5.26 — Deslocamento no contorno do né 21, para o exemplo da chapa.
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Fonte: Autoria prépria (2022).

Para modelar o comportamento do concreto, consideramos os dois EVRs definidos no item
5.3.2: EVR-5i e EVR-25i. A Fig. 5.26, no qual mostra o deslocamento do n6 21 com a formula¢ao do

MEC (descrita neste trabalho) e MEC-MEF, através do processo incremental de carga. Os resultados
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obtidos pelos modelos sdo idénticos na fase elastica e algumas diferengas na fase plastica. Pode-se
observar que comparando os EVRs com a formulagdo do MEC apds um fator de carga de 0,80 (onde
esta localizada a fase plastica), o EVR-5i é um pouco mais rigido que o EVR-25i, mas essa diferenca
ndo altera significativamente os resultados da chapa. Enquanto a Fig. 5.27 compara a curva experimental
com os resultados numéricos.

Nas figuras 5.26 e 5.27 podemos observar que a placa onde o EVR-25i é adotado apresenta
resisténcia reduzida em relagdo a placa onde usamos o EVR-5i para modelar a microestrutura do
concreto, apesar dos resultados serem muito semelhantes. Além disso, mostramos na Fig. 5.27 que a
curva de tensdo versus deformagdo na dire¢do x, no ponto 21, através do processo incremental de carga,
se compara muito bem ao teste experimental. Além disso, essa curva ¢ idéntica aos resultados numéricos
apresentados no item 5.3.3, como esperado, porque neste exemplo simulamos um caso de tensdo
constante sobre o dominio da placa. Portanto, qualquer ponto da placa deve apresentar tensor de tensao
idéntico aquele onde a analise é realizada apenas na microescala. Mostramos nesta se¢ao que o programa
de multiescala proposto € capaz de capturar o teste experimental apresentado em DELALLIBERA
(2002) para o estado predominante de compressao.

De maneira geral os resultados obtidos pelo modelo apresentado neste trabalho sdo satisfatorios
quando comparados com outros modelos, embora existe uma pequena diferenca isso ndo altera
significativamente a resposta numérica da chapa. A partir disso, pode-se dizer que o EVR mais simples
pode ser usado para analise multiescala através do MEC, e o complexo EVR nao precisa ser utilizado
na analise para o estado predominante de compressdo, pois o concreto estd satisfatoriamente
representado por um EVR mais simples.

O grafico abaixo mostra a deformagao (£,,= U (mm)/ 300(mm)) versus tensdo na dire¢ao xa,
onde observa-se que a chapa tem o comportamento semelhante ao comportamento do EVR (ver Fig.
5.21) analisado isoladamente. Além disso os resultados comparam-se bem aos resultados experimentais.
Note que no presente exemplo tem-se um EVR em cada n6 de célula do macrocontinuo, representado

pela chapa.
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5.3.5

FIGURA 5.27 — Grafico Tensdo na direcdo y (022) versus Deformagao (€22) no ponto 21.
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Fonte: Autoria propria (2022).

Analise multiescala de uma placa simplesmente apoiada

Para o primeiro exemplo em multiescala foi considerado uma placa simplesmente apoiada nos

quatro lados, com dimensdes € geometria definidas no item 5.2.2, sujeita a uma carga normal distribuida

em toda a superficie média da placa, com um valor de 0,0016 N/mm?. Além disso, considerou-se a malha

de 32 células (Fig. 5.2) e 6 pontos de Gauss conforme as analises no item 5.2. Na Fig. 5.28 ¢ demostrado

o deslocamento w no ponto central, ao longo do processo incremental de carga da placa. Para representar

a microestrutura do concreto, adotamos os dois EVRs definidos no item 5.3.2: EVR-5i ¢ EVR-25i.

Considerando o EVR-25i, também realizamos uma analise usando a formulagio MEC/MEF

desenvolvida em FERNANDES, PITUBA e SOUZA NETO (2015), que obtém resultados semelhantes

a formulacao proposta.
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FIGURA 5.28 — Deslocamento transversal (w) do ponto central no dominio da placa simplesmente

apoiada.
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Fonte: Autoria propria (2022).

Contudo diferentemente do exemplo anterior, onde foram adotados estados de compressdo
predominantes, a placa onde se considera o EVR-251 apresenta rigidez muito maior do que a placa onde
adotamos o EVR-5i. Como no presente exemplo temos tanto estados de compressdo predominantes
quanto estados de tra¢do predominantes, podemos concluir que o processo de fratura ¢ muito mais
acentuado no EVR-5i, reduzindo assim a rigidez da placa. Observe que o nimero de elementos finitos
de contato e fratura coesiva ¢ maior no EVR-5i que também possui inclusdes maiores. Como no EVR-
51 esses elementos finitos s3o colocados ao redor de todas inclusdes, a distribui¢ao desses elementos
finitos ¢ bastante diferente para os dois EVRs, o que afeta diretamente o comportamento mecanico para
estados de tracdo predominantes. J4 o EVR-25i com MEC apresentou uma pequena diferenca de 2.53%
mais fragil do que o MEC/MEF, isso demostra a eficacia do método numérico apresentado neste

trabalho, quando comparado com o modelo MEC/MEF, no qual se utilizou o mesmo EVR.

5.3.6 Analise multiescala de uma viga em balanco

Para o segundo exemplo em multiescala foi considerado uma viga em balango com um
carregamento de 0,01KN/m aplicado nos nds da extremidade da placa (como mostrado na Fig. 5.7). A
geometria ¢ dimensdes da viga estdo definidas no item 5.2.3 ¢ a malha utilizada na multiescala foi de 64
células (Fig. 5.8) e 6 pontos de Gauss. Na figura a seguir ¢ demostrado o grafico com o deslocamento

w do ponto P (Fig. 5.7) na extremidade da placa.
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FIGURA 5.29 — Deslocamento transversal (w) do ponto P na extremidade do contorno da viga em
balango.
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Fonte: Autoria propria (2022).

De maneira semelhante ao exemplo anterior, percebe-se uma diferenga entre um EVR mais
complexo e um EVR mais simples, neste exemplo numérico o EVR-25i1 apresentou uma rigidez maior
no valor 20.67% em comparagdo com o EVR-5i, ambos utilizando o MEC. Porém quando o EVR-5i ¢
usado para modelar a microestrutura, se considerarmos o modelo MEC/MEF, a rigidez da placa ¢
reduzida. Pode-se observar quando se adota o EVR-25i, considerando o modelo proposto e o modelo
MEC/MEF, os resultados sdo muito semelhantes, com uma pequena diferenca de rigidez de 4.32%
menor do que o modelo MEC/MEF, essa diferenga ¢ pequena e ndo altera significativamente os
resultados numéricos. Com base nestes resultados, valida a eficacia do método numérico proposto neste

trabalho em relacdo ao modelo MEC/MEF.

5.3.7 Analise multiescala da placa submetida a carga distribuida em pequena regiio do centro

No terceiro exemplo numérico em multiescala ¢ analisada uma placa submetida a uma carga
distribuida uniforme g=0,001N/mm? sobre o dominio central quadrado, de dimensdo 0,15 x 0,15m,
definido na Fig. 5.13, a fim de representar uma carga concentrada de 0,0225KN. A malha no dominio
da placa contém 64 células (Fig. 5.14) e sdo definidos 4 pontos de Gauss ao longo da espessura da placa.
Na Fig. 5.30 demonstra-se o deslocamento w transversal no ponto central da placa, ao longo do processo

incremental de carga.
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FIGURA 5.30 — Deslocamento transversal (w) do ponto central da placa submetida a carga
concentrada.
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Fonte: Autoria propria (2022).

Como pode ser observado, os resultados considerando o modelo proposto € o modelo
MEC/MEF s3ao muito semelhantes quando se adota o EVR-25i. Mas quando se adota o EVR-5i
modelando a microestrutura, a placa apresenta menor rigidez se considerarmos o modelo MEC/MEF.
Similarmente ao exemplo anterior, a placa onde o comportamento mecanico do concreto ¢ modelado
pelo EVR-5i apresenta rigidez muito menor que a placa onde o EVR-25i ¢ adotado.

Portanto, esses trés exemplos numéricos do problema de flexao indicam que quando o processo
de fratura na regido da ZTI é modelado, o didmetro das inclusdes e, consequentemente, a distribui¢ao
dos elementos finitos de contato e fratura coesiva no dominio EVR, tém grande influéncia na evolugao
do processo de fratura na ZTI, o que afeta diretamente a rigidez do EVR. Por outro lado, para problemas
em que apenas os estados de compressdo predominantes sdo considerados (ver item 5.3.4), o
comportamento mecanico do problema do macrocontinuo ¢ muito semelhante, independentemente de
qual EVR ¢ usado. E interessante notar que o EVR-5i tem o dobro do comprimento da interface
(500mm), onde sdo definidos os elementos finitos de contato e fratura coesiva, comparado ao EVR-25i
(240mm). Portanto, espera-se um processo de fratura mais acentuado no EVR-5i, o que esta de acordo

com os resultados numéricos.
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54 Tempo de execucido das analises multiescala

Como todas essas analises foram realizadas na mesma maquina e tiveram os mesmos valores na
entrada de dados, o tempo necessario para convergir cada modelo pdde ser comparado para avaliar o
desempenho de cada EVR e de cada modelo numérico. Considerando as analises multiescala
apresentada no item 5.3, como base para esta comparacdo, na tabela abaixo é mostrada a relagdo entre
0s tempos necessarios para convergir com cada modelo, sendo: tygc 0 tempo que levou com o modelo
onde se usa apenas 0 MEC em ambas escalas e tivgc/mpr) 0 modelo onde o MEC ¢ usado na
macroescala e 0 MEF na microescala. Foi realizada a comparacdo entre o tempo tpj,ca 1 referente a
analise da placa na qual € usado o EVR-5i na microescala ¢ o tempo tpy,c4 2 que se refere a placa onde
o EVR-251 ¢ usado na microescala, a fim de analisar a relacdo de tempo de processamento quando se
usa um EVR mais simples e outro complexo, empregando os modelos numéricos MEC e MEC/MEF.
Também foi realizada a comparagéao entre o tempo tchapa 1 € tehapa 2, de maneira semelhante.

Nas Tabs. 5.7 e 5.8 observa-se que para as placas e chapas 1 e 2, 0o modelo MEC tem um custo
computacional de aproximadamente 45% menor do que o modelo MEC/MEF (relagdo tygc /
t(mec/mer)). Por outro lado, quando o EVR-5i € adotado na microescala obtemos um ganho
computacional de aproximadamente 82% quando comparado ao EVR-25i mais complexo (relagdo
tplaca1 / trlaca2 € tchapa1 / tchapa2), © que foi observado para ambos modelos numéricos MEC e
MEC/MEF. Isso demostra a eficiéncia do modelo onde apenas o MEC foi usado, onde observa-se nos
exemplos de compressdo e flexdo um menor custo computacional. Além disso, no caso do teste de
compressao apresentado, ressalta a eficiéncia do EVR mais simples, uma vez que resultados semelhantes

foram obtidos quando se usou o0 EVR-251 mais complexo, porém com um menor esfor¢o computacional.

TABELA 5.7 — Tempo de processamento - Placa.

Placa 1 Placa 2 MEC MEC/MEF
tmec/toec/MER) | tMEC/t(MEC/MEF) | tplaca1/tplacaz | tplaca1/tplacaz
0.566 0.5665 0.1787 0.1789
Fonte: Autoria propria (2022).
TABELA 5.8 — Tempo de processamento - Chapa.
Chapa 1 Chapa 2 MEC MEC/MEF
tmec/tmec/mer) | tmec/tmec/mer) | tchapa1/tchapaz | tchapa1/tchapaz
0.584 0.581 0.165 0.161

Fonte: Autoria propria (2022).
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6 CONCLUSOES E SUGESTOES

Neste trabalho, ¢ apresentado uma formulagdo MEC para analise ndo linear de flexao de placas
de concreto, que emprega uma abordagem multiescala para representar com uma maior precisdo o
comportamento do material, levando em consideragdo fenomenos dissipativos. Neste tipo de analise,
considera-se na modelagem as diferentes fases do material, e o comportamento do material ndo € regido
por um modelo constitutivo, mas é definida pela a resposta homogeneizada da tensdo e do tensor
constitutivo da microestrutura, chamada EVR (Elemento de Volume Representativo). O concreto ¢ um
material heterogéneo, composto por trés fases que consiste na pasta cimenticia (matriz), vazios,
agregados € uma zona de transi¢do interfacial (ZTI) entre os agregados e a matriz.

Inicialmente, de forma abrangente, sdo abordados alguns conceitos ¢ defini¢cdes pertinentes a
tematica que percorrem o trabalho: teoria cléssica de placas, flexdo de placas e analise em multiescala.
Através da realizagdo do mapeamento sistematico, pode-se obter varias bibliografias que se enquadram
no tema apresentado, expondo um numero crescente de publicagdes ao longo dos ultimos anos,
comprovando assim o potencial desta pesquisa. O objetivo geral deste trabalho em realizar uma analise
numérica ndo linear da flexdo de placas utilizando apenas o MEC, demonstrando a eficécia deste modelo
numérico em relacdo ao acoplamento MEC/MEF, porém com menor custo computacional, foi
alcancado, mostrando que a formulagdo apresentada no contexto da teoria multiescala ¢ uma alternativa
promissora para representar o comportamento mecanico de placas de concreto.

Para o problema de flexao de placas utilizando o MEC, ¢ necessaria uma solugdo de problemas
de equilibrio em diferentes escalas. Um desses problemas de equilibrio estad relacionado ao
macrocontinuo, que no presente trabalho ¢ definido pelo problema de flexao de placas. A outra se refere
ao problema bidimensional definido para a microestrutura do material que pode ser composto por
diferentes fases sendo representado pelo EVR. No problema de flexdo de placas, os momentos sdo
calculados numericamente considerando um esquema gaussiano. Portanto, neste tipo de modelagem um
EVR deve ser atribuido para cada ponto de Gauss colocado ao longo da espessura da placa.

Nos exemplos numéricos, a formulagao foi aplicada ao caso de placas de concreto. Para isso,
definimos vazios dentro do dominio do EVR a fim de representar a porosidade do concreto, os agregados
foram representados por inclusdes elasticas e adotamos o critério elasto-plastico de Mohr-Coulomb para
modelar o comportamento mecanico da matriz, que representa a pasta cimenticia. Além disso,
consideramos elementos finitos de contato e fratura coesiva inseridas ao redor dos agregados, para
modelar o processo de fratura na Zona de Transicdo Interfacial. Nos exemplos numéricos, foi
considerado dois EVRs diferentes para modelar o comportamento mecanico do concreto, cujas
microestruturas sdo bastante diferentes, mas eles tém a mesma fragdo de volume de inclusdes e vazios.
Um EVR possui 5 inclusdes e 4 vazios, sendo o processo de fratura modelado em torno de todas as

inclusdes, ¢ outro EVR contendo 25 inclusées e 12 vazios.
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Inicialmente foi realizado as analises apenas ao nivel da microestrutura para mostrar que os
comportamentos mecanicos de ambos os RVEs estdo de acordo com o ensaio experimental de
compressao. Essas analises mostram que, para estados de compressao predominantes, ndo é necessaria
uma microestrutura complexa para representar o comportamento mecanico do concreto. Em seguida,
consideramos o problema de equilibrio bidimensional para o macrocontinuo, onde uma carga normal de
compressdo ¢ aplicada a chapa para simular o teste experimental de compressdo. Realizamos duas
analises multiescala para esta chapa: em uma o modelo constitutivo ¢ definido pelo EVR com 25
inclusdes e na outra utilizamos o EVR com 5 inclusdes. Mostramos que ambas as placas possuem rigidez
e resisténcia de acordo com o teste experimental, mostrando que para estados de compressdo
predominantes ambos os EVRs apresentam comportamento mecanico semelhante. Estes resultados
estdo de acordo com os discutidos anteriormente onde as analises foram realizadas apenas ao nivel da
microestrutura. Além disso, mostramos neste exemplo que o algoritmo multiescala proposto ¢ capaz de
capturar satisfatoriamente os resultados experimentais.

Por fim, realizamos a andlise de flexdo para trés placas diferentes: uma simplesmente apoiada
submetida a carga uniformemente distribuida, uma viga em balango com carregamento aplicado nos nds
da extremidade e outra com carga central concentrada onde dois lados opostos estdo livres e os outros
dois sdo fixos. Mostramos nestes exemplos que quando sfo considerados os estados de tragdo
predominantes, como € o caso do problema de flexao, a placa onde ¢ adotado o EVR com 5 inclusdes
tem rigidez muito menor do que a placa onde consideramos o EVR com 25 inclusdes. Esses resultados
mostram que para estados de tragdo predominantes, a definicdo da microestrutura ¢ muito importante,
ou seja, o tamanho das inclusdes e vazios, bem como sua distribui¢do no dominio do EVR. Entretanto
com maior importancia ¢ a defini¢do da regido da ZTI onde o processo de fratura ¢ modelado. Observe
que para o EVR com 25 inclusdes o processo de fratura ¢ modelado apenas em torno das inclusdes
maiores, onde o comprimento total dessas interfaces ¢ igual a 240mm. No outro EVR com 5 inclusdes
os elementos finitos de contato coesivo sdo definidos em torno de todos os agregados, resultando no
comprimento total das interfaces igual a 500mm. Portanto, como o comprimento da interface, onde o
processo de fratura ¢ modelado, do EVR com 5 inclusdes ¢ muito maior, espera-se um processo de
fraturamento mais acentuado neste caso o que reduz a rigidez da placa.

Em algumas aplicagdes numéricas comparamos o custo computacional da presente formulacao
com o discutido em FERNANDES, PITUBA ¢ SOUZA NETO (2015) onde MEC ¢ adotado para
modelar o macrocontinuo enquanto o problema do microcontinuo ¢ resolvido pelo MEF. Por fim,
mostramos que a presente formulagdo tem um esfor¢o computacional reduzido o que ¢ muito importante
porque a analise multiescala ¢ muito cara computacionalmente. Além disso, nos exemplos numéricos
mostramos que o algoritmo multiescala proposto ¢ robusto, estavel e preciso, capaz de reproduzir

resultados experimentais, comprovando a sua efetividade.
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Com base no modelo apresentado neste trabalho, algumas sugestdes para trabalhos futuros sdo
apresentadas:
=  Desenvolver uma programagdo em paralelo deste modelo numérico apresentado, a fim de
reduzir o custo computacional das analises em multiescala.
= Realizar outras modelagens com o EVR-5i, reduzindo o comprimento das interfaces onde a
fratura é inserida, a fim de aumentar a rigidez do EVR e com isso obter resultados mais préximos

do EVR-25i.
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Apéndice A: Fundamentos da teoria de placas

APENDICEA FUNDAMENTOS DA TEORIA DE PLACAS
Al Introducao

Entre os elementos estruturais de superficie, a placa é geralmente definida como um corpo
delimitado por duas superficies planas. Uma de suas caracteristicas € que a distancia entre duas
superficies, chamada de espessura, é pequena se comparada as demais dimensdes do corpo. O plano
intermediario das duas faces que definem a placa ¢ chamado de superficie média da placa, onde a

representacdo geométrica utilizada € bidimensional, com os €ixos X X», conforme a Fig. (A.1):

FIGURA A.1 — Placa Bidimensional.

X1
R L LR EES Ch :4_> X1
x2 ¥ I A .

. Superficie média
- da placa

Fonte: Autoria propria (2022).

A placa suporta apenas carregamentos transversais paralela a x3, ou seja, sujeita a flexao simples.
Dado o fato de que uma placa € fina o suficiente, o deslocamento vertical de qualquer ponto do plano ¢
igual ao ponto correspondente ao plano do meio na mesma vertical. Esta consideracdo pressupde

implicitamente que a deformagao normal na dire¢cdo x3 pode ser desprezada:
w(xy,X2,X3) = W(Xy,X2) (A.1)

Neste trabalho sera adotado o modelo de placa utilizando a teoria cldssica desenvolvida por

Kirchhoff. Ele fornece resultados precisos para placas delgadas (finas), onde os efeitos da deformacao

: ~ , . t
por cisalhamento sdo desprezados ao longo da espessura ¢, onde cada ponto é definido pela cota: — 5=

X3S

N | e+
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A2 Suposicoes basicas

Ao definir o elemento estrutural conforme descrito no item A.1, as seguintes hipoteses sao
necessarias para escrever as equagoes diferenciais fundamentais de placas delgadas:
= A tensdo normal transversal da placa (o,3) pode ser ignorada;
= Comparando com a espessura t da placa, o deslocamento transversal ¢ pequeno;
= Devido a carga transversal, ndo ha deformagdo na superficie média da placa;
= O ponto que estava inicialmente perpendicular a superficie média da placa permanece nesta
normal apds a curvatura. Isso corresponde a afirmagdo de que a secdo transversal permanece
plana apos a flexdo e rotaciona apenas em relag@o ao eixo neutro. Isso significa que a forca de
cortante ndo tem efeito sobre a flecha, ocorre apenas devido a flexao.
= FEssa hipotese permite que as deformagdes de cisalhamento transversais sejam
desprezadas, ou seja: yi3 = Y3 = 0;
= Logo as componentes de tensdo T3 = Ty3 = 0;
= Sendo assim as deformagdes €3 ndo sdo levadas em consideracdo na formulagdo do

problema, uma vez que o componente de tensio o3 ¢ desprezado.

A3 Relacdes Basicas

A.3.1 Deslocamentos na placa

Os deslocamentos u;, Uy, u3, nas diregdes X1, X2, X3, € a rotacdo em relagao as direcdes xi, X2, sS40
as componentes do vetor deslocamento de qualquer ponto da placa. Assumindo que o ponto pertence ao
plano médio da placa os deslocamentos u;, u,, podem ser ignorados, ou seja: uy =u=0¢e uz # 0.

Portanto, como a placa ¢ definida pela superficie média, apenas o deslocamento us, que ¢
chamado de flexa w, fara parte da definicdo do problema. Porém, para os pontos que ndo pertencem a
superficie média, a quarta suposi¢do permite conhecer u; e u; a partir de w(xi, X2), conforme mostrado

na Fig. (A.2) a seguir:
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FIGURA A.2 — Deslocamentos devidos a flexao da placa.

Placa indeformada a

X3 W i=(1,2)

b!

Fonte: Autoria propria (2022).

aw , . . ~ ~
onde 5 €2 inclinacdo em relacdo a x; da deformada.
i

Como o valor de w ¢ muito pequeno, o angulo que define a inclinacdo em relacdo a x; da
deformada ¢ confundido com seu valor tangente, portanto, os deslocamentos u; € u, podem ser escritos

da seguinte maneira:
U = —x3w,; (i=1,2) (A.2)
A.3.2 Deformacoes

Com base nas suposi¢des feitas no item (A.2), e considerando a Eq. (A.2), o tensor das

deformacdes ¢ dado de maneira indicial, por:
&ij = —X3W,ij (1,=1,2) (A3)
sendo:
" w,;j o tensor das curvaturas, onde w,;3 € seu componente no plano paralelo a x;x3 € w,,3 € seu

componente no plano paralelo a x,x3;

_ Y12
" &= ER
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A.3.3 Tensoes

De acordo com as suposi¢des apresentadas no item (A.2), e o estado plano de tensdes, as tensoes

sdo obtidas pela lei de Hooke, que forma na forma indicial é dada por:

2G .
ojj = 2Ggj; + 1__‘)\}5kk6ij (i.k=1,2) (A4)

sendo:
= G ¢é o modulo de elasticidade transversal do material;
= vy o coeficiente de Poisson;

= E o modulo de elasticidade longitudinal do material.

Substituindo a Eq. (A.3) em (A.4), obtém:

E

X3 ..
oy = a—vy [VW i 83 + (1 =W, | (ij.k=1,2) (A.5)

A.3.4 Relagdes de equilibrio

Considere o elemento infinitesimal de placa de dimensdes (dx;, dx,, dx3), em que seu estado de
tensdo € demostrado na Fig. (A.3) juntamente com a carga transversal g distribuida em sua 4rea.
Integrando-se as tensdes ao longo da espessura, obtém-se os esfor¢os, dados por: Mi; € Mz, (momentos
de flexdo), M2 e M2; (momentos volventes), Qi e Q2 (esforgos cortantes) conforme € mostrado na Fig.
(A.4) e definidos nas equacdes (A.6) a (A.8).

t
2
My, = f £ X3011 dx3 (A.6)
2
t
2
Mp, = f ¢ X3022 dx3 (A.7)
2
t
2
M, = f cX3l12 dxs (A.8)
t
2
0 = [0 ax, (A9)
2
t

2
0 = [ dx; (A.10)
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FIGURA A.3 — Tensdes na Placa.

X1
K I g (x1x2)

X2 X3
(S114 l/
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;1. /; 13
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' | 022 2
" Tt
T23 13
T21

Fonte: Autoria propria (2022).

FIGURA A 4 — Esforgos em um Elemento de Placa.

f X1
v Y g (x1.X2)

Ql ‘ . X1
! }
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Fonte: Autoria propria (2022).
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Substituindo a Eq. (A.5) nas equagdes integrais (A.6), (A.7) e (A.8), obtemos a equagao do

momento por unidade de comprimento, que é obtida pela integracao das tensdes ao longo da espessura

x3, conforme mostrado a seguir na forma indicial:
Mjj = —D[VW, 85 + (1 — V)W, | (ij.k=1,2) (A.11)

sendo:

3

= caracteriza a rigidez a flexao da placa.
12(1-v?)

Através da Eq. (A.11), as curvaturas sao obtidas a partir dos momentos:

2%w

ax?

92w 12[1 v 0 Mu N

—-= = 3_E -V 1 0 MZZ (I,J,kzl,Z) (A12)
0x; PElo 0 201 +v)] My,

0%w

0x4,0x,

No entanto, uma vez que as componentes de tensdo T2z € Ti3 sdo desprezadas, a forca de
cisalhamento sera obtida pela equacdo de equilibrio do elemento, pois embora a carga transversal gere
forga de cisalhamento, sua influéncia na flexdo da placa delgada pode ser desprezada, mas nao pode ser
ignorada na equacdo de equilibrio do elemento. Portanto, considerando a carga distribuida g que
equilibra as forgas verticais € momentos em torno de X; € X, obtemos duas relacdes de equilibrio,

demostrada a seguir de forma indicial:

Qiitg=0 (i=12) (A.13)

M;;,i—Q; =0 (ij=1,2) (A.14)

Levando em conta as equagdes (A.11) e (A.14), obtém-se:

Qj = Mjji = —DW, i (ij.k=1,2) (A.15)
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A.3.5 Equacao diferencial de placas

Levando em consideragdo as equagdes (A.11), (A.13), (A.14) e (A.15) e fazendo as

simplificagcdes necessarias, pode-se escrever a equagao diferencial:

V2V2W = % (A.16)

sendo:

9 02 92
L 2 — .
v 9xp0x (axlaxl + axzaxz) ¢ o operador de Laplace.

A.3.6 Sistema genérico de coordenadas

As componentes de momento, originalmente definidas nas dire¢des x; € X2, podem ser reescritas
em relagdo a um sistema local de coordenadas (n ¢ s), onde n é a dire¢do normal do contorno e s direcao
tangente do contorno. Inicialmente, obtém os momentos agindo no plano de normal n, nas dire¢des X; €
X2. A partir desses valores, obtemos a componente do momento My, na direcdo n € a componente do

momento Mys na direcao s, dados por:
Mnn = Mi]'nil'l]' (1,]21,2) (A17)
Mps = Mjjn;s; (1,j=1,2) (A.18)

onde s; (com j=1,2) definem os cossenos diretores da direc@o s; n; e n, s8o os cossenos diretores na

dire¢do normal n.

Ao equilibrar as forcas verticais, obtemos:

Qn = Qin; (ij=1,2) (A.19)
A.3.7 Forca cortante equivalente

Usualmente, no problema de placas tem-se cinco incognitas: deslocamento w, sua derivada,
Ow/0n, ¢ os esforgos Mn, Mys € Qn. Visto que a equagao diferencial (A.16) é de quarta ordem, pode haver

somente quatro variaveis, duas das quais devem ser fornecidas como condigdes de contorno, ou seja,

devem ser valores prescritos. Kirchhoff (1850), certificou que as condi¢des de contorno de cisalhamento,
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Q. e momento volvente, Mps, podem ser agrupados em uma Unica variavel, dessa maneira eliminando
uma incognita. Considere uma placa de contorno curvo para o qual, em um ponto genérico, P, se define

um sistema de referéncia cartesiano (n, s), nas direcdes normal e tangente do contorno.

FIGURA A.5 — Momento volvente no contorno.

X1 c
/ ’ ds \ Msds d
X3 ds ds ds

X3 ~ Mhs | ? .
Se+— S <« | T | A
.“ ‘J ¢ | Mns « ¢ A ¢\
.......... T ds Z— N
S MuH(@Mas/s)ds  Mns
a n b

Fonte: Autoria propria (2022).

O momento volvente resultante em um elemento de contorno de comprimento ds é Myds. Este
momento pode ser considerado como resultado das for¢as com intensidade My, aplicadas na extremidade
do elemento ds. A Fig. (A.5d) é a interpretagdo binaria da justaposi¢ao de dois elementos de
comprimento ds e os momentos volventes correspondentes. A resultante das forgas aplicadas na jungao
dos dois elementos € (0Mys/0s)ds. Essa for¢a, que € adicionada a for¢a de cisalhamento, Qnds, leva a um
esforco designado como forca cortante equivalente, cuja intensidade ¢ por unidade de comprimento,

dado por:

0M,,

V, =0, + e (A.20)

Segundo o principio de St. Venant, esta substitui¢do de forgas nao altera a curvatura da placa,

pois nao alterara os valores de M, apenas afetara a distribuicdo de tensdes proximo ao contorno.
A.3.8 Reacio de canto

Devido a substitui¢do de forca feita no item A.3.7, uma Rc (Reagdo de Canto) aparecerd em
qualquer canto i da placa. Conforme demostrado na Fig. (A.6), uma resultante diferente de zero devido

as reacgdes de apoio correspondente a cada lado necessariamente aparece no canto. Este resultado ¢

chamado de reagdo de canto ¢ ¢ dado por:

Ry = Mrtsi — My (A.21)
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onde:
* M é Momento volvente posterior;

M ; ¢ Momento volvente anterior.

FIGURA A.6 — Reacao de Canto.

Fonte: Autoria propria (2022).

A4  Condi¢ao de contorno para flexdo simples

As bordas de uma placa podem ser constituidas de trés vinculagdes classicas: borda engastada,
borda simplesmente apoiada e borda livre. Conforme Kirchhoff (1850), existem quatro variaveis em
cada n6 do contorno: A forca cortante equivalente V,, o momento fletor M,, a flecha w ¢ a rotagdo
Ow/0n, dos quais duas incdgnitas sdo conhecidas, pois sdo impostos como uma condi¢do de contorno.

De modo geral, quando o deslocamento U; (Ui=w, U,=0w/0On) é conhecido, a for¢a
correspondente Pi (P1=V,,, P,=M,) ¢ desconhecida, e vice-versa. Neste trabalho, deslocamento e reacdes
de canto também sdo considerados como varidveis do problema e em cada canto um deles deve ser

atribuido como uma condi¢do de contorno.

TABELA A.1 — Condi¢des de Contorno.

o | w=0w/on=0;
I - >
Borda Engastada : | Ve My sdo desconhecidos
Borda Simplesmente | | w=M;=0;
Apoiada | Vy e dBw/on sdo desconhecidos.
X Vio=M;,=0.
Borda Livre | w € Ow/On sao desconhecidos.

Fonte: Autoria prépria (2022).
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A.5  Equacdes da placa em coordenadas polares

Alguns problemas de andlise estrutural sdo analisados mais facilmente quando a equagdo
diferencial das placas ¢é referida num sistema de coordenadas polares. Portanto, um ponto P com
coordenadas (xi, x2) € possivel ser estabelecido como uma fungio de r (a distancia deste ponto até a
origem do sistema de coordenadas (X1, x2) e q (o angulo entre o segmento OP e o eixo Ox;). Conforme
demostrado no trabalho de FERNANDES (1998), é possivel obter as seguintes equagdes:

Equagéo diferencial em coordenadas polares, dada por:

dw 2d’w 1d?2 1ldw g

VZvZW — _ - - = A22
dr* + rdr3 r2dr? + r3dr D ( )
Equag¢ao dos momentos na forma indicial:
d*w 1dw
Mij =-D 2 [Sijv + (1 - U)(T,i T',j )] + ——[6i]'17 + (1 — U)(titj)] (A23)
dr rdr
Derivada de terceira ordem:
3 d3 N 1d?w 1 dw Ad
Wi = i\ g3 T 2 T 2 ar (A.24)

Considerando a Eq. (A.24) e substituindo na Eq. (A.15), que representam os esfor¢os cortante,
sua forma final ¢ dado por:

dw 1d*w 1dw N
(1j=1,2) (A.25)

- _pro|— -
Q) r"(dr3+rdr2 r2 dr

Tendo as expressdes conhecidas, em coordenadas polares, de Mj; e Qj, € possivel deduzir, neste
mesmo sistema de coordenadas, as equacdes de My, Mys € Vi, em um ponto P genérico do contorno, onde

n e s sdo vetores normal e tangentes do contorno e a origem em P conforme a Fig. (A.7).
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onde:

FIGURA A.7 — Ponto P do contorno da placa e os vetores n e s.

O >
e \
r \
R Contorno
/—7 da Placa
P
v 0
s B
n

Fonte: Autoria propria (2022).

Nn;=Ccosol € Ny=sena;
Si=sena e s;=cosa;

R ¢ o raio da curvatura do contorno no ponto P.

Considerando (n, s) um sistema de coordenadas cartesianas, podemos escrever a relacdo entre

suas coordenadas e as do sistema (x, y):

r,;n; = cosf (A.26)

T,;S; = COS (ﬁ + g) = —senf (A.27)

Substituindo (A.23) em (A.17) e (A.18), bem como (A.25) em (A.19), obtemos as equagdes:

d2w 1dw 2
M,, =—D 7 v+ @A —-v)(r,;n)] + ar [v+ (1 —v)(,;s)?] (A.28)
d’w  1ldw
Mps = —D(1 —v)(r,;n)(r,; sj) 7 ar (A.29)
— ) d3W+1d2W 1 dw A30
Qn = Pt dr3 rdr? r2dr (A.30)
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Substituindo (A.26) e (A.27) em (A.29), obtemos uma nova expressao para Mys:

d*w  1ldw
(A31)

M, = D(1 — v)cosfsenp <W -

Para obter V, € necessario ter a expressao da derivada M,s em relag@o a diregdo s, que ¢ dada

por:

My _ aMns% aMnsa_r (A.32)
ds af 0ds dr 0s

sendo:
or
35 = isi = —senB (A.33)
9B _ 1 _cosp (A.34)
ds R T

Desse modo, derivando a Eq. (A.31) em relagdo a b e r, obtemos os outros dois termos de (A.32),

que se traduz em:

s — D(1 - v)cosp [Senzﬁ (dg—w _1dw 1 d—w) + (—4 Senz(ﬁ)l) (dz—w -

as ar®  rdrz | r2dr r dr?
1dw D(1-v) d*w  1dw (A.33)
- B 2o (4w 1dw
;E)] + R (1—2sen B) (dr2 r dr)
Considerando (A.35) e (A.30) em (A.20), obtemos a expressao de V.
2 1 d3w  1d?*w 1 dw

o = =D —v)(nirs) {[(Sfr'f) rol (i )t

(A.36)

— )2 2 _ 2
o)y 1d_w)} 200 (g g, 7] (L L)

T dr? rdr
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APENDICEB EXPRESSOES FUNDAMENTAIS PARA EQUACAO INTEGRAL DE

MOMENTOS NOS PONTOS INTERNOS

ow* = rin(r)
ox; P)=""4mp T
O 0) = s (rrsg 8 )
0x;0x; TP = p \Ti Ty Oij HAT
°w*

1+2
(@) = g (1 20n0)

d aZW* ( ) _ =T,
Ox; \ 0x;,0x;, TP )= 50Dy

d [ow* -1
= 25 I (rem) + In(rm]

axl on
1

axlax] p)|= AnDr [(61']' —2ry T )(r:k ng) + 1, nj+r,; ni]
Ik nk

axkaxk ~ 2nDr

"o (5 @p) ) = g 2 Cano =

0x; \ 0x;0x; \ On P = oDz el N ) — My

oM’ (1-v)

axrils @p) = Amr [ (ror s) + 5 i) =21, (e g ) (801

azM;s —(1 - 17)

0x;0%; @p) = W{[Z(SU AT s - 25i1,j =21 Sj](r:k ng)

—2(r,jny +riny)(ry sp). +nys; + sinj
0% Mps ( - )
0x1,0xp, (9.p) = {Gir)) i)}

0x; \ 0x1,0x;

oMy,

ox; (q p) = —{(1 +v)r;—2(1 = v)(re ) [y (e ) — i}
aZM* 1

T, @) = g { L (8 —2rimy)

+ 2(1 - U) [ninj + —27",]‘ Tli(r,k le) - (811 - 27",]' 18y )(T,k nk)z

+ —2r,; (1 nk)[nj =1 (N nk)]]}

o [ 9°M;, (1-v)
— (q.p) | = —3 [47,; (o si) (ru ) — ny (o si) + —si(rymy)]

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)
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Mo (4p) = 201 = )1 — 20 m)?]) (B.15)
0x 0xy, TP)= "y v T e '
o [ a°M; -(1-v)
a_aci(axkaxk (q, P)) = T{n# 2n; (1, ) — 4r,; (1 )%} (B.16)
av;; 1 ,
ox; (qp) = yp—, 2 - ) s)?[4r,; (e i) — 1yl B.17)
+ =40 =)y s)remdsi + B —v)[n; — 27y (re )1}
OV () = {20 =)0 247, G
0x;0x; TP = g3 et g Mk Tk
+ —4-[T,i nj + T',j n; + 611 (T,k nk)]]
(B.18)
+2(1 —v)(ry, Sl)[Z(TliSj + njsi) + —8(ry nk)(r,l- Sj+ 7, sl-)]
+4(1 —v)(ry nk)(sisj)
+ +(3 - v)[26ij(1jknk) —8r,1,; (reng) + Z(r,l- n;+r,; nl)]}
92V 1-v) o [ o2
S 4 4 2 1] —
(1-v) (B.19)

= 7_[,’,,4 {(r;l Sl)z [247‘,i (T,k nk) — 4-7’11]

— (e )[8si(r, 5p) + 4r,; 1 +ng}
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APENDICE C  INTEGRACAO NUMERICA SOBRE OS ELEMENTOS
C.1 Integracao normal

Em alguns casos, o ponto de colocagdo ndo pertence ao elemento a ser integrado e a integragdo
desses elementos pode ser calculada numericamente. Como uma equagdo relacionada aos pontos
internos, seja deslocamento, curvatura ou derivada da curvatura, o ponto interno do carregamento q nao
pertence a nenhum elemento de contorno, e a integral sobre os elementos que aparecem nele sempre
pode ser realizada numericamente. O mesmo € verdade para a equagdo de deslocamento escrita pelo
ponto de carregamento externo A. Porém, quando o ponto de carregamento € o ponto limite Q, se ndo
pertencer ao elemento considerado, sé pode ser integrado numericamente.

Para integracdo numérica, ¢ conveniente escrever essas expressdes em coordenadas
homogéneas. Portanto, tomando a integral dos elementos que aparece na equagdo de deslocamento do

ponto Q do contorno como exemplo, alterando as coordenadas, a seguinte equacao ¢ obtida:

1

1
k(@) =3 fPZ(Q,P)‘I’n(P)df(P) (n=123) (k=12 (C.1)
-1
1

1
@ =3 [ wi(@ PP -123) (-12) (€
1

A integragdo numérica ¢ realizada usando uma férmula de quadratura de Gauss, que ¢ dada pela

seguinte maneira:
1 Ng
[ r©de =3 reom ©3)
-1 i=0

C.2 Técnica de sub-elementos

Quanto mais proximo o ponto de carregamento ou ponto de colocacdo A, Q ou q estiver do
elemento a ser integrado, maior serd sua influéncia que ele tem sobre o valor do ponto varidvel em
consideragdo. Para ter uma boa precisdo de calculo, a distdncia entre o ponto de carregamento e o ponto
médio do elemento ndo deve ser muito grande, e quanto menor a distancia, mais de pontos de Gauss sdo
usados na integrac@o. Dessa forma, o método de utilizagdo de sub-elementos adotado neste trabalho

inclui dividir o elemento considerado durante a integracdo em sub-elementos, de modo que a distincia
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entre o ponto de carregamento e seu ponto médio ndo seja menor que seu comprimento, conforme

mostrado na Fig. (C.1).

FIGURA C.1 — Sub-elementos.

A

Fonte: Autoria propria (2022).
sendo:
= 15 ¢ a distancia ao no inicial do sub-elemento;
= ai é o comprimento do sub-elemento i;
= ]j é o comprimento do elemento j;
= @ ¢ o angulo entre rs e o elemento j;
=  Se ¢ <60, o comprimento do sub-elemento sera tal que forme um tridngulo isdsceles entre seu

no final e nd inicial, dado por:

rs

~ 2cos Q (C4)

= Se ¢ >60, o comprimento do sub-elemento sera igual a distancia entre A ¢ o no final do sub-

elemento anterior.

Considerando o trabalho apresentado por FERNANDES (2003) as integrais (C.1) e (C.2) podem

ser calculadas da seguinte forma:
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Lj
2 1 Nsub Nsup
raf =2 [rag =) 3 j GUEDW, Z(F(f))lgwlg (©5)
1 i=1 i=1  ig=1

ol
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EVR

APENDICED EXPRESSOES FUNDAMENTAIS PARA EQUACAO INTEGRAL DA
DERIVADA DOS DESLOCAMENTOS PARA O EVR

No processo de derivacao da Eq. (3.13), novas expressdes fundamentais sdo obtidas. As

equagdes descritas a seguir sao utilizadas para a dedugdo dessas novas expressoes:

s /1 1
am(q) (?) =z (=mim) (D.1)
ar,k _ aT’k _ _1 o ' .
ey Sl e R A S L (D2)
0 or 1 or
mmm(aﬂz'ﬁfm‘rdaﬂmf (D.3)

Assim sendo, as expressdes fundamentais contidas na Eq. (3.14) s@o descritas da seguinte

maneira, sendo k,i,j = 1,2.

i 1 {67’ (1 — 20/ 61‘6 +8 6r+
om  4m(1 —v)r2 6n[ ( v) gm Otk T DIk Gy
Jar ar
+2r,,,m; + 2r,;my ] + (1 — 2v") [ 2N, T, — = + 2n; ik + (D4)

+nym;dy —nymy + nkmi] + 21, T, njmj}

ouy; 1

. or ar
am = 8]‘[6(1 — V’)T [(3 — 4y )%6’”' — Mg7,;— mir,k+ 2r,i Tk %] (DS)
0k 1 , or or or
m _ 8n(1—v)Gr? {0~ 2 (Searym + mam; = 2y 50 = 250550
d or or 0 D-6)
r r or
+2r,; (ni% +7,; mjnj) nmy + 2 — o (rimg+rem)+8r,r,;=— - an}

1 /
gkijl = m{(l —2v )[6j16ki + 6il6kj - 26kir,]‘ ry— 26kjr,l' 7",[] + (D7)

+6ij(2TJk r,,— Skl) + 26klr,l T, + 26”7",]( T,j+ 25jlr,i k— 87",1' T',j Tk Tl}

sendo G = Gt e V' = —, uma vez que, se trata do estado plano de tensio.

Observe que ndo existira problemas de singularidade na integral de dominio envolvendo os
deslocamentos, visto que, quando o ponto de colocagdo pertencer a célula a ser integrada, tem-se que

Vv = Vg e, por isso, a integral ndo precisa ser calculada. Assim, pode-se dizer que:

0
[ w0 dns = [ w2 (g, pyang (03)
m Qs Qs
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EVR

Deste modo, derivando-se a expressao fundamental contida na equagdo (3.27), tem-se:

as,zij_]- _ v [Or (6
om  2mn(1—v)Gr3lom

ik — AT, T ) Frym tremy (D.9)
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APENDICEE MODELO CONSTITUTIVOS

Nesse apéndice, discute-se, de forma breve, os modelos constitutivos utilizados ao longo do
trabalho, que sdo: i) o modelo de dano de Mazars, utilizado nas analises em escala Uinica; ii) o modelo
elasto-plastico de Mohr coulomb utilizado na matriz do EVR; iii) os modelos de contato e fratura

utilizados nos elementos finitos para modelar o fraturamento na zona de transigao.

E.1 Modelo de dano de Mazars

A mecanica do dano continuo tem sido empregada para resolver diversos problemas na
engenharia. O modelo de dano ¢ baseado na termodindmica de processos irreversiveis, descrevendo a
evolugdo local do processo de deterioragdo do material através de varidveis internas, partindo de uma
configuragao inicial ideal sem defeitos, até o estado final onde podem ocorrer fissuras ou macrofissuras.
O meio deteriorado ¢ considerado um meio continuo com rigidez e resisténcia reduzidas. O dano comega
em pequenas deformagdes, desenvolve-se gradualmente, atinge uma taxa maxima apos o pico de tensdo
e tende a um valor assintético com o aumento da deformacao.

O modelo de MAZARS (1984) funciona bem na analise de danos ao concreto submetido a
carregamentos proporcionais ou ciclicos. A varidvel de dano ¢ em funcdo da deformacdo equivalente,

que caracteriza o estado de alongamento local do material. Esse modelo possui as seguintes hipoteses:

= O concreto que sofre dano evolutivo tem comportamento elastico, ou seja, nenhuma deformacgao
plastica evolui durante o descarregamento, conforme observado experimentalmente.

= Supde-se que o dano € causado apenas pela presenca de extensdo (alongamento), que ocorrera
ao longo de uma ou mais dire¢des de deformacao principais.

= Em geral, o dano causa anisotropia no concreto, mas para simplificar o modelo, o dano sera
considerado isétropo.

= O dano ¢ representado pela variavel escalar D, e sua evolugdo ocorre quando a deformacao

equivalente € ultrapassa um determinado limite eléstico.

De acordo com a lei de Hooke, em uma iteracdo n, o estado de tensdo elastica no caso de um

estado plano de tensdo ¢ dado por:

0
€n (E.1)

2
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Passando as tensdes dada por (E.1) para o sistema principal, escreve-se a tensdo em uma dada

direcdo principal i da seguinte maneira:
oy =oi + o (i=1,2) (E.2)
onde

se0; >0 ot=0 07=0
(i=12) (E.3)
se 0;<0 o =0; 07=0

Portanto, de acordo com a lei de Hooke, a deformagéo &7, devido as tensdes de tragdo e a

deformag@o &g, devido as tensdes de compressdo podem ser obtidas em uma determinada dire¢do

principal:
1+ :
v v
&r, = ot EZ * (E.4)
3
1+ v v z s
SCL - E - ( ° )

A deformagcao total £; em uma direcao principal i, ¢ dada por:
& =&, T & (E.6)
Com base nas deformagdes principais dada pela Eq. (E.6), é possivel obter os alongamentos &;"

nas dire¢des principais i, para mais detalhes ver FERNANDES (1998). Com o valor dos alongamentos

&}, obtém-se a deformagdo equivalente &, que caracteriza o estado de alongamento no sistema principal:

e_=\/sf2+£;2+£;2 (E.7)

O dano aparece quando & = g4, que € a deformagdo equivalente ao esforgo maximo em uma

prova de tragdo uniaxial, dessa forma o critério de dano ¢ dado por:
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sendo S(0) = g4, ¢ o limite elastico inicial e S(D¢) ¢é igual a deformagio equivalente da iteragdo

anterior, se o ponto ja estiver danificado, pois caso contrario, S(D.) = S(0).

Nao ¢ permitido f > 0, quando isso acontece, a variavel de dano evolui e o novo limite elastico

passa a ser S(D.), dado pelo estado de alongamento atual:

S(Dc)z\/ef2+e;’2+£§2 (E.9)

Para o calculo da variavel de dano, as microfissuras sdo perpendiculares a dire¢ao da tensao na
tragdo uniaxial e paralelas a direcdo da tensdo na compressao uniaxial. Dessa forma, para descrever esse
comportamento assimétrico do concreto, duas variaveis escalares de dano devem ser definidas, uma para
compressdo Dgc e outra para tracdo D.r, cuja evolugdo ¢ regida por leis independentes. No caso
multiaxial, cada componente de tensdo pode contribuir para a evolugdo do dano, entdo a variavel de

dano é uma combinagao linear de Dor € Dec.
DC = aTDCT + acDCC (ElO)
sendo:

0<a<1,0<ar<lear+ac=1

g (1—Ay) A
Dep=1--2— T2 ! (E.11)
3 exp[Br(& — eq, )]
by (= A0 A (E.12)
cCc — - — - _
€ exp[Bc (& — eq, )]
o, = Zim1 (E.13)
T — Ef}-
T (E.14)
Cc g"}'
3 (E.15)
& = Z ef, + &,
i=1

sendo Ar e By parAmetros caracteristicos do material em tra¢do uniaxial, A; e B, sdo parametros do

material em compressao uniaxial, ed0 ¢ a deformacdo eldstica limite, e;fi e egfi sdo componentes de

deformacio.
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O estado de tensdo verdadeiro {;) } é dado por:

{U}{} = (1 - Dc(n))[Do]{fn} (E.16)
sendo {Dy} o tensor elastico do material integro.
E.2 Mohr-coulomb

Nesse modelo, a resisténcia ao cisalhamento 7 na iminéncia da ruptura, no plano de ruptura, ¢

definida pela seguinte equagdo:

T=c+tan® (E.17)
sendo ¢ a coesdo e @ o angulo de atrito interno do material. Ambos os pardmetros podem ser
estabelecidos com base em ensaios de compressdo triaxial convencionais, levando o material até o

estado de ruptura, conforme a figura a seguir.

FIGURA E.1 - a) Critério de escoamento de Mohr-Coulomb no plano (g, T), b) em plano octaédrico

T A (a) (b) '

¥ Q

03 o1 01 02

Fonte: Autoria propria (2022).

A funcdo de escoamento para o critério de Mohr Coulomb pode ser expressa em termos de

tensdes principais g; € 03 , que € a tensdo principal maior e a tensdo principal menor, respectivamente.

01—03_01+03

F =
2 2

sin@—ccos®@ =0 (E.18)
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No espaco de tensdes principais, a funcdo de escoamento Eq. (E.18) representa uma piramide
de secdo transversal hexagonal irregular em um plano octaédrico. De acordo com o segundo critério, a
tensdo de escoamento sob compressdo ¢ maior do que a tensdo de escoamento de tragdo. Vale ressaltar

que o critério de Mohr-Coulomb ndo leva em consideragao o efeito da tensdo principal intermediéria o,.
E.3 Modelo de contato e fratura coesiva

O modelo de fratura coesiva proposto por PITUBA, FERNANDES e NETO (2016) ¢ utilizado
neste trabalho para simular o fendmeno de descolagem de fases que ocorre na zona de interface,
denominada ZTI (zona de transi¢do interfacial). Os modelos de contato e fratura coesiva, assim como o
elemento finito retangular, sdo brevemente descritos neste item, mas mais detalhes podem ser
encontrados no artigo mencionado anteriormente e em FERNANDES, FURTADO e PITUBA (2017),
na qual, uma formulagdo acoplada de MEC/MEF foi desenvolvida para realizar analises em multiescala
de chapas.

O deslocamento de abertura efetivo § ¢ baseado na fratura coesiva de modo misto e ¢ dado por:

5= /,8363 + 62 (E.19)

onde 5 € O, sdo os deslocamentos de abertura tangencial ¢ normal respectivamente, o parametro f3,
atribui pesos diferentes aos deslocamentos tangencial e de abertura normal. Além disso, assume-se que

o potencial de energia livre ® depende de 0, ou seja:
5
® = 0,8, [1 el (1+5_c)]] (E.20)

onde e ¢ o numero-¢, g, ¢ a tragdo normal coesiva maxima ¢ §, ¢ um deslocamento de abertura

caracteristico que indica uma abertura critica.
Dessa forma, pode propor a Lei de coesdo, e a forma adotada pode ser escrita da seguinte

maneira:
t
t = 30(3365 + 8,n) (E.21)

onde t ¢ o vetor de tragdo coesiva sobre a fissura, t. ¢ uma tracéo escalar efetiva, n representa a dire¢o

normal da fissura, §5 € o vetor de deslocamento da abertura tangencial localizada na superficie da fissura.
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Além disso, nos elementos coesivos de contato localizados na zona de interface, antes da
nucleacdo da fratura ou para estado compressivo, um modelo de contato simples ¢ assumido para
governar o comportamento mecanico. Para tanto, é adotada uma estratégia que consiste em definir uma
rigidez entre as células triangulares utilizando o conceito de fator de penalidade (4,). Isso evita que os
n6s de uma célula da matriz penetrem na célula definida na inclusdo ou vice-versa. Portanto, a lei

constitutiva nessas situagdes é dada por:
te = Ap6 se Apé < o, (E.22)

Agora, as forcas internas referentes a esses elementos finitos retangulares (Fel}lt) serdo definidos.

Para isso, consideremos o sistema de coordenadas n e s, que sdo as dire¢des normal e tangencial ao
elemento finito retangular, respectivamente. Definindo qu e Fé}‘” como os deslocamentos nodais e

vetores de forgas internas relacionados ao lado positivo (I,), Ugr © Fel?t_ os valores relacionados ao

lado negativo (I,~), também podemos dividir a matriz das fungdes de forma (N,) em contribui¢des dos
lados It e I, ou seja: N; e N} (veja mais detalhes em PITUBA, FERNANDES e NETO (2016)). A
fim de determinar o vetor 6¢/ de deslocamento de abertura, uma funcdo de vazios em cada ponto de

Gauss g € usada, que ¢ dada por:

8% (£4) = Ni (£4(5)) uzr — N& (£4(9)) uly =

=123  (E23)
= ue—f(fy) - u:’rf('fg) = NeA”Ef

Usando o Principio do Trabalho Virtual, pode-se obter o vetor Fei}lt de forcas internas, que

int+

também ¢ dividido nas contribui¢des dos lados positivo e negativo (Fgr ™ e Fei?t'). Essas forcas sdo

calculadas a partir das seguintes expressoes:

Fint+ B le +1N+T = le nGaussN+T
ef _7f-1 ST t(s(®) §=- ; p (f)t(s(gfg)) (E.24)
it l, +1 . lenGauss .
Fer =§f_1 NeT@ t(s®)ds == ng N; (f)t(s(fg)) (E.25)

Por outro lado, o tensor de rigidez tangente consistente K, relacionado ao elemento finito de

contato e fratura coesiva ¢ obtido derivando as forgas internas em relagdo aos deslocamentos, ou seja:
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Apéndice E: Modelo constitutivos

dFJt
d el?t du
K.=—32 = e E.26
S du,  |dFe (E.26)
du,

Os detalhes para obter os componentes do tensor de rigidez tangente consistente, bem como os
calculos especificos relativos a fratura coesiva e modelos de contato podem ser encontrados em

PITUBA, FERNANDES e NETO (2016).
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Apéndice F: Relagdes Trigonométricas

APENDICEF RELACOES TRIGONOMETRICAS

Para a deducdo dos termos livres, as seguintes relagdes trigonométricas sao usadas:

cos(6 —y) = cosy cos 6 + senysen6 (F.1)
sen(6 —y) = —cos 6 seny + senf cosy (F.2)
cos(0 +y) = cos 6 cosy — senfseny (F.3)
sen(6 +y) = cos 0 seny + senf cosy (F.4)
cos?0 = w (F.5)
sen?f = L0526 (F.6)
2
sen20 = 2senf cos 0 (F.7)
cos20 =1—2sen?6 (F.8)
cos(8) = cos(—0) (F.9)

sen(6) = —sen(—6) (F.10)



