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RESUMO

ENSINAGEM DE CALCULO AS EQUhCﬁESxDE MAXWELL NO ENSINO
MEDIO: PROPOSTA EXTRACURRICULAR A LUZ DA APRENDIZAGEM
SIGNIFICATIVA

Paulo Roberto Ferreira

Crientador;
Paulo Alexandre de Castro

Dissertagao de Mestrado submetida ao Programa de Pos-Graduagdo da
Universidade Federal de Goidas (UFG), no Curso de Mestrado
Profissional de Ensino de Fisica (MNPEF), como parte dos requisitos
necessarios a obtengao do titulo de Mestre em Ensino de Fisica.

A proposta desta dissertagdo é o desenvolvimento de um projeto
extracurricular que atende a demanda de alunos concluintes do Ensino Médio,
de saber notério em matematica, em fisica, especificamente em
eletfromagnetismo béasico. Utilizando a teoria da aprendizagem significativa de
David Ausubel, o objetivo deste projeto & trazer, por meio de aulas expositivas,
nogdes de Calculo diferencial e integral, produto escalar e produto vetorial, do
dominio de cursos superiores de exatas para o ambiente do Ensino Médio de
modo a auxiliar estudantes secundaristas que apresentam desenvoltura em
exatas e anseiam por um novo saber. Tais ferramentas matematicas
apresentadas servirdo como organizadores prévios, de acordo com a teoria da
aprendizagem significativa, para o entendimento do conjunto das quatro
equacbes mais influentes do eletromagnetismo na sua forma integral: as
equacgbes de Maxwell. As solugbes imediatas das equagtes de Maxwell
permitem que os alunos relacionem o novo conceito a subsuncores adquiridos
em suas aulas regulares, proporcionando uma visdo mais detalhada de
formulas e de conceitos antes apenas citados e sem qualquer referéncia
anterior. Nesse sentido, a fungao do presente trabalho nao é de ensinar, na sua
totalidade, conceitos pertinentes ao ensino superior, mas agugar o interesse
pela drea de estudo, que j@ & demonstrado pela maioria dos estudantes
interessados em ingressar em cursos de exatas, engenharias e afins. Dessa
forma, o projeto aperfeigoa as performances dos aprendizes em exames de
ingresso ao ensino superior e fomenta o interesse por assuntos que, na maioria
das vezes, sao classificados como entediantes e dificeis tanto para ensinar
guanto para aprender, embora sejam fascinantes.

Palavras-chave: Ensino de Fisica; Calculo diferencial e integral; Equactes de
Maxwell.
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ABSTRACT

LEARNING OF CALCULUS TO MAXWELL'S EQUATIONS IN HIGH SCHOOL.:
EXTRACURRICULAR PROPOSAL IN THE LIGHT OF MEANINGFUL
LEARNING

Paulo Roberto Ferreira

Advisor:
Paulo Alexandre de Castro

Abstract of masters thesis submitted to Programa de Pos-Graduagao
Universidade Federal de Goias (UFG), no Curso de Mestrado Profissional de
Ensino de Fisica (MNPEF), in partial fulfillment of the requirements for the
degree Mesire em Ensino de Fisica.

The proposal of this dissertation is the development of an extracurricular
project that meets the demand of students that are about to conclude high
school, of notable knowing in mathematics and physics, specifically in basic
electromagnetics. Using the theory of meaningful learing of David Ausubel, the
proposal of this project is to incorporate through expositive classes concepts of
differential and integral calculus, dot product and vector product of higher
education exact sciences courses to the high school environment in order to
help high school students that present resourcefulness in exact sciences and
yearn for new knowledge. Such mathematical tools presented are going to
serve as prior organizers, according to the meaningful learning theory, to the
understanding of the pool of the four most influential equations of
electromagnetism as a whole: Maxwell's equations. The immediate solutions of
Maxwell's equations allow students to link new concept with subsumers already
acquired in their regular classes, providing a more detailed view of formulas and
concepts only quoted before without any previous reference. In this sense, the
goal of this dissertation is not to teach the whole concepts pertinent to higher
education, but sharpen the interest for the study area, which is already shown
by most students interested in joining exact sciences, engineering courses and
similars. Hence, the project improves the performances of apprentices in higher
education entrance exams and foments interest in subjects which are classified
as boring and difficult both to teach and to leamn for most students, although
fascinating.

Keywords: Physics education, Differential and integral calculus, Maxwell's
equations.
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1 Introducao

Os temas transversais constituem a parte diversificada do curriculo base
gue compde os Pardmetros Curriculares MNacionais (PCN). Eles podem ser
inseridos no contexto educacional concomitante a programagao regular,
atendendo os anseios da comunidade escolar.

A parte diversificada do curriculo destina-se a atender as
caracteristicas regionais e locais da sociedade, da cultura, da
economia e da clientela (Art. 26 da Lei de Diretizes e Bases - LDB).

Complementa a Base Nacional Comum e serd definida em cada
sistema de ensino e estabelecimento escolar (Brasil, 2000, p. 22).

A proposta apresentada nesta dissertagdo & desvelar, por meio de uma
ensinagem, nogdes de Calculo e as equagbes de Maxwell na forma integral’
para alunos do 3? ano do Ensino Médio que ja concluiram a sua grade
curricular nos dois primeiros anos e desejam aprimorar as suas habilidades na
resolucdo de exercicios de Fisica e de Matematica.

Ma ensinagem, o processo de ensinar e apreender exige um clima de
trabalho tal que se possa saborear o conhecimento em guestao. O
sabor & percebido pelos alunos guando o docente ensina
determinada area que também saboreia, na lida cotidiana profissional
e { ou na pesquisa, @ a socializa com seus parceiros na sala de aula.

Para isso, o saber inclui um saber o qué, um saber como, um saber
por qué e um saber para qué (ANASTASIOU, 2003, p. 15).

O plblico-alvo do referido trabalho s&o estudantes de grande
comprometimento e desenvoltura com as ciéncias exatas. Alunos que
extrapolam a programagac normal de suas disciplinas e aprofundam os
estudos em temas que nao sao discutidos pelos materiais didaticos utilizados
pelos professores no cotidiano das aulas. Aprendizes que estudam de forma
autodidata e tém interesse em conhecer novas teorias por intermédio de um
material complementar.

Para atender a proposta desta dissertagao, foi desenvolvido e ministrado
um minicurso avangado de nogbes de Calculo Diferencial e Integral em horario
extraturno. Com duragao de 31 horas, durante o turno vespertino, no periodo
de 02/06/2016 a 07/07/2016, objetivou apresentar aos alunos algumas
ferramentas utilizadas em cursos superiores, como & o caso das nogdes de

"Contetdos esses que. usualmente, sio ministrados em cursos do Ensino Superior, tais como Matemdtica,
Fisica, Quimica, Biologia e Engenharias, entre outros,



derivada e de integral, produto escalar e produto vetorial. Posteriormente,
foram apresentadas e discutidas as leis do eletromagnetismo, por intermédio
das equagbes de Maxwell na forma integral, buscando aprimorar o aprendizado
gue obtiveram no Ensino Medio e revisaram no minicurso avangado.

Ao término do minicurso, os alunos receberam um manual para
consultas rapidas - composto das notas de aula de Calculo e as equagdes de
Maxwell que, posteriormente, serao estudados de forma aprofundada em seus
cursos de graduagao.

O nivel de exploragado dos assuntos nas notas de aula esta de acordo
com o grau de instrugdo do aprendiz (nivel médio), mas o manual abrangera o
tema como um todo, podendo ajuda-los em situagdes futuras ou atender
professores e estudantes autdbnomos que desejarem pesquisar o assunto.

A proposta de ensino adotada nesta dissertagao esta em concordancia
com a Teoria da Aprendizagem Significativa de Ausubel, que permite
incorporar novos conceitos & estrutura cognitiva do aprendiz a partir de
relagdes com os conceitos que ele ja conhece, ou seja, o aluno aprende a partir
do gue ele ja sabe. Para Ausubel (1968, p. 78-80) citado por Moreira (1986,
p.71), "o fator isolado mais impertante influenciando a aprendizagem € aquilo
gue o aluno ja sabe; determine isso e ensine-o de acordo”,

Ausubel baseia-se na teoria de ensino cognitivista para explicar o
processo de aprendizagem:

Ausubel (1968) & um representante do cognitivismo e, como tal,
propde uma explicacdo tedrica do processo de aprendizagem,
segundo um ponto de vista uogni:tw'!sllelt. Ouarpo se fala em
aprendizagem segundo 0 construto cognitivista, esta se encarando a
aprendizagem como um processo de armazenamento de informagao,
condensagdo em classes genéricas de conhecimentos, que sdo
incorporados a uma estrutura na mente do individuo, de modo que

esla possa ser manipulada e utilizada no futuro (MOREIRA; MASINI,
2011, p. 13).

Segundo Aragao (1976):

Toda a proposicdo de Ausubel resulta da posicdo assumida por ele
tendo em vista uma teoria cognitiva da aprendizagem verbal
significativa, baseada na existdncia de uma estrutura cognitiva
idiossincratica e dindmica (ARAGAQ, 1976, p. 13).
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De acordo com Ausubel (ARAGAQ, 1976, p. 13), a retengdo de um novo
conhecimento esta diretamente relacionada a organizagdo e aoc dominio de

determinado assunto previamente conhecido.
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2 Aprendizagem Significativa de Ausubel

Considera-se uma aprendizagem significativa quando o aprendiz
incorpora o novo material, potencialmente significativo, de forma nao arbitraria
e nao literal a sua estrutura cognitiva por intermédio de ligagbes as ideias
previamente estabelecidas no seu conjunto de conhecimentos relevantes,
anteriormente adquiridos e disponiveis na sua estrutura mental (ARAGAO,
1976).

O conhecimento prévio necessario para a realizagdo da aprendizagem
significativa é chamado de subsungor ou ideia-ancora, na qual o conhecimento
adquirido interage e se internaliza corroborando para uma diferenciagio da
estrutura cognitiva do sujeito que aprende (ARAGAO, 1976).

A existéncia desses subsungores e fundamental para a realizagao do
processo de aprender significativamente. As vezes, eles se encontram pouco
elaborados, mas, a medida que a aprendizagem significativa se efetiva, os
subsungores adquirem bagagem conceitual & se tornam diferenciados,
permitindo uma mudanga intelectiva. Ordenados de forma hierarquica, os
subsungores podem ser modificados, acoplados, ou substituidos por ideias-
dncora mais gerais, diferenciando a estrutura cognitiva e possibilitando novas
aprendizagens significativas (MOREIRA; MASINI, 2011, p. 17).

Segundo Ausubel, o principio da "diferenciagdo progressiva’ deve ser
levado em conta ao programar o conteddo, ou seja, as ideias mais gerais e
mais inclusivas da disciplina devem ser apresentadas no inicio para, somente
entdo, serem progressivamente diferenciadas (MOREIRA; MASINI, 2011, p.
50).

Concomitante & diferenciagdo progressiva, tem-se a reconciliagdo
integrativa, procedimento adotado pelo modelo mental do individuo em
ordenar, relacionar, perceber diferengas e similaridades do novo conhecimento
aprendido com o anteriormente adquirido.

Esses dois processos - diferenciagdo progressiva e reconciliagdo
integrativa - constituem a esséncia da aprendizagem significativa, pois
transformam a estrutura cognitiva do aprendiz, aprimorando o0s seus conceitos
mais gerais e mais inclusivos, facilitando aprendizagem e retengdo de novos
conhecimentos (MOREIRA; MASINI, 2011, p. 30).

12



O planejamento de um contelido ministrado sob o ponto de vista da
aprendizagem significativa ausubeliana requer n@o sO a diferenciagao
progressiva do objeto de estudo em questao, mas faz-se necessario tambem
relacionar os termos diferenciados. Enunciados, expressdes deduzidas e
unidades de medida devem se complementar e serem observados de forma
conciliada, e ndo em blocos fragmentados e individualizados. O procedimento
gue permite essa pratica chama-se "reconciliagdo integrativa’, segundo a teoria
de David Ausubel.

Entretanto, a programagio do conteddo deve nao SO proporcionar a
diferenciagio progressiva, mas também explorar explicitamente
relagies entre proposigbes e conceitos, chamar atengio para
diferengas e similaridades importantes e reconciliar inconsisténcias
reals ou aparentes. Como ja foi dito, isso deve ser feito para se atingir
o gque Ausubel chama de principio da ‘reconciliagdo integrativa” e que
ele descreve como uma antitese a pratica usual dos Iivros de texto de

separar ideias e topicos em capitulos e segies (MOREIRA; MASINI,
2011, p. 50-51).

De acordo com Moreira e Masini (2011, p. 96), David Ausubel considera
trés tipos principais de aprendizagem significativa: representacional, de
conceitos e proposicional. A aprendizagem representacional atribui significados
a simbolos arbitrarios, geralmente palavras, gue sao reconhecidos com 0s seus
concermnentes (equagbes, objetos, eventos, conceitos) e significam para os
aprendizes © que seus concernentes significam. A aprendizagem
representacional engloba as outras duas, pois aprendizagem de conceitos
também atribui significado a simbolos arbitrarios, porém universais, criteriais e
regulares. Contrapondo-se & aprendizagem representacional, a aprendizagem
proposicional extrapola o significado de simbolos ou conceitos isolados e
confere significado a uma proposicdo. No presente trabalho, o procedimento
adotado foi a aprendizagem significativa de conceitos, tendo em vista que as
equacoes de Maxwell sdo conceitos universais, genéricos e categaricos.

Focalizando a aprendizagem de conceitos, Moreira e Masini (2011, p.
97)citam trés subclassificagbes propostas por David Ausubel para esse tipo de
aprendizagem: subordinada (subsunciva), superordenada e combinatoria. A
aprendizagem de conceitos e classificada como subordinada ou subsunciva
guando um conceito novo e potencialmente significativo relaciona-se

significativamente com um conceito ja existente na estrutura cognitiva do
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individuo que aprende. Por exemplo, ao desenvolver a lei de Gauss para
campos elétricos, as formulas que permitem calcular os campos elétricos de
cargas puntiformes, esferas eletrizadas e planos carregados ja faziam parte da
bagagem cognitiva dos estudantes, pois foram apresentadas em Seus cursos
basicos de eletrostatica durante suas aulas regulares nos segundo e terceiro
ano do Ensino Médio. Ainda segundo Moreira & Masini (2011, p. 97), “conceitos
relevantes ja existentes na estrutura cognitiva facilitam a aprendizagem
significativa de novos conceitos e proposigies”.

De acordo com a teoria de David Ausubel, discutida na obra de Moreira
e Masini (2011, p.97), a aprendizagem de conceitos do tipo subordinada,
desenvolvida no presente trabalho, por meio da apresentagao das equacgdes de
Maxwell na forma integral aos estudantes concluintes do Ensino Medio, admite
duas denotagdes.

Ela pode ser derivativa, se tal material de estudo potenciaimente
significativo comprova ou exemplifica ideias ja estabelecidas. As expressdes
que permitem encontrar os campos magnéticos no interior de um solenocide e
ao redor de um fio condutor infinito percorrido por uma corrente estacionaria
foram derivadas de resolugdes friviais da lei de Ampére-Maxwell, conceitos que
antes foram introduzidos aos estudantes sem qualquer tipo de demonstracao.

QOutra classificag@o pertinente da aprendizagem de conceitos da forma
subordinada, em concordancia com a teoria de David Ausubel, é que ela pode
ser comrelativa, quando se trata de uma qualificagdo, extensdo, elaboragao ou
modificagdo de uma ideia previamente discutida ou aprendida (MOREIRA;
MASINI, 2011, p.97). A corrente de deslocamento discutida pela lei de Ampére-
Maxwell, durante a explanacdo do capacitor plano, exemplifica esse processo
de aprendizagem.

Ausubel propde a aprendizagem de conceitos de forma superordenada e
combinatoria, como citam Moreira e Masini (2011, p. 100):

Superordenada, guando o nove conceito ou proposicio relaciona-se
a ideias subordinadas especificas gue sao por ele assimiladas;
combinatéria, quando a nova informagdo nao se relaciona nem a
ideias subordinadas nem a ideias superordenadas especificas, mas

com antecedentes amplos, gerais, de um conceito relevante existente
na estrutura cognitiva (MOREIRA; MASINI, 2011, p. 100).
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Exemplificando, o processo de ancoragem proposto pela aprendizagem
significativa - alunos gue entendem as fungdes horarias dos movimentos, mas
tém dificuldade para memariza-las, podem utilizar as regras de derivagéo e
obté-las rapidamente. Quem ja conhece as expressoes da intensidade da forga
eletrica entre duas cargas puntiformes e a intensidade do campo eletrico criado
por uma carga puntiforme a partir da lei de Coulomb, podera relaciona-las com
a lei de Gauss para campos elétricos. Nesses casos, 0s subsungores sao as
fungbes horarias e as expressoes da intensidade da forga e do campo elétrico
e a modificagdc desses subsungores sao as regras de derivagado e a lei de
Gauss para campos elétricos.

Messe contexto, & importante diferenciar uma aprendizagem mecanica
de uma aprendizagem significativa. Uma aprendizagem mecénica consiste em
transmitir o conhecimento de forma arbitraria e de memorizagdo, gerando
pouca retengao e fraca assimilagio por parte dos aprendizes. E comum, em
salas de aula, alunos serem submetidos a uma aprendizagem mecénica, em
gue o material instrucional é repassado aos estudantes de forma arbitraria e
literal por parte dos professores ou durante estudos autbnomos dos individuos.
Esse tipo de aprendizagem ndo incorpora significados a estrutura intelectual do
aprendiz que, literalmente, ndc aprende, apenas memoriza o material sem
relaciona-lo com nenhum conhecimento prévio.

Também se deve considerar que ndo existe dicotomia entre
aprendizagem mecanica e aprendizagem significativa. Isto &, o individuo pode
iniciar os seus estudos de forma mecanica, mas se ele possui um
conhecimento basico sobre o assunto gue proporcione uma ancoragem do
novo material instrucional a ser aprendido, predisposicdo para aprender
(interesse), um material potencialmente significative e uma mediagio adequada
do professor, ao término de uma aprendizagem supostamente mecénica terd,
na verdade, uma aprendizagem significativa.

Um dos principais tipos de aprendizagem significativa € a receptiva, que,
de acordo com Ausubel, consiste em apresentar ao alunoc o material
instrucional a ser aprendido, na sua forma final, para que seja incorporado e
internalizado a sua estrutura cognitiva e possa ser acionado e utilizado em
momentos futuros. Trata-se da forma como a humanidade retém a maior parte

do conteudo aprendido na sua estrutura cognitiva por um consideravel periodo
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de tempo, bem como a sua organizagdo, e Ausubel explica o porgué do seu

eventual esquecimento a partir do conceito da assimilagao obliteradora:
Ausubel introduz o conceito de assimilagdo obliferadora; as novas
informagoes vao, espontanea e progressivamente, perdendo a
dissociabilidade em relacdo as ideias-&ncora até que ndo mais sejam
reproduziveis como entidades individuais, restando apenas o
subsungor modificado. O esquecimento &, portanto, uma continuagao
temporal natural do mesmo processo de assimilag@o que facilita a

aprendizagem e a reten¢gdo de novas informacgdes (MOREIRA;
MASINI, 2011, p. 101).

2.1 Organizadores Prévios

Para facilitar a diferenciacao progressiva e a reconciliacdo progressiva, a
teoria de Ausubel propbe o uso de organizadores prévios. Sao materiais
instrucionais gque antecedem o estudo do conteldo principal, cuja fungdo é
preparar a esfrutura cognitiva do aprendiz, dando suporte subsuncgor,
facilitando a aquisicdo e a organizagao de novas ideias. Para que ocorra um
manejo substancial da estrutura cognitiva - de acordo com aprendizagem
significativa, & necessario apresentar conceitos mais inclusivos relacionaveis,
altamente explicativos, relacionaveis com o novo conteudo a ser desenvolvido.
Esses conhecimentos prévios s3o os organizadores que podem ser
subsungores ja desenvolvidos ou novos, necessarios para a total compreensao
do material potencialmente significativo que os precede.

O uso de organizadores previos torna a aprendizagem significativa,
hierarguicamente organizada, facilitando a retengdo do objeto de estudo
principal na estrutura cognitiva do aluno. Segundo Aragdo (1976), a introdugao
dos organizadores prévios segue as seguintes premissas:

« O novo material a ser incorporado deve ser potencialmente
significativo e se tomara um subsungor, interagindo com o
conhecimento anteriormente adquirido pelo aprendiz por meio da
diferenciagao progressiva, internalizando-o.

» (uanto mais subsungores estiverem presentes na estrutura ideacional
do aprendiz, maior sera a incorporagdo do novo material na sua base
cognitiva gque auxiliard na solugdo de problemas futuros, tornando a

aprendizagem nac arbitraria e substantiva.
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= Os organizadores podem ser de dois tipos: expositivos, que
apresentam subsuncores importantes naoc familiares ao aluno, e
comparativos, cuja fungdo & integrar novas ideias a subsuncores ja
existentes, fazendo associagbes entre conteldos originaimente
diferentes, mas similares.

2.2 Apresentacéo e discussdo do tema

A sequéncia didatica apresentada nos proximos capitulos encontra seu
aporte tedrico na aprendizagem significativa de Ausubel, As nogdes de Calculo
apresentadas no capitulo 3 serdo ensinadas aos alunos, ancoradas a
subsungores (ideias-ancora) que eles ji possuem bem elaborados, como:
funcées de 1% e 2° graus, operagdes com polindmios e interpretacdo de
graficos.

As nogdes de limite, derivada e integral servirdo de conhecimentos
prévios para que possam entender os simbolos matematicos da parte fisica
mesmo que, em primeira insténcia, as resolugbes sejam imediatas, deixando
0s casos mais complexos para uma analise futura. A introdugdo do Célculo, ao
término do Ensino Médio, proporciona ao aprendiz a aquisicdo de novas
ferramentas para a resolugéo de problemas de matematica e de fisica que se
configuravam dificeis ou requeriam a memorizagdo de formulas complicadas. O
conceito de limite amplia o entendimento qualitativo das grandezas cinematicas
instantaneas, a derivada auxilia na obtengido das fungbes horarias dos
movimentos e ajuda na construgdo de graficos de fungdes de grau superior ao
primeirc. A definigdo de integral auxilia na obtengéo de areas delimitadas pelos
graficos de fungbes polinomiais com o eixo das abcissas e colabora no
entendimento das equacies de Maxwell na forma integral.

Além do Calculo, as nogoes de produto escalar e produto vetorial sdo de
suma importancia para a proposta desse projeto. Essas operagbes envolvem
vetores que sao modelos matematicos indispensaveis para a compreensao de
diversas leis fisicas. A ideia de integral, combinada com o conceito de produto
escalar, permite ao estudante das equagoes de Maxwell compreender a lei de
Gauss para campos elétricos. Além disso, o produto vetorial esclarece a regra
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da mao direita utilizada na obtengido da forga magnética scbre particulas
eletrizadas.

Dessa forma, as nogdes de Calculo e de Algebra vetorial, apresentadas
nos capitulos seguintes, sdo consideradas como organizadores previos, de
acordo com a teoria de Ausubel, facilitando a aquisigao do novo conhecimento:
as equagdes de Maxwell.

Segundo Ausubel, a principal fungdo do organizador prévio & a de
servir de ponte entre o que o aprendiz ja sabe e o que deve saber,
afim de que o material possa ser aprendido de forma significativa. Ou
seja, 05 organizadores prévios sao Uteis para facilitar a aprendizagem

na medida em gue funcionam como "pontes cognitivas® (MOREIRA;
MASINI, 2011, p. 21).

2.3 Mapas conceituais

A teoria da aprendizagem significativa proposta por Ausubel segue uma
linha de raciocinic bastante peculiar. A aquisigdo de novos conceitos mais
gerais e inclusivos por parte dos aprendizes se efetiva a partir de
conhecimentos previamente existentes na sua estrutura cognitiva, ou seja, o
individuo aprende o novo resgatando o que ja sabe. No curso regular de
elefromagnetismo do Ensino Medio, todas as demonstragdes feitas a partir das
equacgoes de Maxwell ja faziam parte do seu construto cognitivo e se tornaram
subsungores ou faciltadores para que um conjunto de saberes mais
elaborados pudesse ser compreendido.

Além dos subsungores ja presentes na bagagem intelectual dos
participantes do projeto, novas ideias foram incluidas, funcionando como
organizadores prévios, como o minicurso de Calculo, por exemplo, para gque
durante as resolugdes das equagdes de Maxwell em um nivel pertinente ao
grau de instrugdo dos alunos, a parte matematica fosse totalmente
compreendida.

Os mapas conceituais configuram um instrumento eficaz que pode ser
implantado como recurso instrucional para desenvolver a diferenciagao
progressiva e a reconciliagcio integrativa de um contelido ministrado. Tratam-se
diagramas unidimensionais ou bidimensionais que organizam o tema discutido
de forma ordenada, partindo de um conceito mais geral e se ramificando em
conceitos especificos gue se relacionam. Os diagramas bidimensionais dao a
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oportunidade de investigar as relagbes propostas em duas diregbes, vertical e
horizontal, de modo a permitir diferentes percursos em sua leitura e facilitar a
reconciliagao integrativa dos conceitos apresentados.
Assim sendo. doravante deve-se entender por mapas conceituais,
diagramas bidimensionais mostrando relagdes hierarquicas entre

conceitos de uma disciplina e que derivam sua existéncia da propria
estrutura da disciplina (MOREIRA; MASINI, 2011, p. 51).

Apds a apresentagdo das equacgtes de Maxwell aos alunocs envolvidos
no projetoc e o detalhamento de cada simbolo presente nelas, elas foram
resolvidas em situagbes caracteristicas, condizentes com dominio conceitual
de eletromagnetismo dos aprendizes. As solugbes geraram novas equacoes
mais especificas que. na sua maioria, ja foram apresentadas e trabalhadas em
aulas regulares. A partir desse ponto, com a intengdo de diferenciar
progressivamente e reconciliar integrativamente o conceito novo e o0 ja
aprendido, os mapas conceituais foram propostos como facilitadores dessa
praxis.

2.4 Mapas conceituais das equagdes de Maxwell

As figuras 1, 2 e 3 representam modelos de mapas conceituais e a
hierarquia adotada na apresentagdo de conceitos de acordo com o principio
ausubeliano da diferenciacao progressiva. Segundo Moreira e Masini:

Messe modelo, a orientag@o & tal que os conceitos mais gerais e
inclusivos aparecem no topo do mapa. Prosseguindo de cima para
baixo no eixo wvertical, outros conceitos aparecem em  ordem
descendente de inclusividade até que, ao pé do mapa, chega-se aos
conceifos mais especificos. Exemplos podem também aparecer na

base do mapa. As linhas conectando conceitos sugerem relagbes
entre os mesmos (MOREIRA; MASINI, 2011, p. 52).

Os enunciados das equacgdes de Maxwell e a sua equagio na forma
integral aparecem no topo do mapa por serem conceitos superordenados muito
gerais e inclusivos. Os conceitos referentes as expressbes de campos
elétricos, campos magnéticos e consequéncias das leis sao subordinados e
intermediarios aos anteriores, que estdo no topo, aparecendo em seguida
(MOREIRA; MASINI, 2011, p.52).

Desse modo, foi possivel conectar conceitos ja aprendidos pelos alunos

em aulas regulares, que sdo os subordinados, a conceitos com um grau de
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generalidade maior, que sdo as leis do eletromagnetismo, por intermédio das
equacoes de Maxwell na forma integral.

Essa relagdo dinamica entre ideias novas e antigas da significado aos
temas apresentados na forma diferencial e integral, que estao detalhados no
mapa, inspirado na obra A student's guide to Maxwell's equations, de Daniel
Fleisch (2008).

Para que as equacgoes pudessem ser resolvidas em situagbes especiais,
foi ministrado um minicurso de Calculo descrito no capitulo seguinte. Os mapas
conceituais foram apresentados aos alunos apos as demonstragoes feitas na
lousa e explicadas passo a passo pelo professor. Eles permitem um resumo
esquematico do que foi aprendido e organizado de forma hierarquica (PENA,
2005).
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Figura 1 - Mapa conceitual da Lei de Gauss para campos elétricos - equagdes de Maxwell na forma integral

| EQUACHES DE MAXWELL NA FORMA INTEGRAL |
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Fonte: Elaborado pelo autor, baseado na obea oe Daniel Fleisch (2008},
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Figura 2 - Mapa conceitual da Lei de Gauss para campos magnéticos e da Lei
de Faraday

| EQUAGDES DE MAXWELL NA FORMA INTEGRAL |
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Fonte: Elaborado pelo autor, baseado na obra de Daniel Fleisch (2008).
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Figura 3 - Mapa conceitual da Lei de Ampére-Maxwail
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3 Introducao ao estudo do calculo diferencial e integral

3.1 Justificativas

Em concordancia com a teoria da aprendizagem significativa de
Ausubel, os assuntos tratados nos proximos capitulos servirdo como
organizadores previos que serao incorporados ao construto cognitivo dos
estudantes, se transformando em subsungores necessarios para gue haja uma
minima compreensao dos simbolos de diferencial e de integral, bem como as
solugbes imediatas que aparecerdo nas apresentagies das equagdes de
Maxwell na sua forma integral e as aplicagbes em situagdes conhecidas pelos
estudantes.

O minicurso de Calculo foi preparado de forma qualitativa e compacta
utilizando obras literarias de matematica elementar, que apresentam os
fundamentos do Calculo de forma acessivel ao nivel de compreensio dos
estudantes secundaristas que ja concluiram a grade curricular de algebra -
fungbes e geometria nos dois primeiros anos do Ensino Médio - e fazem uma
revisdo e aprofundamento no terceiro ano. O minicurso de Calculo foi oferecido
no periodo extraturno, composto de 4 modulos — Anexos B, C, D e E.

A maioria dos estudantes que se dispds a participar do projeto anseia
por cursos de ciéncias exatas no nivel superior. Esse minicurso de Caéleulo
pode ser considerado uma pequena “Introdugdo ao Calculo” para os futuros
ingressantes em cursos de engenharias e de ciéncias afins. De um publico de
47 alunos de 3 ano do Ensinc Medio, 17 aceitaram participar do minicurso,
com o devido consentimento da coordenagao da escola e dos pais (conforme
termo de livre consentimento em Anexo A).

A sequéncia didatica desenvolvida segue a logica da aprendizagem
significativa, considerando esse estudo inicial do Calculo, apresentando: a
nogao intuitiva de limite, os conceitos de derivada e a regra da cadeia, a
definicdo de integral como sendo a “antiderivada” e a integracdoc por
substituicdo como sendo 0s organizadores prévios, ferramentas iniciais para a
construgdo do modelo ideacional principal que sio as equacdes de Maxwell na

forma integral e suas aplicagbes.
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Cada mdédulo & composto de nota de aula apresentada pelo professor,
uma lista de exercicios de fixagio e tabelas que serdo utilizadas para o calculo
de limites, derivadas e integrais imediatas. Ao termino do 3® modulo, e dada
uma avaliagao de aprendizagem para gue se tenha uma real dimensao do que
foi aprendido pelos alunos.

3.2 Introducao ao estudo do limite e derivada

Considerando o nivel de instrugdo do pulblico alvo e os subsungores
adquiridos nesse periodo de Ensino Médio, foi trabalhada a nogdo intuitiva de
limite, considerando o comportamento de uma fungdo (sua imagem) quando
atribuimos valores reais, muito proximos a direita e a esquerda, de um
elemento do dominio destacado. A partir dai, constrdi-se uma tabela e o
grafico, observando-se para qual valor a fungdo se aproxima gquando o©
elemento do dominio se aproxima do valor destacado. A ideia de limite &
concebida e a notagdo apresentada. Em seguida, foram apresentadas as
propriedades dos limites gque serdo fundamentais para a resclugdo de
problemas. Limites envolvendo o infinito e limites laterais também foram
trabalhados.

O objetivo dessa infrodugdo ao estudo dos limites & chegar as condigtes
de continuidade de uma funcdo para que a definigio de derivada seja
apresentada.

A derivada de uma fungao & definida da seguinte forma:

Seja f uma fungao definida num intervalo aberto de x e x, um elemento de x.

Chama-se derivada de f no ponto x, o seguinte limite:

lim f(-r}—f(xn}).

X=Xy X=Xq
se este existir e for finito (IEZZ1; MURAKAMI; MACHADO, 2005, p. 127).

Em seguida, sdo apresentadas as diferentes notagdes de derivada, a
interpretagdo geométrica e a interpretagdo cinematica.
A derivada de uma fungdo composta (regra da cadeia) e as principais

regras de derivagao foram discutidas. Ao término da explanacgao tedrica, listas
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de exercicios - Anexos K e L - foram resolvidas pelos alunos sob a orientagéo
do professor.

O limite e a derivada se transformam em subsungores (ideias-ancora)
gue o aprendiz podera utilizar na resolugao de problemas de fisica e
matematica, de acordo com a aprendizagem significativa de Ausubel.

Apos a conclusao desse médulo, os alunos ja estdo preparados para a

aprenderem o conceito de antiderivada ou integral.

3.3 Nocgoes de integral

Da mesma forma que a subtragio € ensinada como a operagao inversa
da adigdo e a divisdo como sendo a operagdo inversa da multiplicagdo, a
antiderivada ou integral indefinida pode ser apresentada para alunos do Ensino
Médio como a operagdo inversa da derivada da seguinte forma:

Dada uma fungéo g(x), qualquer fungao f(x)tal quef'(x) = g(x) e chamada de
antiderivada ou integral indefinida de g(x) (GENTIL; SANTOS; GRECO:; FILHC;
GRECO, 1997, p. 251).

Exemplo 1) Se f(x) = xf entdof'(x) = Z?x = x = g(x) que é a derivada de f(x).

+ Uma das antiderivadas ou integral indefinida de f'(x) = g(x) = xé f(x) =

xt

2

Exemplo 2) Se f(x) = x—:+ 3, entdo f(x) = %+ 0 = x= g(x) que & a derivada de
f(x).
— Uma das antiderivadas ou integral indefinida de f'(x) = g(x) = xéf(x) =

Z
=413
2

Nos exemplos 1 e 2, observa-se que tanto f(x) =";—=quantu flx) =§+
3 s&o integrais indefinidas para f'(x) = g(x) = x. Conclui-se gue a diferenga
entre as fungdes f(x), chamadas de fungdes primitivas, nos dois exemplos, &
uma constante C real, no exemplo 1, C = 0 e no exemplo 2, C = 3.

Apos a analise dos exemplos e a aceitagdo da integral indefinida como a
operagdo inversa da derivada, sdo apresentadas a notagio de integral
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indefinida - Se f'(x) = g(x), a integral indefinida ou antiderivada de g(x)é
indicada da seguinte forma: [ g(x)dx = f(x)+c - suas propriedades e
algumas integrais imediatas.

A Unica técnica de integra¢ao explorada foi por substituicao, tendo em
vista de se tratar de um minicurso introdutdrio de Calculo. Ao apresentar a
notagdo da integral indefinida, imediatamente, alguns alunos perguntaram: Do
que se trata o elemento dx? Para esclarecer essa pergunta, ¢ recurso adotado
foi apresentar a integral definida como uma drea delimitada pelo gréafico da
fungdo f(x), continua, que faz parte do integrando, e um intervalo real [a,b]

sobre o eixo x, pertencente ao seu dominio.
]
Area = j flx)dx
ia

Ao término da explanagao tedrica, listas de exercicios foram resolvidas

pelos alunos sob a orientagdo do professor.

3.4 O produto escalar

Na turma do primeiro ano do Ensino Médio, foi apresentado um curso
basico de vetores aos alunos participantes do projeto e revisto no primeiro
trimestre do 3° ano. O fato de existirem grandezas fisicas escalares e vetoriais
torna imprescindivel um estudo detalhado de vetores e suas propriedades, que
serdo as mesmas em cursos mais avangados, mudando-se apenas ©
formalismo e o rigor matematico.

A base vetorial (i, j, k) é apresentada como um padrdo vetorial, de
vetores unitdrios ou versores, gue permite escrever os vetores como a soma de
suas componentes nas direcoes dos eixos cartesianos Ox e Oy. A proposta
inicial fol de representar os vetores em duas dimensbes, deixando a
representagio espacial para o momento da apresentacio do produto vetorial,

O produto escalar no espaco [R* foi introduzido no 3* mddulo do curso de
Calculo introdutorio com a inteng&o de se tornar um subsungor, de acordo com
a teoria de aprendizagem de Ausubel, para facilitar o entendimento da lei de
Gauss na forma integral nos médulos subsequentes.

A pariir da forma candnica: i = x,i+ v,j € ¥ = x,I + y,J de dois vetores
no espacolR?, foi possivel apresentar a definigdo de produto escalar:
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U= XX + V1Y,

como um ndmero real, de grande importédncia no entendimento de grandezas
fisicas presentes no universo de estudo dos alunos selecionados como
trabalho de uma forga constante e fluxo do campo magnetico. Partindo das
propriedades do produto escalar e utilizando a lei dos cossenos:

u.v = |ul|v| cos B,

em quefé o dngulo entre os vetores e ¢ (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987,
p. 39-45).

No Ensino Médio, o produto escalar entre dois vetores & apresentado de
forma implicita, considerando o produto entre 0 médulo de um dos vetores e o
comprimento da projegao do outro sobre o primeiro, que nao deixa de ser uma
forma alternativa e eficiente de apresentagdo desse operador. O produto
escalar esta presente nas formulas de grandezas fisicas estudadas no Ensino

Médio, em todos os anos. As expressdoes do trabalho de uma forga, T=

F.d.cos®, da energia cinética, K = "0 = T (FEYNMAN, 2008, p.10-11), do

fluxo do campo magnético, @ = B. A.cosf, foram citadas como exemplos do
produto escalar, definindo-se grandezas escalares.

A lei de Gauss para campos eletricos na forma integral € representada
da seguinte forma:

[E . fdA =12
Eg

em queE. fi representa o produto escalar do vetor campo elétrico e o versor
normal a superficie gaussiana.

Comolii| = 1 e, nas situagtes propostas a seguir, o vetor campo elétrico
é uniforme, o produto escalarE. i pode ser retirado da integral e escrito na
forma: |E|. |fil. cos8. Se o vetor campo elétrico e o versor normal sdo paralelos
e estdo no mesmo sentido, @ = 0" e, entdo, cosf = 1, possibilitando encontrar o
médulo do vetor campo elétrico, constante, em uma situagio de alta simetria.

Para campos magneéticos na forma integral, a lei de Gauss tambem

apresenta um produto escalar e e dada por:
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Devido a inexisténcia de monopolos magnéticos, o vetor campo
magnético B é paralelo (#=07) e antiparalelo (# = 180°), resultando em
|§|. Ifil.cos® igual a zero, poiscosf =11 , em cada ponto da superfice
gaussiana, devido a configuragao de linhas de indugdo magneéticas fechadas
do campo magnético.

3.5 O produto vetorial

QO produto vetorial & apresentado ac Ensino Medio de forma implicita
guando nos referimos as grandezas: torque ou momento de uma forga e forga
magnética. Normalmente, essas grandezas sdo apresentadas sem qualquer
referéncia ao produto vetorial. As expressdes que fornecem as suas
intensidades sdo impostas aos alunos sem nenhuma demonstragao e a diregao
e 0 sentido delas sdo determinados pelo processo mneménico “regra da mao
direita”.

Quando férmulas e conceitos sdo ensinados de forma arbitraria e literal
com pouca ou nenhuma interagdo com conceitos relevantes na estrutura
cognitiva, ocorre aprendizagem mecanica, de acordo com a teoria ausubeliana.
Para Ausubel, a aprendizagem significativa e a aprendizagem mecanica nao
sao uma dicotomia, & sim um continuum (MOREIRA; MASINI, 2011, p. 19).

A aprendizagem mecanica & muito utilizada em fisica no Ensino Médio e
nao pode ser considerada uma atitude incorreta, tendo em vista que muitos
assuntos abordados nesse nivel de instrugdo tém origem em teorias mais
avangadas no que se diz respeito aos fundamentos matematicos e abstragdes.

Conceitos, férmulas e métodos mneménicos aprendidos mecanicamente
constituem subsuncores relevantes para que se possa praticar a aprendizagem
significativa. A partir desse pressuposto, introduziremos o produto vetorial com
o intuito de se tornar um conhecimento prévio para o entendimento da equacgao
de Lorentz, citada no referido curso, responsavel pelo surgimento da equagao
da forca magnética sobre particulas, apresentada nos cursos introdutorios de
Eletromagnetismo.
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De acordo com a definigao apresentada por Steinbruch e Winterle (1987,
p. 60), o produto vetorial foi introduzido assim:

Dados os vetores il = x,i + y,j+ 2,k @ # = x,0 + y.j + z.k , tomados nesta
ordem, chama-se produto vetorial dos vetores i e ¥, e se representa por uxv,
ao vetor:

Uxv = (yy2, — ;7,0 — (32, — 232,)f + (x5 — yyx3)k

Ou, na forma facilitada, por meio de um determinante simbaélico:

P j k
uxv=|x; » 2
X2 Y2 23

Considerando-se os vetores da base canénicafi, j, k} e observando-se que:

-~

Pj ok A
[xj=11 o0 0| verfica-sequeixj=k.
0 1 0

Conforme Steinbruch e Winterle (1987, p. 68), conclui-se que os
versoresi,j, k tém as diregbes de um triedro direto. Também costuma-se dizer
que a base {i, j. k] é de sentido positivo e, no momento em gue o sentido fica
caracterizado, ao ser adotada uma ordem circular para estes vetores, o sentido
positivo se mantém; isto é, as bases {j, k, i} e {k,i, j} também tém sentido
positivo. Em outras palavras, pode-se, neste caso, também dizer: o produto
vetorial dos dois primeiros vetores destas bases é igual ao terceiro.

Desenvolvendo a identidade de Lagrange (STEINBRUCH; WINTERLE,
1987, p. 70):

|uxv|?=ul?|v]* — (@ - ¥)°,

chega-se a uma expressdo importante para o calculo do médulo do produto
vetorial entre dois vetores i e ¥, sendo & o angulo entre eles:

luxv] = |ul|v|send
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Essa expressido € de suma importdncia para a compreensdo da formula
que determina a intensidade da forga magnética sobre particulas apresentada
na equagao de Lorentz e ensinada sem qualguer referéncia a ela nos cursos
introdutorios de magnetismo.

Para se determinar a diregdo e o sentido da forga magnética sobre
particulas e correntes, utiliza-se o método mnemdnico conhecido como a regra
da mao direita espalmada, que € uma adaptagac da ordem circular usada pelo
produto vetorial. Com a mao direita espalmada, coloca-se o polegar no sentido
do vetor velocidade e os outros quatro dedos juntos, no sentido do vetor campo
magnético, conforme Figuras 4 e 5. O vetor forga magnética sai da diregio da
palma da mao para particulas carregadas com carga positiva ou correntes e,
das costas ou dorso da méo, para particulas carregadas com carga negativa.

Esse procedimento representa o produto vetorial: F = qixB, tornando-se um
recurso eficiente e pratico durante as aulas de magnetismo em nivel médio,
mas, nem sempre & exposto aos aprendizes de que se trata de um produto
vetorial e que sera explorado de forma completa em seus cursos de graduacao

posteriormente.

Figura 4 - a) Forga magnética F,, que age numa particula eletrizada com carga
elétrica q > 0, langada com velocidade # em um campo magnético B; b) Forca
magnética F,, que age numa particula eletrizada com carga elétrica q < 0,
langada com velocidade & em um campo magnético B

Fonte: BORGES; NICOLAU, 2011.

31




Figura 5 - Regra da méo direita espalmada: orientagdo da forga com carga de
sinal positiva

Fo

Empurrao
M

W

N\

<i

Fonte: BORGES; NICOLALU, 2011,
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4 As Equacoes de Maxwell

Apés a realizagdo da sondagem a respeito do conhecimento dos alunos
participantes acerca da teoria basica do eletromagnetismo, foi possivel dar
inicio a apresentagac das eqguagbes de Maxwell e suas aplicagbes em
diferentes areas do Eletromagnetismo.

As equagtes de Maxwell formam um conjunto de quatro equagdes que
resumem as principais leis do eletromagnetismo e seus elaboradores. Quando
sdo apresentadas na forma integral, dio uma visdo macroscopica dos
fenémenos eletromagnéticos e servem para originar diversas expressdes
comumente utilizadas em cursos basicos de eletrostatica e de magnetismo,
difundidas no Ensino Medio e que, na maioria das vezes, sdo citadas sem
nenhum tipo de demonstragdo ou referéncia tedrica, principalmente as
expressoes que permitem calcular campos magnéticos.

Apds os minicursos de Calculo, produto escalar e produto vetorial, as
solugbes das equagbes de Maxwell na forma integral, aplicadas em situagbes
fisicas gue ja sao do conhecimento previo dos alunos, tornam-se uma forma
elegante e sofisticada de aplicagies da matematica desenvolvida
anteriormente na Fisica ja aprendida.

A expressdao da intensidade da forca elétrica entre duas particulas
eletrizadas e separadas por uma certa distancia, a intensidade dos campos
elétricos e magnéticos produzidos por diferentes fontes, a inexisténcia de
monopolos magnéticos, a inducao eletromagnética e a existéncia da corrente
de deslocamento serdo apresentados a parir das solugdes das equacgdes de
Maxwell na sua forma integral, constituindo em novas ferramentas para a
obtengdo de fais conceilos que ja fazem parte do cognitivo dos alunos
envolvidos no referido projeto. As equagbes de Maxwell se tornam novos
subsungores que poderdo ser ufilizados e aprimorados nos seus futuros cursos
de graduagao.

As equagbes de Maxwell sdo quatro das equagdes mais influentes na
fisica: a lei de Gauss para campos eletricos, a lei de Gauss para campos
magneticos, a lei de Faraday e a lei de Ampére-Maxwell.

Quando Maxwell elaborou sua teoria do eletromagnetismo, ele nao
elaborou apenas quairo, mas vinte equacdes que descrevem o0
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comportamento de campos elétricos e magnéticos. Foi Oliver
Heaviside na Gra-Bretanha e Heinrch Heriz na Alemanha, que as
combinaram e simplificaram em quatro equagtes, duas décadas
depois da morte de Maxwell (FLEISCH, 2008).

No seu famoso tratado sobre eletricidade e magnetismo, Maxwell
apresenta uma formulagdo matematica unificada das leis de
Coulomb, Oersted, Ampére, Biot/Savart, Faraday e Lenz,
expressando essas leis na forma de qualro equagdes, conhecidas,
hoje, como equagdes de Maxwell. Uma consequéncia imporlante de
sua teoria eletromagnética fol a incorporacdo da Optica ao
eletromagnetismo (ROCHA, 2009).

4.1 Discussao da lei de Gauss para campos elétricos

A lei de Gauss para campos elétricos na forma integral foi apresentada
com uma explicagdo detalhada de cada simbolo presente na equagao inspirada
na obra A student’s guide to Maxwell's equations, de Daniel Fleisch (2008). O
conceito de campo elétrico foi retomado de forma semelhante a explicada nos
cursos de eletrostatica de nivel medio. Deu-se énfase as linhas de campo e as
suas diversas formas originadas de diversos objetos carregados. Em seguida,
o produto escalar foi identificado entre o vetor campo elefrico e o versor normal
a superficie gaussiana em questdo. A integral de superficie, carga interna a
superficie gaussiana e a permissividade elétrica no vacuo, também foram
detalhadas.

A parlir dessa apresentagdo minuciosa da equagdo, as suas aplicagbes
foram propostas. As expressbes gue permitem calcular a intensidade de
diversos campos elétricos em situacdes de simetria elevada foram deduzidas
por meio da resolugdo da eguacdo gue, devido & especificidade das condiges
de contorno e elevada simetria, foram facilmente obtidas.

Apos a explicaglo tedrica, os aprendizes foram encaminhados para o
laboratério de informatica para gue pudessem explorar um simulador da lei de
Gauss proposto pelo projeto do prof. Romero Tavares, da UFFB (TAVARES;
ANDRADE; RODRIGUES; SANTOS; ANDRADE, 2016).

4.2 Discussdo da lei de Gauss para campos magnéticos

A lei de Gauss para campos magnéticos na forma integral foi
apresentada com uma explicagdo detalhada de cada simbolo presente na
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equacdo inspirada na obra A student's guide fo Maxwell's equations, do autor
Daniel Fleisch (2008).

As consequéncias da lei de Gauss para campos magneéticos tornaram-se
as partes mais relevantes para o publico espectador desse assunto. A
inexisténcia de monopolos magneéticos e a orientagao das linhas de indugao
magnética, visualizadas em diferentes objetos magnetizados, foram temas de
suma importancia nesse momento.

Ademais, as propriedades dos campos magneticos foram destacadas.
Duas equagdes complementares foram propostas: a equagao de Lorentz e a lei
de Biot-Savart. A equacio de Lorentz permitiu deduzir a expresséo da forga
magnética sobre particulas eletrizadas, bem como explorar o conceito de
produto vetorial e associd-lo & regra da mao direita, amplamente utilizada
durante as aulas de magnetismo no Ensino Médio.

A lei de Biot-Savart foi utilizada para deduzir a expressao do campo
magnético no centro de uma espira circular percorrida por uma corrente
continua, expressao que, na maioria das vezes, & apresentada para os alunos

sem qualguer tipo de deducgéao.

4.3 Discussio da lei de Faraday

A lei de Faraday na forma integral foi apresentada com uma explicagao
detalhada de cada simbolo presente na equagao inspirada na obra A student's
guide to Maxwell's equations, do autor Daniel Fleisch (2008).

A analise qualitativa da lei de Faraday permitiu o entendimento de um
dos fendmenos mais importantes descobertos pela Fisica: a indugao
eletromagnética. Gragas a essa descoberta, foi possivel obter energia elétrica
em grande escala em estagtes hidreléfricas ou termelétricas, por exemplo.

Um outro conceito que foi explorado a partir da lei de Faraday fol o do
surgimento do campo elétrico induzido durante o fendémeno da indugdo
eletromagnética. Foi possivel perceber as diferengas e semelhangas entre os
campos elétricos induzidos e aqueles produzidos por cargas estaticas. Essa
comparacao entre os campos elétricos induzidos e estaticos normalmente &

pouco difundida nos cursos de magnetismo de nivel médio.
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A solugdo da integral de linha do produto escalar entre o vetor campo
elétrico induzido e o vetor deslocamento infinitesimal ac longo do caminho
possibilitou o surgimento da forga eletromotriz induzida (ddp), do lado esquerdo
da lei de Faraday. A taxa de variagdo do fluxo do campo magnetico, por meio
da superficie delimitada pelo caminho, contida numa integral de superficie,
constitui o lado direito da equagao. Resclvendo ambos os membros da
equacgao, a relagao
tesla x (metro quadrado)

volt =
segundo

foi verificada, comprovando a relacdo entre os fendmenos elétricos e os
magnéticos.

Do lado esquerdo da lei de Faraday, existe um importante sinal de
menos antes da integral de superficie, que nao pode ser desprezado. Ele
representa uma importante lei complementar do fendomeno da indugao
eletromagnética: a lei de Lenz. O sentido da circulagdo do campo elétrico
induzido ou da corrente induzida ao longo do caminho delimitado pela
superficie & contrario aoc da variagdo do fluxo magnético que atravessa a

referida superficie. Tal aspecto foi discutido e exemplificado.

4.4 Discussdo da lei de Ampére-Maxwell

A lei de Ampere-Maxwell na forma integral foi apresentada com uma
explicagdo detalhada de cada simbolo presente na equagao inspirada na obra
A student's guide to Maxwell's equations, do autor Daniel Fleisch (2008).

O ponto de partida do estudo do eletromagnetismo em nivel médio é a
classica experiéncia de Hans Christian Oersted, em gue a agulha magnética de
uma bissola sofre uma deflexdo quando colocada préoxima a um fio condutor
percorrido por uma corrente elétrica. A partir de entao, foi possivel comprovar
gue correntes elétricas sao fontes de campos magnéticos.

Coube a André-Marie Ampére guantificar esse fendmeno e formular a
Lei de Ampeére, valida para obter as expressdes do campo magneético em forno
de um fio retilineo percorrido por uma corrente estacionaria. Essa expressao €

amplamente discutida nos cursos de magnetismo do Ensino Médio e, na
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maioria das vezes, sem qualquer tipo de demonstragdo ou referéncia a Lei de
Ampére.

Resolvendo a integral de linha do produto escalar do vetor campo
magnetico e o vetor deslocamento infinitesimal ao longe do caminho, do lado
esguerdo da equacao e igualando ao termo u,i, que representa o produto entre
a permeabilidade magnética no vacuo e a corrente elétrica que percorre o fio
condutor; do lado direito da equacdo, foi possivel deduzir essa expressao
faciimente.

Um segundo caso particular que foi possivel demonstrar, com relativa
facilidade, a partir da lei de Ampere, foi a expresséo que permite encontrar a
intensidade do vetor campo magnetico no interior de um solenocide, percorrido
por uma corrente estacionaria. Com a intencdo de complementar a aplicagao
da lei de Ampére em situagdes diversas, foi obtida também a expressao que
permite calcular a intensidade do campo magnético no interior de um toroide.

A inconsisténcia da lei de Ampére, em situagdes de variacdo temporal
do fluxo do campo elétrico, foi corrigida pelo termo de Maxwell, do lado direito
da equagao, conhecido historicamente como corrente de deslocamento. Foi
possivel apresenta-lo por intermédio do entendimento do processo de carga de
um capacitor plano, assunto amplamente discutido no Ensino Médio e que,
devido a limitagbes conceituais, apresenta algumas lacunas no entendimento,
como a obtengdo do campo elétrico entre as placas e a capacitancia que,
comumente chamada de pseudocorrente entre as placas no processo de
carga, foi esclarecida como corrente de deslocamento a partir da analise da lei
de Ampére-Maxwell.

A discussao completa e detalhada da lei de Ampere-Maxwell transposia

para o Ensino Medio encontra-se no Anexo J desta dissertagao.
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5 Sondagens

5.1 Sequéncia didatica desenvolvida

- Questionarios: Com o propasito de verificar o nivel de conhecimento basico
de algebra, fungbes e suas aplicagbes em fisica, foram propostos
guestionarios, com perguntas introdutérias a respeito de fungdes, de aplicagbes
na fisica e de conceitos.

- Aula expositiva: Foram apresentadas as definigbes, as propriedades e as
aplicagbes de limite, de derivada e de integral em ressonancia com o
conhecimento prévio adquirido pelos alunos ao longo do Ensino Médio.

- Resolugao de exercicios: Apds a apresentagdo de cada tema, as listas de
exercicios foram distribuidas e resolvidas inicialmente pelos alunos e,
posteriormente, corrigidas e comentadas.

- Teste: Ao final dos dois primeiros moédulos, foi aplicado o primeiro teste para
verificagdo de aprendizagem.
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5.2 Resultados obtidos a partir do questionario n?1

As andlises subsequentes referem-se ao questionario, respondido por 15
alunos/participantes, que consta no Anexo O deste trabalho.

Analise A

Questao 1: O potencial elétrico (V) criado por uma carga puntiforme (Q), a uma
distancia d da mesma é dado por:V = ';—“ ,emque k é a constante eletrostatica.
Considerando Q > 0, faga o esbogo do grafico de V em fungdo de d e diga o
gue acontece com o valor do potencial se a distancia d for muito pequena ou

muito grande.

Questao 2: Repita a questdo anterior considerando Q < 0.

» 5 alunos/participantes (dentre os 15) acertaram os graficos do potencial
eleétrico em fungéo da distancia para a carga Q=0 e Q<0e responderam
corretamente o gque acontece com o potencial se a distancia for muito
pequena ou muito grande.

* 3 alunos/participantes (dentre os 15) acertaram pelo menos o grafico da
carga Q=0 e responderam as perguntas de forma parcialmente correta.

= 5 alunos/participantes (dentre os 15) fizeram o grafico de forma retilinea
{ndo hiperbdlico), mas responderam as perguntas de forma parcialmente
correta.

- 2 alunos/participantes (dentre os 15) erraram os gréaficos e as perguntas.

Conclus@o: A maior parte dos alunos/participantes entende o que acontece
com o potencial quando a distancia tende a zero ou tende ao infinito. Cabe
destacar que 10 {maioria) dos alunos/participantes apresentam o dominio do
conteldo em estudo, o que confirma a amostra de alunos/participantes
interessados em participar e apresentam desenvoltura para com a area de
exatas.
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Questéo 3: Qual é a diferenca entre velocidade escalar média e velocidade

escalar instanténea?

= 13 alunos/participantes (dentre os 15) responderam gque a velocidade
escalar média & a razdo da distancia percorrida pelo intervalo de tempo e a
velocidade escalar instantanea é o valor da velocidade em um determinado
instante, em um determinado momento.

= 1 aluno/participante (dentre os 15) respondeu que a velocidade escalar
média é a razao da distancia percorrida em um intervalo de tempo grande e
a velocidade escalar instantanea é o valor da velocidade considerando um
intervalo de tempo muito pequeno.

* 1 aluno/participante (dentre os 15) respondeu que a velocidade escalar

instantanea & o limite da velocidade escalar média quando At tende a zero.

Conclusao: A maior parte (14 alunos/participantes) dos estudantes envolvidos
entende perfeitamente os conceitos perguntados de acordo com o modelo
ensinado durante as aulas regulares de fisica. Um aluno demonstrou o
conhecimento da ideia de limite gque, provavelmente, estudou de forma

autfnoma.

Questdo 4: A partir da fungdo horaria da posicdo de um movimento
uniformemente variado: § = —2 + 2t + 3t* (Sl), determine a fungbes hordrias
da velocidade e da aceleracao.

= 10 alunos/participantes (dentre os 15) acertaram a fungéo horaria da
velocidade e da acelerag@o por comparagao com as formulas ja aprendidas.

* 3 alunos/participantes (dentre os 15) acertaram somente a aceleragao por
comparacao,

= 2 alunos/participantes (dentre os 15) erraram as duas.

Conclusao: Nenhum participante deixou claro se usou derivagao para chegar
aos resultados. Alguns colocaram as fungdes horarias genéricas aprendidas
em aulas regulares.
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Questdo 5: A partir da fungdo horaria da elongacéo de um MHS:
x = 0,2c0s (w +=t) (SI), determine as funcbes horarias da velocidade e

aceleragao.

= 11 alunos/participantes (dentre os 15) deixaram a questdo em branco.

+ 2 alunos/participantes (dentre os 15) usaram as regras de derivagdo para
chegarem aos resultados e acertaram.

= 2 alunos/participantes (dentre os 15) tentaram lembrar-se das formulas

genericas, mas erraram.

Conclusao: As fungbes horarias do MHS sdo dificeis de memorizar,
eventualmente, pelo pouco contato ou por sua complexidade.

Questéo 6: O gue vocé entende por inclinagdo de uma reta? Mos pontos de
maximo e minimo do grafico de uma parébola da fungéo dada por: y = ax®+bx
+C¢ em que a, b e ¢ sdo constantes reais, qual € a inclinagdo da reta que
tangencia esses pontos? Faga um esboco de cada caso.

= B alunos/participantes (dentre os 15) responderam corretamente.
= 7 alunos/participantes (dentre os 15) esbogaram os graficos corretamente,

mas erraram o conceito de inclinagao da reta.

Conclusdo: A maioria compreende os pontos de maximo e minimo de uma

fungao do 2° grau.
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Questdo 7: O que ocorre com o sentido do movimento e com a velocidade da
particula nos pontos de maximo e minimo da fungdo horaria da posigdo S =

. té
159 + Uut i'nT?

* 9 alunos/participantes (dentre os 15) responderam corretamente: a particula
inverte o sentido do movimento e a velocidade se anula.
= 6 alunos/participantes (dentre os 15) ndo responderam ou erraram a

guestdo.

Conclusao: A maioria compreende que a velocidade & nula nos pontos de
maximo e minimo de um grafico da posicdo em fungéo do tempo.

Os estudantes investigados possuem ideias sedimentadas e bem
elaboradas sobre os assuntos perguntados que, por sua vez, sao importantes
para o entendimento do Calculo. De acordo com os resultados obtidos pelo
guestionario n? 1, foi pertinente infroduzir as nogdes de limite, de derivada e de
integral ao publico investigado, pois demonstraram um conhecimento basico de

fungbes aplicadas em fisica e em matematica.

42



5.3 Resultados obtidos a partir do teste sobre limites e derivadas
As andlises subsequentes referem-se ao teste que consta no Anexo P

deste trabalho respondido por 10 alunos/participantes.

Questéo 1
(FGV-SP) (GENTIL, et al., 1997, p. 320) O limite lim ==

a) nao existe. b)é 4. c) é0. d)éz. g) é +=.
Resultado: Todos os alunos/participantes acertaram.

Conclusao: Todos os 10 alunos/participantes aplicaram corretamenie as

propriedades de fatoragdo de um polinémio e limite de uma fungdo polinomial.

Questéao 2
(Fuvest-SP) (GENTIL, et al.. 1997, p. 320) Sabe-se que lim "j’jz* = 1in‘1}'“*::" -
&b T
1. Conclui-se que lim ——:
X+ x
a)é=. b)e0. c) & infinito. d) & indeterminado.  e) nao existe.
2

Resultado: 4 alunos/participantes (dentre os 10) acertaram; 2 tentaram
resolver aplicando pelo menos uma propriedade de trigonometria ou limite; 4
deixaram em branco.

Conclusdo: Houve dificuldade de interpretacao da questao por se tratar de um

limite envolvendo fungdes trigopnometricas.



Questéao 3
(PUC-SP) (GENTIL, etal., 1997, p. 320) O E%}% J;—_r;—f: vale:

a) 0. b) 1. c) 2. d) 4. e) 6.

Resultados: 9 alunos/participantes (dentre os 10) acertaram; 1
aluno/participante errou a fatoragdo: 1 aluno/paricipante usou a regra de
L'Hospital para remover rapidamente a indeterminacgéo do limite.

Conclusao: Houve compreensao por parte dos alunos/participantes na

resolucao de limites de fungbes polinomiais.

Questao 4

(UFPA) (GENTIL, et al., 1997, p. 321) A fungdo F(x)=x>—-x+35 é a
derivada da fungéo f(x). Qual das expressfes abaixo corresponde a funcéo
fx)?

- | z
a)2x—1 dj = 354 1
b) x* — x% + 35 )=~ +35x+1

c)x®—x*+35x+4

Resultados: 9 alunos/participantes (dentre os 10) acertaram; 1 errou.

Conclusao: A maioria conseguiu usar as técnicas de integragao imediatas e
perceberam que o calculo pedido era de uma integral indefinida ou
antiderivada. O aluno que errou o fez por confundir a antiderivacdo com a

derivagao.



Questéo 5

(MACK-SP) (GENTIL, et al., 1997, p. 321) Se f(x) = =, entao f(a) vale:
a) 2. b) 1. c) 0. d) a. e) 2a.

Resultado: 5 alunos/participantes (dentre os 10) acertaram; 5 erraram.

Conclusao: Os alunos/participantes que erraram aplicaram as regras de
derivacdo de forma equivocada ou ndo derivaram a fungdo inicial e calcularam
o valor numérico da mesma, ou seja, houve falta de atengao ao comando da

guestdo ou falha na interpretacio do simbolo f'(a).

Questéo 6
Encontre as fungfes horarias da velocidade e aceleragdo do MHS em que a

elongacao e dada por: X{t) = A cos(do + wit)
Resultado: 8 alunos/participantes (dentre os 10) acertaram; 2 erraram.

Conclusdo: A maioria consegue obter as fungdes horarias do MHS por

derivacao, aplicando corretamente as derivadas imediatas e a regra da cadeia.

- Corregdo do teste em sala e comentarios: Antes de iniciar o madulo 3, foi

feita a devolucdo dos testes e sua correcdo comentada.

Para que fosse possivel adentrar no assunto das equagdes de Maxwell,
foi necessario verificar 0os conhecimentos prévios dos alunos/participantes
acerca do eletromagnetismo basico. Para isso, foi feita uma sondagem,
abordando gquestdes relativas aos conceitos de eletrostatica e de campos
elétrico e magnético.
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5.4 Resultados obtidos a partir do questionario n? 2

As andlises subsequentes referem-se ao gquestionario gue consta no
Anexo Q deste trabalho respondido por um grupo de 14 alunos/participantes do

projeto

Questao 1: O que vocé entende por campo elétrico?

* 10 alunos/participantes (dentre os 14) responderam corretamente.
Consideraram o campo elétrico como sendo uma regiao do espago em gue

uma carga de prova colocada na mesma fica sujeita a uma forga eletrica.
Algumas respostas:

“Area de atuacdo de uma forca. Exercem uma forga que varia com a distancia

da carga geradora”.
“E a regido de atuagdo de uma forga elétrica”.

"Campo elétrico & um espago determinado sob influéncia de uma carga
elétrica”.

" Campo elétrico @ a regido em que o objeto fica sujeito a uma forga elétrica”.
"Regido na qual uma carga elétrica exerce influéncia sobre outras”.

“Regido do espaco em volta de uma carga em que ao se colocar uma carga de

prova exerce uma forga”.
“Campo criado entre duas placas eletrizadas”.
= 4 alunos/participantes (dentre os 14) confundiram campo com forga.

Conclusao: A maioria dos alunos/participantes entende o conceito de campo

eletrico.
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Questao 2: Quais sdo as semelhancgas e diferengas entre o campo elétrico e o

campo gravitacional?
a) Semelhangas entre o campo eletrico e 0 campo gravitacional

= 10 alunos/participantes (dentre os 14) responderam:

‘O campo eléfrico é gerado por uma carga @ o campo gravitacional pela
massa’.

"Dependem da distancia da fonte geradora”.

“O campo elétrico exerce forgas de atragao e repulsdo”.
"0 campo gravitacional exerce somente forca de atracao”.
“*Ambos exercem forga sem contato material”.

"Variam com o inverso do quadrado da distancia”.

* Apresentaram as formulas:

ia].

Eie= 5"}2— intensidade do campo elétrico criado por uma carga Q

GM . i B 3 g
g=m intensidade do campo gravitacional criado por uma massa M

= 4 alunos/participantes (dentre os 14) erraram ou ndo responderam.
Conclusao: A maioria dos alunos/participantes do projeto possui os

subsungores adequados para entenderem as resolugdes da lei de Gauss para
campos elétricos e seus resultados.
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Questdo 3: O que vocé entende por linhas de forga ou linhas de campo?

= 5 alunos/participantes (dentre os 14) responderam gue as linhas de campo
sdo representagOes geometricas de um campo de forga, Reconhecem ou
visualizam o campo.

= 7 alunos/participantes (dentre os 14) responderam que as linhas de campo
mostram a regido de atuagao de um campo, intensidade diregao e sentido.

= 2 alunos/participantes (dentre os 14) erraram a pergunta.

Conclusao: Todos os alunos/participantes entendem que as linhas de campo
sao formas de visualizar os campos de forga. Dao informacGes a respeito da
direcdo e da intensidade. MNas regides em que as linhas estio mais

concentradas, o campo @ mais intenso.

Questao 4: O que vocé compreende por campo magnético? Quais sdo as

fontes de campo magneético que voceé conhece?

= 2 alunos/participantes (dentre os 14) responderam gue o campo magnetico
sdo linhas de campo que saem do polo norte e entram no polo sul.

* 8 alunos/participantes (dentre os 14) responderam que o campo magnético
e uma regiao que pode gerar uma forga magneética.

* 4 alunos/participantes (dentre os 14) responderam que 0 campo magnético
& produzido em torno de uma substancia ferromagnética devido ao
ordenamento dos dominios magnéticos relacionados & rotagdo dos elétrons
dos atomos da substancia.

* Fontes de campo magnético: imas naturais e artificiais, metais imantados,

corrente elétrica.

Conclusao: A maioria dos alunos/participantes associa o campo magnetico
como o agente causador da forga magnética e consideram como fontes de
campo magneético: imas naturais e artificiais, metais imantados, corrente

elétrica.

48



Questdo 5: Quais sdo as expressdes do fluxo magnético, do trabalho e da
forga magnetica? Quais sao semelhantes?

* 9 alunos/participantes (dentre os 14) erraram ou na&o lembraram.
* 4 alunos/participantes (dentre os 14) acertaram as expressdes.

= 1 aluno/participante (dentre os 14) acertou as expressies e diferengas.

Conclusdo: Uma grande porcentagem dos alunos/participantes nao lembrou

as expressoes da forga magnetica e do fluxo magnetico.

Questido 6: E possivel estabelecer a ideia de fluxo do campo elétrico?

+ 8 alunos/participantes (dentre os 14) responderam: Sim, & possivel.
» 3 alunos/participantes (dentre os 14) responderam: Nao é possivel.

= 3 alunos/participantes (dentre os 14) nao responderam.

Conclusao: A concepgao de fluxo do campo elétrico & aceita pela maioria.
Essa ideia sera a base para o entendimento da Lei de Gauss para campos
elétricos.

Questao 7: O gue é densidade superficial de carga?

* B alunos/participantes (dentre 0s 14) nao responderam ou erraram.
= 8 alunos/participantes (dentre os 14) responderam corretamente.

Conclusao: A densidade superficial de carga é dada por: ¢ = %. cuja unidade é

Coulomb

. A maioria conseguiu responder corretamente, fazendo analogias

metre guadrado

com densidade volumétrica de massa,% mais divulgada no Ensino Médio.
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Questdo 8: Qual & a expressdo da capacitancia de um capacitor a vacuo de
area das placas A, e d, a distancia entre elas?

* 6 alunos/participantes (dentre os 14) nao lembraram ou erraram.
* B alunos/participantes (dentre os 14) acertaram.
= 2 alunos/participantes (dentre os 14) sabiam a definicao de capacitancia,

mas nado lembravam a capacitédncia do capacitor plano.

Conclusdo: A capacitincia do capacitor plano & dada por: €= ‘—‘;ﬁ
Normalmente, essa expressdao & apresentada ao Ensino Médio a partir das
expressdes do campo elétrico entre as placas infinitas, E = Ei E =% e da
definigdo de capacitancia, E:%. A expressado, E =:—D & apresentada sem

demonstracdo. Tal expressao é facilmente obtida utilizando a lei de Gauss para
campos elétricos.

Questao 9: Qual é a expressdo do campo elétrico uniforme entre as placas de

um capacitor plano carregado?

= 13 alunos/participantes (dentre os 14) ndo lembraram ou erraram.

* 1 aluno/participante (dentre os 14) acertou.

Conclusao: F = :1 Expressdo pouco divulgada no Ensino Médio, apesar de

constar no estudo de capacitores. Isso explica a grande porcentagem de
alunos/participantes que ndo sabiam ou nao lembravam.

50



Questdo 10: Qual é a expressdo da intensidade do campo elétrico criado por

uma carga punitiforme no vacuo?

* 8 alunos/participantes (dentre os 14) nao lembraram ou erraram.
* B alunos/participantes (dentre os 14) acertaram.

Conclusao: A intensidade do campo elétrico criado por uma carga puntiforme,

E= ’“‘:—Jm. é obtida no Ensino Médio a partir da lei de Coulomb. Esse assunto é

visto logo nas primeiras aulas de eletrostatica. Os estudantes que erraram, na
maioria, ficaram em dlvida se a intensidade do campo elétrico & inversamente
proporcional a distancia ou ao quadrado da distancia. Alguns confundiram as
expressdes da intensidade do campo elétrico com a da forga elétrica:

ko lql. 1Q]
F = '-_‘dz_-‘_'u
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5.5 Consideragoes gerais a respeito da segunda sondagem, de acordo
com a teoria de aprendizagem de Ausubel

O objetivo desses quatro primeiros médulos, referentes a introducdo ao
Célculo e as nogdes de produto escalar e produto vetorial, foi de apresenta-los
como organizadores prévios, de acordo com a teoria de Ausubel, para o
entendimento do assunto principal que sera apresentado em seguida: as
equagoes de Maxwell na forma integral e aplicagges em nivel médio.

Ao término dos trés primeiros médulos e antes de iniciar o estudo das
equagoes de Maxwell, foi proposto um segundo questionario com a intengao de
verificar quais foram as ideias retidas no cognitivo de cada individuo em
relagio aos conceitos essenciais de eletromagnetismo aprendidos durante o 2°
ano e o primeirc semestre do 3* ano do Ensino Médio. Para se efetivar a
aprendizagem significativa de novos objetos de estudo, algumas ideias-ancora
devem existir no seu conjunto de saberes. Esses conceitos sao mais gerais e
inclusivos, servindo como alicerces para o0s proximos conceitos, mais
especificos e elaborados.

O objetivo do questionario n® 2 foi verificar a qualidade dos subsungores
referentes aos conceitos de eletromagnetismo basico. adguiridos pelos
estudantes participantes do projeto ao longo do 2° ano e primeiro semestre do
3% ano do Ensino Meédio, para que possam, entdo, reter novos conceitos ou
aprimorarem os ja adquiridos.

Apds a andlise das respostas do 2° gquestiondrio, verifica-se que existem
conceitos de eletromagnetismo, mais ou menos elaborados, na estrutura
cognitiva dos participantes da 2 sondagem. Esses conceilos, claros ou até
mesmo intuitivos, servirdo como subsungores para o entendimento do novo
ponto de vista da teoria eletromagnética apresentada nas equagies de Maxwell
na forma integral. Apds a introdugao ao Calculo, feita nos dois modulos
anteriores, a resolugao das integrais sera compreendida pelos aprendizes, pois
somente 05 casos mais gerais serao discutidos nesse momento.

As equacbes de Maxwell serdo apresentadas como conceitos mais
gerais e inclusivos para a obtengdo de expressdes ja desenvolvidas no curso
de eletromagnetismo, ministrado durante o periodo letivo dos alunos que foi o
2? ano do Ensino Médio e o primeiro semestre do 3% ano como revisao.
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As expressbes dos campos elétricos e magnéticos, a indugéo
elefromagnética e a apresentagdo da corrente de deslocamento no processo
de carga do capacitor plano serao os pontos primordiais do referido curso. Ao
término de cada apresentagdo, sera confeccionado um mapa conceitual para
organizar os conceitos novos com 0s ja aprendidos.
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6 Entrevistas

Para verificar o grau de satisfagdo e o interesse dos professores e dos
estudantes com relagdo ao projeto, fol proposta uma entrevista apds a
conclusdo dos dois primeiros modulos referentes a introdugdc ao Calculo
diferencial e integral. As perguntas e respostas foram gravadas em uma midia
apropriada e transcritas a seguir.

6.1 Entrevistas com alunos do Ensino Médio

- Pergunta 01: Alunc A, quando vocé comegou a estudar Calculo? Por qué?
Qual foi o0 seu interesse?

- “Eu comecei a estudar Calculo por volta de abril do ano passado (2015), no
inicio do segundo ano. No comeco, me interessei por conta da Olimpiada de
Fisica. Quando chegamos as etapas mais avancadas, se ndo soubermas
Calculo, ndo avangamos. Entdo, minha intengdo era primeiramente aprender o
Calculo para ter a base e poder partir para a fisica mais avangada. Depois eu
acabel gostando e comecel a aprender, porque eu acho mais legal que a
matéria do Ensino Médio”".

- Pergunta 02: E vocé continua estudando por fora, além da participagdo no
projeto?

- "Sim. Eu tenho livros de Célculo, entdo fico resolvendo os exercicios por fora.
Na internet também tem muita videoaula de Calculo, entao com o livro e com a

internet podemos aprender numa boa’.
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- Pergunta 03: Alunos B e C, quando vocés comegaram a estudar Calculo? Por
gué? Quais foram as suas motivagbes?

- Aluno B: "Eu comecei a estudar no inicio desse ano (2016), no terceiro ano do
Ensino Medio, para facilitar quando eu fosse fazer as questoes do vestibular do
ITA, que é o meu foco. Eu tenho os professores que me acompanham, que me
déao as dicas para fazer as provas de Id e eles me disseram que limife, derivada
e integral ajudam demais para ganhar tempo. Por isso eu comecei a estudar e
continuo até hoje. E uma matéria muito interessante”.

- Aluno C: "Eu comecei em agosto do ano passado (2015), na Nova Zelandia,
quando eu fiz intercdmbio. Na escola, no segundo ano do Ensino Médio, eles

ensinavam o Calculo nas aulas de matematica’.

- Pergunta 04: O que vocés consideram que seja base para poder entender
essa parte introdutéria do Calculo?

- Aluno B: “E importante ter uma nogdo de funcdo, de polinémio e também das
funcoes trigonometricas, fungdes polinomiais. Saber um pouco de geometria
analitica também é relevante”.

- Aluno C: "E preciso ter a mente muito aberta para entender algumas nogdes,
porgue, na matemalica do Ensino Medio, nds ficamos muffo presos aos
numeros. Quando chegamos ao Calculo, temos que abrir a mente para termos
ideia de infinito, de mais infinito @ menos infinito. Muita gente tem dificuldade
nisso. No Calculo, nos ndo trabalhamos com os ndmeros em si, mas sim com

uma ideia do que seria o valor’,

- Pergunta 05: Na Fisica, qual a importancia do Calculo? Vocés conseguem
perceber a sua influéncia?

- Aluno A: "Sim, principalmente na parte de Movimento Harménico do Ensino
Medio, o Calculo facilita muito, porque das trés formulas que temos para
decorar, temos que nos lembrar somente de uma, ja que as oulras podemos
derivar. E também para o vestibular do ITA e outros, para conseguirmos
resolver as questdes, ou sabemos a matéria de Calculo, ou ndo temos a
bagagem para entender a Fisica que a prova pede. Entdo facilita a resolugéo
dos problemas’,
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- Pergunta 06: O que vocés estdo achando do projeto desenvolvido, dessas
primeiras aulas de Calculo?

- Aluno A: "Esta muito bom, principalmente para quem ndo finha nogdo
nenhuma, porgue normalmente as pessoas ndo estudam essa materia, a ndo
ser que queiram algo a mais. Aprendendo na aula, como estamos fazendo
agora, € uma oportunidade para que as outras pessocas também aprendam e
entendam que € possivel facilitar muita coisa mais basica se aprofundarem na
matéria. Para nos, que ja estavamos aprendendo o Calculo por fora, também &
bom, porque reforcamos o aprendizado, ja que no Ensing Superior teremos
essa disciplina’.

- Aluno B: "Achei bem correspondente ao que eu ja tinha estudado, e bom para
sanar algumas dividas que surgiram estudando sozinho. Aqui, podemos
preencher as lacunas do estudo autdénomo”.

- Aluno C: “Eu também considero o projeto bom para incentivar um
aprendizado melhor, para facilitar os cdlculos. Para mim, gue aprendi o basico
no intercdmbio, esta facilitando ainda mais, porque estou aprendendo bastante
coisa nova’.

- Aluno B: “E importante ensinar isso frequentemente no Ensino Médio,
principalmente para evitar ficarmos decorando formulas, porque, quando
estudamos visando passar no vestibular, quanto mais eficientes pudermos ser
na prova, melhor. E, tendo a nog¢do de Calculo, seremos muito mais eficientes

para fazer questdes de matematica e de fisica, principalmente”.

6.2 Entrevista com professores de matematica

- Pergunta 01: Professor X, quais sao os pré-requisitos necessarios para que
um estudante de Ensino Meédio consiga aprender os conceitos de limite,
derivada e integral?

- Resposta do professor XK. “Esses conceifos sdo fundamenfados na
matematica basica. Entdo, para aprender limite, que € pré-requisito da derivada
que, por sua vez, é pré-requisito das integrais, o aluno deve saber toda a parte
da matemadtlica basica, tais como fatoragdo, radiciagdo, potenciagdo. Caso
contrario, ele fera sérias dificuldades em levar adiante o desenvolvimento

desses oulros assuntos”.
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- Pergunta 02: Vocé acha que os nossos alunos agui do 3® ano possuem essa
bagagem, na questdo dos pré-requisitos para entender os conceitos iniciais de
limite, derivada e integral?

- Resposta do professor X. "Eu acredito que sim, uma vez que nos trabalhamos
desde as séries iniciais, no Fundamental |, no Fundamental Il e até mesmo no
19 ano do Ensino Medio, nds focamos bastante nesses assuntos. O aluno
experimenta isso desde as séries iniciais e nos estamos sempre recordando,
aplicando e revisando esses conceitos com nossos alunos. Entdo, creio gue os
alunos do 3° ano tém plenas condigdes de desenvolver fodos esses assuntos,
uma vez que eles tém na bagagem todo o desenvolvimento dessas séries

iniciais’.

- Pergunta 03: O senhor é professor de Ensino Superior também. No primeiro
periodo dos cursos de exatas, quais as dificuldades enfrentadas pelos alunos
ao iniciarem o estudo do Calculo Diferencial e Integral? Quais sdo as principais
dificuldades que vocé observa?

- Resposta do professor X: "Na universidade em que eu frabalho nos cursos de
Engenharia, na verdade, nds ndo iniciamos com o Calculo | de fato, e sim, com
o pré-calculo, ou seja, nds temos que fazer tudo novamente, uma vez que o0s
alunos ndo m essas habilidades do Ensino Fundamental e do Ensino Médio.
Estou dizendo que nds costumamos recordar, desde as propriedades I do
Ensino Fundamental com esses alunos, para que, posteriormente, nos
consigamos entrar nas definigées de limites, derivadas e integrais. Portanto,
hoje, na maioria das universidades, quase gue numa tofalidade, o primeiro
passo é dar uma base para o aluno desses fundamentos da matematica para
que ele tenha sucesso posteriormente nesses proximos conteddos, no caso,

limite, derivada e integral”.
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- Pergunta 04; Vocé considera as nogbes de Calculo ensinadas no Ensino
Meédio como uma ferramenta auxiliar para resolver problemas de exatas na
prova do ENEM? Em que assuntos elas podem ajudar?

- Resposta do professor X: "De uma forma ou de oulra, essas nogdes de Calculo
frazem uma conlribuigdo de grande imporidncia, ndo sé para o ENEM, mas para o
engrandecimento do raciocinio de cada aluno, ndo apenas na drea de exatas,
como fisica, quimica e matemdlica, gue estao interligadas, mas tambeém na
interpretagdo, no desenvolvimento do aluno para qualquer tipo de prova, qualquer
tipo de exame que ele for fazer, acho que o aluno sd tem a ganhar no
desenvolvimento do raciocinio ldgico, malemdtico, e na inferpretagdo de
problemas, de aplicacdes e tudo mais. Entdo, eu ndo consigo ndo ver a
importdncia do desenvolvimenio desses assuntos para o alung de qualquer serie,
principalmente para aqueles que pretendem fazer uma prova de ENEM ou de
vestibular’.

- Pergunta 05: Quando eu falo do envolvimento com outras areas, vocé ja
deixou claro gue limite, derivada e integral auxiliam na compreensao da fisica,
da quimica, da estatistica?

- Resposta do professor X: “Com certeza. Como eu disse, esses fundamentos
deveriam ser colocados no 37 ano do Ensino Médio. Porque, para o aluno que vai
fazer uma prova do ENEM, de vestibular ou qualquer exame de admissdo, com
certeza facilita para a resolugdo de problemas na drea da fisica, da guimica, da
matematica, e alem de ludo, desenvolve muito mais o raciocinio do aluno, ele vai
ter muito mais facilidade no entendimento da resolugcdo de problemas, no
desenvolvimento, seja na drea de matemdtica, de humanas, das bioldgicas. Eu
acho que o aluno s¢ tem a ganhar e, de uma forma geral, ja € comprovado que se
o aluno tem um raciocinio Idgico, matemdtico, ele tem maior facilidade em outras
areas também.

Eu gostaria de ressaliar que essa aplicagdo que o Faulo esita fazendo aqui é de
suma importdncia e eu, particularmente, penso que as escolas deveriam direcionar
isso para agueles alunos gue tiverem maior interesse no desenvolvimento desse
projeto. E de suma importdncia e gostaria de parabenizar o Paulo por essa
iniciativa. E por al mesmo, com esse desenvolvimento, os alunos sé tém a ganhar,

e essas aplicagdes vao facilitar posteriormente para esses alunos”.
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- Pergunta 06: Professor ¥, qual a sua opinido sobre o ensino de limite,
derivada e integral a partir do 3 ano do Ensino Médio?

- Resposta do professor Y: "Na area de geomefria em que eu wvenho
frabalhando com o Ensino Medio, essa maleria pode ser util na demonstragao
de uma &drea de regido circular, resolvendo com o auxilio da integral, utilizando
as equagées de uma circunferéncia para determinar uma drea. E, mesmo na
geometria espacial, posso utilizar a integral para determinar o calculo de
volume de uma esfera a parlir de algum solido de rotagao, por exemplo. Entéo,
dentro da geometria, s80 essas as aplicagdes, a demonstragdo de algumas
formulas de drea e formulas de volume por derivada e por integral’.

- Pergunta 07: Os alunos manifestaram interesse em aprender esse assunto?
Vocé percebeu gue determinados grupos de alunos se interessaram em
aprender esse assunto? Eles te procuraram para aprofundar sobre isso?

- Resposta do professor Y: “Procuraram e estavam questionando mais
interesse em ate determinar areas de figuras que nao sejam conhecidas do dia
a dia do Ensino Medio. Até algumas oulras figuras iregulares, como
equacionar, coma chegar numa equagdo matemalica de um contorno qualguer,
para determinar a drea de uma formula que eles ndo conhecem. Eles sabem
gue conseguem determinar a drea e o volume de gualquer tipo de superficie”.

- Pergunta 08: Vocé acha que os nossos alunos do 37 ano estdo preparados
para adquirir o conhecimento, que seja introdutdrio, desses assuntos?

- Resposta do professor Y: “No formato introdutdrio sim, porque eles tém um
amplo conhecimento, uma base boa na parte de fungbes, de geometria
analitica, que dé a condigdo de eles determinarem as equacdes necessérias. E
claro que deve ser resfrifo ainda ao "mundo” do Ensino Médio, porgue existerm
alguns tipos de cubo, algumas fungdes que eles ainda ndc conhecem, com
mais varidveis. Entdo, no ambito de Ensino Médio e, baseado no que eles ja
frabatharam, eles tém condicdo suficiente de estar resolvendo qualquer

problema, e eles tém muito interesse’.
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- Pergunta 09: Vocé tem mais alguma opinido a respeito do projeto?

- Resposta do professor ¥: "Quero parabeniza-lo pelo trabatho, que foi uma
forfuna nas maos dos alunos. Muitos deles ficaram muito interessados, me
procuraram, me pediram algum livro de geometria analitica de curso superior.
Ja doei livros de Calculo A, Céalculo B, tudo isso eu ja estive repassando para
eles. Entdo, eles estdo muito incentivados a procurar um ensino mais avangado
da matematica, com essas aulas de limite, derivada e integral, com esse pre-

calculo e Calculo 1 que eles comegaram a ler uma nogado’,
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6.3 Entrevista com alunos ao final do projeto

- Pergunta 01: Aluno D, agora gque nds encerramos, eu gostaria de saber qual é
a sua opinido: antes do projeto, como vocé percebia o eletromagnetismo? E
agora, houve um acréscimo? O que vocé entendeu, qual foi a contribuigao do
projeto para o seu aprendizado do eletromagnetismo?

- Aluno D: “Antes do projeto, eu tinha uma visdo muito reduzida, muito
confinada do que era o eletromagnetismo. Depois de ter essas nogdes com o
Calculo, com técnicas mais aprofundadas, eu realmente senti que houve uma
ampliagdo do entendimento. Agora eu posso aplicar o conhecimento com maior

propriedade, com maior facilidade”.

- Pergunta 02: Vocé ja estudava o Calculo antes do projeto ou foi a primeira
vez?

- Aluno D: "Antes eu tinha umas nogdes basicas, ndo muilo organizadas do
Calculo. Eu ja havia assistido algumas video-aulas, lido alguns textos com
umas compreensdes iniciais, mas agora sim, depois das aulas, depois desse
projeto, eu entendo melhor o Caleulo’.

- Pergunta 03: Sobre as Equagbes de Maxwell, vocé conseguiu fazer um
paralelo com as leis dadas no Ensino Meédio durante o curso de
gletromagnetismo? Vocé conseguiu percebé-las nas apostilas, nos livros do
Ensino Médio?

- Aluno D: "Sim, consegui! Consegui entender a demonstragdo das fdrmulas e

a farmula final, que usamos no Ensino Médio".
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- Pergunta 04: Alunos E, F e G: Boa tarde. Eu gostaria de saber qual a opinido
de vocés agora que nos finalizamos o projeto, do antes e do depois com
respeito ao Calculo e com respeito as leis do eletromagnetismo. Como vocés
as percebem agora e como vocés as percebiam antes? Houve um progresso,
houve um reforgo? Vocés podem dar a sua opinido a respeito do projeto e me
dizer se ele enriqueceu ou nao o seu conhecimento?

- Aluno E: "Na parte de Calculo, eu achei bem interessante, porque ajudou a
desmistificar essa disciplina. Normalmente, antes de comegar a estudar essa
materia na faculdade, a nogdo que temos e a de gue o Calculo parece ser uma
"coisa de outro mundo®, principalmente porgue vemos pessoas falando que é
muito dificil. Mas. tendo pelo menos uma nogdo bésica, ja percebemos gue nao
€ bem assim, que é possivel de entender. Ndo é tao impossivel assim! E, com
relagdo as Leis de Maxwell, no eletromagnetismo, € interessante sabermos a
origem das leis que usamos no Ensino Médio, campo magnético no solenoide,
nas bobinas e ludo mais. Eu acheil interessantissimo saber de onde surgiu tudo
aquilo que aplicamos no Ensino Medio, entdo acrescenia conhecimento,
porque nao fica automatico, uma feoria que & apenas apresentada e temos
simplesmente que aceita-la’.

- Aluno F: "Sobre a parte do Calculo, eu concordo com o Aluno E. Eu entendo
que ndo aprendi totalmente o Céalculo ainda, que ainda tem muita coisa para
aprender, mas foi possivel ter uma boa nogdo do que é essa disciplina. Ja
sobre a parte da fisica, foi muito bom, reforcou muita coisa. Aprendi coisas
novas tambem, sobretudo com as ultimas auvlas, em que vimos mais aplicagies
praticas, que eu acho muito interessante. Entdo, foi muito bom, o projeto nos
acrescentou bastante conhecimento”

- Aluno G: “Para mim, a parte de Cdlculo foi muito boa, porque veio reforgando
fudo aquilo que eu ja eslava estudando antes, sanando as minhas duvidas. Foi
muito bom mesmo. E, com relacdo ao eletromagnetismo, foi interessante
porque, uma coisa € decorarmos a formula, e oufra € entendermos fodo o
processo que esta acontecendo para podermos aplicar isso em uma prova. E,
quando entendemos aquele risco que corremos de “dar um branco” na hora da
prova, € muito menos provdvel. Entdo, para mim, foi excelente nesse ponto

fambem’.



-Pergunta 05: Conseguiram diferenciar o que é o produto escalar do que é o
produto vetorial?

- Alunos: “Sim. Deu para separar tranguilamente! "

- Pergunta 06: E vocés acharam que o tempo do projeto foi suficiente? Qual a
sua opinido com relacao a isso?

- Aluno F: "As vezes s6 seria mais interessante ter mais listas de exercicios
para reforgar. Fora isso, o tempo foi tranquilo”,

- Aluno G: "Ou passar exercicios para o futuro, talvez para continuarmos
fazendo’.

- Aluno E: "Para reforgar, porque se ndo pegarmos e fizermos de novo, nos
esquecemos”.

- Aluno G: “Toda matéria é assim. Precisamos continuar com ela, sendo
perdemos um pouco do que j4 sabemos”.

- Aluno E: “Eu acho que a parte gue vocé explicou no quadro, fazendo passo a
passo, provando com a genfe, tornou a compreensao mais facil do que a parte
que vocé nos deu pronia nos slides. Entdo, guem sabe para as proximas nao
ficaria mais facil fazendo daquela forma? Quando falamos, por exemplo, das
gaussianas, que vocé fez todas no quadro conosco, provando foda a equagao
ateé chegar ao final, se eu precisar fazer o mesmo aqui, agora, eu sei’”.
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7 Consideracoes finais

Um fato que favoreceu a realizag8o desse projeto no ambiente escolar
escolhido foi a disposi¢do de um grupo significativo de alunos interessados em
desenvolvé-lo, concomitante com uma equipe de professores de Matematica
apoiando. A maioria dos participantes ja tinha o habito de estudar temas mais
avangados regularmente e de forma autbnoma, paralelos com a revisdo do
contetido do Ensino Médio desenvolvida no dltimo ano do referido curso: praxis
evidenciada nas entrevistas. Essa disposicdo dos alunos participantes em
aprender novos conceitos e a interdisciplinaridade da Fisica com a Matematica
proporcionou o ambiente perfeito para a apresentagdo do Calculo e sua
aplicagao no entendimento das equagdes de Maxwell na forma integral.

A dinamica educacional desenvolvida na instituicdo, onde o projeto se
desenvolveu, foi determinante nessa praxis. Terminando todo o conteudo do
Ensino Médio nos dois primeiros anos, o terceiro ano permite uma revisao
aprofundada dos saberes e entusiasma o aluno em conhecer novos contetidos.

Devido ao elevado grau de satisfagdo da comunidade escolar pelo
projeto, recebi a proposta de apresenta-lo novamente em anos posteriores,
transformando-o em uma oficina, em que terei a oportunidade de melhora-lo a
cada atuacdo.

Antecipando saberes que antes eram engessados aos cursos
superiores, de forma comedida e responsavel, pode-se melhorar as
performances dos futuros ingressantes em suas disciplinas especificas nos
cursos de exatas, adiantando nogdes de Calculo Diferencial e Integral.

O legado do projeto deixado para os alunos participantes & uma nova
forma de entender o eletromagnetismo a partir das equagbes de Maxwell, em
consonancia com a teoria previamente estudada, ou seja, uma extenséo,
modificagao ou aprimoramento de um canhecimento ja adquirido.

A medida que o intelecto se aprimora e novas informagbes sdo
incorporadas ao seu construto cognitivo, os estudantes participantes do projeto
efetivarao a aprendizagem significativa, que nao se encerra ao término de uma
explanagdo. A aguisigao do conhecimento progride quando novos materiais
potencialmente significativos sdo apresentados aos educandos.



8 Conclusao

A partir dos dados e analises apresentados, foi possivel verificar que
alguns conteldos de Matematica e de Fisica presentes em cursos superiores
podem ser transpostos para o Ensino Medio, desde que exista o interesse da
instituigdo de ensino e de alunos bem compromissados e avidos por
conhecimento diferenciado, que exige um grau de maturidade intelectual
especifico para seu entendimento, mas que, por outro lado, conduz o aprendiz
a um processo de aprendizagem significativa. Embora certos conceitos aqui
asseridos ja estdo contidos em suas grades curriculares, a amplificacao dos
mesmos e a aquisicao de novos sO enriguecem a praxis educacional no
tocante em saber transmitir, por parte do educador, e saber aprender, por parte
dos educandos, sem, contudo, esquecer-se de Paulo Freire, o qual afirma que
o educador também aprende.

Considerando a aprendizagem significativa como o plano de fundo da
didatica desempenhada, & possivel apresentar novos conceitos e relaciona-los
com ideias ja conhecidas, desde gue haja predisposi¢do das partes envolvidas.
A introdugdo ao Célculo diferencial e integral e sua aplicagdo nas resolugdes
das equagdes de Maxwell modificaram o pensamento cognitivo dos alunos
participantes do projeto que, devido ao elevado grau de interesse por conhecer
esses assuntos e suas bases tedricas bem fundamentadas, aproveitaram ao
maximo cada aula demonstrada pelas listas de presen¢a (com uma guantidade
minima de ausentes) e pelo envolvimento observado durante as aulas do
minicurso.

A pratica desenvolvida no presente trabalho, por meio de aulas
expositivas, questionarios e discussoes, testes, exercicios e simulagbes
computacionais tormou o processo atraente e similar ao desenvolvido em aulas
regulares. A dinamica proposta pela aprendizagem significativa, que considera
como pontapé inicial aquilo que o aprendiz ja sabe, possibilitou a elaboragao de
um material potencialmente significativo e de leitura menos rebuscada, néo
comprometendo, no entanto, a teoria.

Os indicadores de mudanga no modo de pensar e de agir dos alunos
envolvidos no referido trabalho foram observados imediatamente apos o
término do projeto. Os novos conceitos incorporados 4 mente cognitiva dos
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aprendizes tornaram—se facilitadores na resclugdo de problemas mais
complexos e o entendimento de formulas antes ndoc demonstradas, tanto de
Fisica, como de Matematica.

Dessa forma, a introdugdo ao Calculo diferencial e integral e sua
aplicagdo nas resolugdes das equagdes de Maxwell na forma integral no
Ensino Médio possibilitou a abertura de uma janela de conhecimento que nao
se fecha ao término da praxis, mas que permite um avango continuo dos temas
ao longo de suas carreiras académicas. A maioria dos estudantes envolvidos
obteve notas elevadas no ENEM e ingressaram facimente em cursos de
engenharias e de exatas. Muitos pleitearam aprimorar os seus estudos em
universidades no exterior.

Apesar de ser comum, no contexto escolar, agbes que atendem
prioritariamente estudantes com dificuldades de aprendizagem, nao se pode
perder de vista agueles considerados com altas habilidades. Em geral, estes
sdo deixados de lado em detrimento daqueles. A perpetragdo desse modelo
educacional inibe a potencializagao ao desenvolvimento de novos talentos que
decorrem de diferentes perfis de estudantes; futuros profissionais.

Agdes, como as apresentadas nesta dissertagido, apontam para esses
alunos que a educacao liberta e avulta seu pensar; desperta vontades de néo
estacionar seus saberes. As implicagbes futuras dessa atividade extra—
curricular e direcionada sdo: desmistificar que essas matérias sao impossiveis
de aprender; enviar alunos para os cursos superiores de engenharias e afins
com um diferencial de ja terem tido contato com a materia, mesmo que em
carater infrodutério; minimizar possiveis dificuldades nos primeiros periodos do
Ensino Superior; mostrar para os alunos que o caminho da educacéo ndo deve
haver fragmentagdo: trata-se de uma continuidade com outras exigéncias de
aprendizagem.
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Anexo A - Termo de Consentimento para Participacao no
Projeto de Pesquisa

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO (PROFESSOR E APOIO
PEDAGOGICO)

Dados de identificagao
Titulo do Projeto: Elaboragiio de um guia educacional sobre as equacies de Maxwell e aplicagbes.
MNogies de limite, derivada e integral em nivel médio,

Pesquisadaor(a) Responsdvel; Prof, Paulo Roberto Ferreira, Prof, Paulo Alexandre de Castro

Instituigio & que pertence o Pesquisador Responsivel: Universidade Federal de Goids — Regional
Cataliio
Telefones para contato: (34) 99335047 5; (64) 8116-1150

MNome do voluntirio:

Idade: anos RG

O 8r.(") esta sende convidado{a) a participar do projeto de pesquiza “Elaboragio de um guia
educacional sobre as equacdes de Maxwell ¢ aplicagies. Nogoes de limite, derivada ¢ integral em
nivel medio”, de responsabilidade dos pesquisadores Paulo Alexandre de Castro, Paulo Roberto
Ferreira,

A pesquisa ¢ justificada pela necessidade de verificar o nivel de compreensio leitora dos alunos
das escolas municipais, estaduais e particulores da cidade de Uberlindia-MG. O objetivo da pesquisa é
mensurar e quantificar o nivel de compreensio leitora com vistas o elaborar agbes educativas na
recuperagio e melhoria do desempenho escolar dos alunos envolvidos na pesguisa.
Para a participagio das atividades, dessa pesquisa, além da participagio das aulas tradicionais, os
voluntinos deverfio responder questiondrios impressos em papel com uso de caneta esferogrifica, de
preferéncia preta ou azol, ou Kipis preto. Nem todas a5 pessoas se sentem & vontade quando siio
entrevistadas ou subem que estio sendo realizados registros seus por escrito, em dudio ou em video, além
do fato de que responder um questiondrio toma tempo do participante. Logo, desconfortos podem advir de
lais situagtes, as quais estio previstas no trabalho de pesguisa. A pesquisa poderd beneficiar a
comunidade escolar em virtude dos conhecimentos que serio gerados sobre educacho pela pesquisa, e que
favorecerio tanto o processo de ensino como o de aprendizagem. Em caso de dividas sobre os
procedimentos, riscos e beneficios, pssim como de outros assuntos relacionados & pesquisa o com o
tratamento que ird receber, o voluntirio deverd procurar o pesquisador para sanar a5 suas dividas, na
pripria escola, ou pelo telefone (34) B825-0742; (64) 8116-1150,
Esta participagio ¢ VOLUNTARIA e este consentimento poderi ser tirado a qualquer tempo, sem
quaisquer prejuizos ao voluntirio,
Fica garantido, por este termo, a confidencialidade das informagdes geradas ¢ a privacidade do voluntinio,
pois 4 referéncia ao mesmo serd feita por meio de codigos numéricos ou nome Ticticie criado pelo
pesquisador.
O voluntirio NACQ serd obrigado a responder qualquer questio ou dar qualquer entrevista que ndo seja de
sua livre vontade. Este documento deverd ser assinado em duas vias, sendo uma para o pesquisador e
outra para o voluntdrio.

Eu. . RG n® declaro ter

sido informado ¢ concordo em participar, como voluntinio, do projeto de pesguisa acima descrito,

Uberlindia- MG, 26 de abril de 2016.

(Nome e nssinntura do aluno ou sew responsivel legal) (MNome ¢ assinaturn do responsivel por obier o consentimenio

Testemuonha | Testemunha 2



Apéndice B - Slides utilizados para ministrar a
aula 1, referente a introducdo ao estudo dos
limites e das derivadas.

Introducao ao estudo

ENSINO MEDIO

de Limites e Derivadas

Nocdo Intuitiva de Limite

Considere a fungio f{x) = 3x + 1.
Calkculemos o valor de ¥, f(x) = ¥, tomando valores
de x que se aproximem de 1, pela sua direita (xr > 1), e
pela esquerda [x < 1L

=T Hprre— T:amjm*?l‘.!r.._
1 (5@ aproxima de 4.
4 SN Bl R Bt dn Muninbdion vt
J =
e v e

Facamas o grifico y em funcio de x utilizando os valores das
tabedas:

A medida que x se aproxima de 1,
¥ se aproxima de 4.

Quando x tende para 1 (x — 1),
ytendeparad(y — 4.

Assim;

Entdo, guando x tende para 1, ¥ tende para 4 &
olimite da fungio é 4.

A\ Formageral:

[lim f(x) = b]

X—=l

Propriedades dos limites

18) im[f (x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)

22)lim [ £().9(x)] = lim £ ) . lim gG)

70



Apéndice B - Slides utilizados para ministrar a
aula 1, referente a introducdo ao estudo dos
limites e das derivadas.

Propriedades dos limites Propriedades dos limites

32) i [ — Yo fix) 59) lim Ve = ”!li_mf[x}, neENef(x)=0.

ra 9lx)  limaix)
(se f(x) < 0, n éimpar)

42) ;i_r.léf (x)" = (,lti_lfr;f )", ne N’ i E!E““ p— In[}rijﬂ Jf-(.r}],ﬁE'l_i_I:ltl: o

: - Limited fungdo polinomial
Propriedades dos limites shiiseed et s s kbl

Uma das consequéncias das propriedades € a regra pam
abter o limite de uma fungio polinomial,

72 Jim.s'en(f(x]) - :‘.'mt{li_l}lf[x}}

Tearema:

J 0 limite de uma fungSo palinomial .

82) lime/ ™) = i) 3 ‘ Flz) = # oy b aar® & b o = Zn.r
I+ i=0
a; € K, para x tendendo para a, & igual ao valor numérico
\ de fix)parax = a

Limite envolvendo o infinito

lim 2 = 0, lim -9

Exempl o L
o
x —+ oo (x tende para infinito) 3 1 lim & = eo, lim * = —o
i — -0 X —0_ X
x assume valores superiores a qualgquer o A i
nimero real. e Aplicdvel no estudo do
LY potencial elétrico criado
x —+ —on (x tende para menos infinito) === — _ |par uma carga puntiforme
B i b isclada,

x assume valores menores que qualquer o ta

¥=—

namero real, v 7




Apéndice B - Slides utilizados para ministrar a
aula 1, referente a introducdo ao estudo dos
limites e das derivadas.

&+ Continuidade

satisfeitas:

[

Dizemas que uma funcio f(x) & continua num panta
a do seu dominio se as seguintes condicdes sio

YAf(x) ¥ 3 limf(x); ¥ limf(x) = f(a)

Exemplos de descontinuidade

v ]
A f(x) A limf(x)

—

1 ]
lim )
# fla)

Limites laterais

Jim £x) = b m f{) = oo~

X aproxima-se de o
atraveés de valores

I aprogmase de a
atravis de valones
maiares que o ou pela T menore quea ou

sia direita. pela sua esquerds,

x
—

0O limite de f(x) para x—+a existe se, e
somente se, os limites laterais a direita e
esquerda s3ao iguais, ou seja:

Se j._i:jj[xj@rlﬁlr:_f{x] = b, entdio lim f{x) = b

Se lim f()) Mm f1) = b, entio Aim £ (x)

L T

DERIVADAS

= Derivada no ponto xg

no ponto X, o limite

se este existir e for finito,

Definicdo: Seja [ uma funcio definida am um intervalo
aberto | e x, um elemento de |. Chama-se derivoda de |

Aderivada de [ no ponta xg & habitualmente indicada
com uma das seguintes notagSes:

[ f'lxg) ou [%]}__H_‘J Gl Df(xuﬂ

= A diferenga dr = x — x, & chamada ocréscime ou
Incremento do wrrddwvel rrelativamente ao ponto x;.

= Adiferenca Ay = f[x) — f(xq) & chamada acrdscimo
Ou incremento da fungdo [ relativamente ao ponto iy

= O guociente % o Ldolieg) oobe o nome de raztio

Ty
Ingremental de _frrlatm:lmm'rr a0 ponto X,
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Frisemos que a derivada de [ no ponto x, pode ser |ntEfprEta§§D EEGﬂ"iétﬁﬁa

indicada das seguintes formas:

[,r"fxn] = Jim%] ou [f'(x“] = ~1.IJi_r_|h1":__—’ Seja f uma fungio continua no intervalo
— - aberto |. Admitamos que exista a derivada de
f no ponto xg EL

o

=

) = Jim ftruu;—__:—ﬂ:..al

Dado um ponto x €1, tal gue x=#x;,

Quando existe f'(x,) dizemos que [ é derivivel no ponto GONSIdREmng 3 IBEa @ HElerMinaca pams
i

Xp. Dizemos também que [ & derivivel no intervalo NHKQSP(IQ.I(,:QD e Q(x, f(x))

aberto | quando existe ['(x,)para todo x, € 1.

Se [ & continua em |, entdo, quando x tende a x,, Q deslocs
se sobre o pgréfico da fungdo e aproxima-se de P
Consequentemente, a reta = desloca-se  tomando
sucessivamente as posighes 5,, 5,5, 5y, .. e tende a coincidir
com areta!, tangente 3 cuna no pontao P

Areta £ ésecante com o grafico de feseu

coeficiente angular é: Pm'tantn,rgrréarazﬁo 2 a
F(x) = [(xq) incremental de f s RS

L X, relathamente a0 ponto x,.
Como existe i
Quando queremos obter a equagdo de uma reta
' ’ TE) el _ B . passando por P(x, ¥,) e com coeficiente angular m,
Flxe) = _r“ﬁ e x“!}".ty" = to(Jim o) = tgf, utilizamos a farmula de Geometria Analitica:
concluimos: -

y=yo=m(x—x)] \

A derivada de uma funcdo f no ponto x; é
igual ao coeficiente angular da reta tangente
ao grafico de f no ponto de abscissa x.
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Em particular, se queremos a equacdo da tangente t
ao grifico de uma funcdo f no ponto (X, V), em
que f é derivavel, basta fazer ¥y, = fxg) e m=
frxa).

A equacdo da reta [ fica:

[ = 7o) = £ (o). (x = x0)]

Interpretacdo cinematica

Do estudo da Cinematica, sabemos gue a posicdo de um
ponto  material em movimento, sobre uma curva T
[trajetdrial conhecida, pode ser determinada, em cada
instante t, através de sua abscissa 5, medida sobre a curva T,

A expressio que nos

T dd s em funclo de &
Sy o, 2=
g g & chamada equagpdo
howdric,

Sendo um dado instante t; e sendo ¢ um instante
diferente de t,, chama-se welocidade escolor média
do ponto entre os instantes ty e £ o quociente:

_ S} —s(ty) _ s
m t—1, at

e chama-se velocidode escalar do ponto no instante
ty o limite:

o) = Jim e, = Jim ) -l ™ oena

by L—1g st AE

Dai conclui-se que:

A derivada da fungdo s = s(t) no ponto t = &y é igual
a velocidade escalar do movel no instante t,.

e, e Y

Sabemos ainda que a velocidade v de um ponto
material em movimento pode variar de instante para
Instante.

& eguagdo que nos da v em fungdo do tempo I
w= t’{t}
& chamada eguagdo do velocidade do ponto.

Sendo dado um instante £, e um instante t, diferente de
ty, chama-se aceleragdo escalar média do ponto entre
0s instante I, e { 0 guociente:

_vfty—vit,)  av
Em = L=1I . E

e chama-se aceleragdo escalar do ponto no instante fy o
limite:

w(t) = vity) _ Ap

iy} = r“FrI::ﬂ" = thFu Sl T .1.1}”.‘.: it =1'(ta)
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Dai conclui-se que:

A derivada da fungio v = w(I) no ponto | = £, & igual
a acaleracdo escalar do movel no instante £,

T

Ty

Derivada de uma funcio composta
(Regra da cadeia)

Seja [: A = B uma funclio dada pela lei ¥y = [(x). 5eja g: B = L uma
fungdo dada pela lei 2 = g(y), Existe a fungio compodta F:d -+ C
dada pelaleiz = F{x]) = g(r{x)).

Supondo que [ seja derivdvel no ponto x & g seje derivisel no ponto
ytal que ¥ = f{x], provemos que F também & derivivel em 1 e sua
derivada & F'(x) = g0 Mix).

Temos inicialmente:
Az Az Ay
Ax Ay

praximos de y = f(x) (dy — O).

Notemos que, se Ax tende a zero, entdo Ay também
tende a zero, pois a fungdo v = f{x) é derivivel e,
portanto, continua no ponto x, Assim, para valores
préximos de x (Ax — 0) a funcdo [ assume valores

Entdo, temos:

Az Az i Az ¥i)
[ti.m — = |im —. lim i lim —. lim —F]

ax—0fx  Ax-ody Ar-0Ax  ay—0Ay ar— Ax

Como z = g(y) ey = f(x) sho deriviveis, lim L4

ay sl Ay
lim 2 s30 ambas finitos; portanto, lim A2 fambém.
A -ai) & ) A

Assim, 2 = F(x) ederivivel e sua derivada é:

F'(x) = g’} f'(x)

N

Em resumo:

[FG) = o(f () = F'() = ¢ (F (). ' ()]

LV PARTE

ey
[ noera
1 3 § wTasar
SEATRSCAR i F | Peosun

S i L moms |
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Regra de L'Hospital

A engenhosa descoberta consistiu em
perceber que, na vizinhanga de um
ponto, podemos comparar o quociente
de duas fungdes com o gquociente de suas
derivadas, desde que determinadas
hipéteses astejam satisfeitas.

12 regrade L'Hospital
Sejam f e g duas fungdes continuas num intervala f,
tais que g'(x) = 0 para todo x no interior de /.

Sajaa € [ e suponhamos que f(a) = g{n) = 0 eque
existe lim -'ﬁ , finito ou infinito.

e} = Y [rix]

Entdo existe 1||u o] & mais ainda Euu
a glx) a i) sr—ear @)

22 regra de L'Hospital
Sejam f e g duas funcbes derivdveis em todo x distinto
de a, x pertencente a uma vizinhanca V de a,
=la-r.a+r[,r=0
Suponhamosque g'(x) = 0 paratodox €V eque

lim j"{x} = limg{x) = o=,

el

frix)

Se existe llm _t finito ou infinito, entdo existe
|:I.I'I:1ﬂ£', mais ainda, lim —=— [ hmﬂ.
x- Glx) X :n_rlll:ll' x-a G4 (x)

Derivadas de ordem superior

Seja f uma fungdo derivavel.
Se f' também for derivdvel, sua
derivada é chamada derivada segunda

defei

Funcdes crescente e decrescente

Seja [(x) uma fungdo definida num intervalo aberto A,
Entdg, para Vx,, x; € A, temos:

[ f(x) écrescente em A & x, > iy = f(xy) > f(xg) |
|/ () & decrescente em A & x; > x5 = [(x;) < [ (x )

Teorema:

Seja f[(x) derivével em um intervalo aberto A, Se
f(x) écrescente em A, ent3o f'(x) = 0.

Demonstragdo:
Se f{x) é crescente, entdio x = xg = f(x) > Fx5). Mas:

—
Lr(x; x ;‘E:} - g +PIRX F Xp e f(X) # f(xp).

ALY § 3 _r' Tk
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Pontos criticos

Como uma fungdo é crescente quando sua
derivada & positiva e decrescente quando sua
derivada & negativa, entdo ela apresenta pontos
de maximo ou minimo relativos quando
f'(x) = 0. Chamamos de ponto critico ao
ponto do dominio da fungdo onde f'(x) = 0.

Observe os graficos abaixo:
N/ |

|'N‘° =g M3 Fi=
= proceead .

5|

(]

Minima relativo:
ocorre quanda '(x)

Maximo relativo:
ocorre guando f'(x)

passa de negathva passa de positiva
para postha, para negativa.
Concavidade ; 4
¥ ] 51
Zm s derks pacacer A d l X
;:'.'HN‘N
CETCAATE [arE JanT

i X .
1 vt
. Yt bt

Cuando o ponto se move para a direita (de P, para
P; ), areta tangente gira no sentido anti-hordrio e sua
inclinagdo aumenta (f' é crescente). Dizemos nesse
casoque a concavidode é voltoda pora cima. Observe
que f' é crescente se, @ somente se, [ = 0.

Quando o ponto s& move para a direita (de Py para
P3), a reta tangente gira no sentido hordrio e sua
inclinagio diminui {f° & decrescente). Dizemos que a
concavidade € voltoda para baixo. Observe que ' é
decrescente se, e somente se, " = 0,

Termos entdo a seguinte regra para o estudo da
concavidade do grafico de uma fungdo, num intervalo
I onde [ é derivivel duas vezres em qualguer ponto:

Se f*(x) = 0,¥x €[, entdo o grifico de [ tem
concavidade voltada para cima em [,

Se f*(x) = 0,%¥x €1, entdo o grifico de [ tem
concavidade voltada para baixo em [,

TI'

Ponto de inflexdo |/\[J/

s ca i wada

=
i a—
Um panto [c, [ {c}] & denominado ponto de inflexio do grifico de f
guando a concavidade se inverter. Mas tal fato ocorre apenas quando
() rruda de sinal O panto de inflesdio & o ponts onde hd mudanga

de corcavidade, ou seja, onde [7(x] = 0. Temos, entdo, a seguinte
regra para uma fungio [ derivivel duas veresem I, parac € [

ey =0 %= P(c, f(c)) é o ponto de inflexdio do grifico de
f

7
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Graficos usando derivadas

Podemos esbocar o grafico de uma fungdo f(x)

usando os seguintes topicos relacionados a derivadas:

= [ & crescente ou decrescente;

* [ tem pontos de maximos ou minimas relativas;
* concavidade do grafico de f;

* pontos de inflexdo.

Além dos toplcos citados, podemaos efetuar antes um
estudo gue aborde também:

= o dominio de [ e sua continuidade;

= onde [ intercepta os eixos X e ¥,

« se [ éfungdo par (simetria em relag3o aoeio ¥ quando
fl=x) = F(=}};

* se f é fung3o impar (simetria em relagio 4 origem guando
fl-x)=-f(2k

* 58 [ possui assintotas (estudo felRo com limites infinitos);

* o comportamento de f quando x <+ +oo,
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Nocoes de Integral

ENSINO MEDIO

Integrais
=+ Integral Indefinida
Da mesma forma que a adig3o e a subtracdo, a

multiplicagio e adivisao, a operagao inversa da
derivacao & a antiderivagdo ou integragdo indefinida.

Dada uma funcio g(x), qualguer fungio f'(x) tal gue
f'(x) = g(x) é chamada integral indefinida ou
antiderivada de f (x).

Exemplos:

1) Se fi{x) ’?ﬁ entdo f'(x) L glx)éa
derivada de f{rﬁ.

Uma das antiderivadas de F'(x) = g(x) = x* & f(x) = ';:

2) Se f(x) = x*, entdo ['(x) = 3x* = g(x).
Uma das antiderivadas ou integrais indefinidas de
gx) =3x% & f[x) = x°.

3) S f(x) = 2 + 4.entdo [(x) = 32 = g(x)
Uma das antiderivadas ou integrais indefinidas de
glx)=3x*eflx)=x"+4

Nos exemplos 2 e 3 podemos ohsenar que tanto x°
quanto x° + 4 sio integrais indefinidas para 3x°,

Mais adiante, veremaos que a diferenca entre quaisguer
destas fungdes (chamadas fungdes primitivas) @ sempre
uma constante, ou sgja, a integral indefinida de 31 &
x? + €, onde € ¢ uma constante real,

Vamaos ver mais alguns exemplos:

1) % f(x) = senx + €, entdo ['(x) = cos x = g(x).
A integral indefinidade ['(x) = cosx = g(x) &
senx 4 C,onde € é real,

2) 5e f(x) = Injx| + €, entdo ['{x) = = = g(x)

A integral indefinkda de%é Injx| + €, onde C & real.

Indicamos a integral indefinida ou
antiderivada de g(x) = f'(x) por:

[a@ax=re+d i
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Integrais
imediatas

Propriedades das integrais indefinidas

S&0 imediatas as seguintes propriedades:

1) JIFG) + gl dx = [ flx) dx + | g(x) dx

A integral da soma ou da diferenca @ a soma ou
diferenca das integrais,

Propriedades das integrais indefinidas

Sdoimediatas as seguintes propriedades:

2) [ kfCG) dx =k [ f(x) dx

A constante multiplicativa pode ser retirada do

Propriedades das integrais indefinidas

Sdo imediatas as seguintes propriedades:

3)=[J FG) dx] = f(x)

Seja a expressdo [ g[f(x)]. F'(x) dx. Através da
substitulclo u = f{x) poru' = f'{x) ou j—; = f'[x),

ou ainda, du = f'(x) dx, vem:

u u

admitindo que s& conhece [ glu) di.

i g A derivada da integr?LiiéuoTa fungio é a prépria
Integracdo por substituicao
Integragdo por substituigdo

J LA F () dx = | gu) du = hu) + € = hf(=)] + €

0 método da substituicdo de varidvel
exige 2 identificacio de u e u'

ou
u e du na integral dada.
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Integrais definidas

eja uma funglo fFix} definida e continua num intervalo real
a, ). A integral definkda de fx), de o 2é b, & umn ndmero real,
& & indicada pelo simbolo:

fr(z} dx

onide:

& o fimite inferior de integragio,
b & o imite superior de ntegragio;
F(x) & ointegranda,

sef(x) =0, J': f(x) dx representa a area entre o
gixoxeacurva f(x),praa=x <h;

Rl L A—J Flx)dx

Se f(x) = g(x), jf[r[x} g(x)] dx representaa
area entre as cunvas, para o = x < b

]
A= | G - a(] dx

Sef(x)z0pra<x<cefi(x)<0Opaac<x=h,
entdo adrea entre f(x)eoeiox,pama=x = b,

€ dada por:

i J:f(.r} dx + J’ l'l—JI’ (x)] dx

Sef(xyzglxlasx<cef(x)<glx)c<x<bh,
entioadreaentre fe g, o< x < b, édada por;

a= [T -+ [ o) - e s

L

A integral definida, nos exemplos vistos, representa uma
Area, o Que Gcorre em mailos casos, & & uma das formas de se
apresentar a integral definida.

De forma geral, para f{x) = 0, 3 drea limxada por fx)e o
giwo x, @ < x < b, & dada por j:ln _,r:[r] dx, que pode representar 3

soma das dreas de infinitos retangulos de largura At - 0 ¢ cuja
altura & o valor da fungio num ponto do infervalo da base:

g1
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(o, x5 ). (xy2z),

Flla)AT, ..., Fih.)Ax,,

Subdividindn o intervalo [a,b] em n subinteraios atevis
das abacissas ry = @, X5, X3, . 0., Xy = b, chtemas os intervalos
i (g b). Em cada Intevvalo (x_y, 5}
tomemos um ponto arbitrico Ry Seja An=ay ~x, 1 =i€n
De acordo com a figura, os retingulos Tormados tém drea fih, Jar,,

Entdo, a soma das dreas de todos os retdngulos é:
FCR A%, + FO)A% + o + F(h,)Ax, = Ef(h,]ﬂ;,
=1

que nos formece um valor aproximado da drea considerada,

retangulos e a curva praticamente se
confundindo e, portanto, temos a area
considerada.

Aumentando o ndmero n de subintervalos

Ax;, tal que Ax; tenda a zero (Ax;— O)e o

numero n de subintervalos tenda a infinito
(n -+ o2}, temos as bases superiores dos

Simbolicamente, escrevemos:

L b
lim " f(h)x, = j ) dx

Jil

Célculo da integral definida

J [ dx =F() |* = F) - F(a)

Propriedades da integral definida

1 [0 Fix) de =0, pais [} f(x) dx = F(z)

2 [7 Fle) de = — [ FQx) dx, pois [ f () dx = Fia) — F(b).
3) I:':" kf(x)dx = k |:' Fx) dzx, coma nas Integras indefinidas.

4 [ de = [ fE)dx s [Cf()dease<h

::F[n]—F(ﬂ':l =0,
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Exercicios: Exercicios:
Caleule a drea das regidies indicadas nas figuras: Calcule a drea das regifes indicadas nas figuras:
t d

c)
T %

"
- -
3 T
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- Produto Escalar

ENSINO MEDIO

Chama-se produto escalar {ou produto
interno usual) de dois vetores

F" R }’1}]‘3 [’I; = x50+ }'2}]-

e se representa por if. ¥, ao ndimero real

=% +WY

e

Propriedades:
HDaTz0eld=0somenesed =1
I} L6 = & I {comutativa)

IOl + @) =&, ¥ + & & {distributiva em relagio i
adigio de vetores)

W) (il v =ne (doy =i (m. ¢}, m eR
Wi - |2

(S o L 1 e 1

T el L s R 1

Angulo entre dois vetores:

Lei dos cossenos:
i = 8= |#]* + |¢* — 2 [id].|i#.cos 8
mas, [ll=8[F = |il]? - 2.3.7 + |§]?

lgualando:

Wl A5+ e = it 1 e — 21171, cos 0

|1'!.I.'r = |il'|.||'=|.rusﬂ]

Conclysdo: O produto escalar de dois vetores e 7 é
o preduto dos seus modulos pelo cosseno do angulo
por eles formado.




Apéndice D - Slides utilizados para ministrar
a aula 3, referente ao produto escalar.

Observacbes:

a)Sed. ¥ =0, cos 8 deve ser um nimero

positivo, isto é cosd = 0, o que implica

0°= @ < 90°, Nesse caso, # & angulo
"

agudo ou nulo. ,x?

e
<R

Uity

v

Observacbes:

b) Se #.#<0, cosf deve ser um
nimero negativo, isto é, cos 8 < 0, o que
implica 90° < @ = 180°, Nesse caso, § é

angulo obtuso ou raso. N L
b
A4

i, % e

Observagbes:

c) Se i =0, cos@ deve ser igual a
mero, isto é, cosd = 0, o que implica # =
907, Messe caso, & & dngulo reto.

- M
Tt |

Referéncias Bibliogréficas:

STEIMARUCH, Alfrgdo; WINTERLE, Paulo, Geomaitra Analitica
Ted, 5Bo Paule: MeGraw-Hill, 1987
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Dados os vetores

[ =i +y]+ 2'1'!;'_]'9 [E' =x i +y.f +2,k *]

Prﬂ.d uto Vetu rial tomados nesta ardem, chama-se produta vetorial
dos vetores il e T, e se representa por il X &, ao
vetor:
ENSINO MEDIO S
Ixi=x ¥
Xy ¥a I

1 j k —l—-‘ Exemplo:
b e W R Na verdade, ndo é um Considere osvetores: il =SI4+ 4] + 3k e i =1+ k.
Shvetordal |y, 2, determinante, pois 3
primeira inka contém Calcule: EE' nea
' b orebin Rk e e iConclusdo: ixiedw ><.
lares., d * n
LA et escatares | !u 530 opost 0s, isto &, ui
facilidade de memorizagio b) # x i iproduto vetorial ndo é:
que gla propicia no calculo do . 1
e ehuatin) jcomutative, i
Propriedades do produto vetorial: Propriedades do produto vetorial:
0T i =0, qualquer que seja i V1) ' & ortoganal simultaneamente aos vetores i e i
Resulta desta progriedsde que: [ % = Jx J=kxE=T1 T(A%F) =i @x T =0
mixd=~ixi VIi| Os vetores i, ¢ e i % 7 tém as diregBes das arestas de

)l [+ R um!rne:hnﬂr[ldlrﬂbﬁmmu:a rolhas, girendo de wm
) 21N angulo menor gue m de Ox para Ou, avancar no 5en\t|du

) (riil) % ¥ = miil x ¥} = il % (me) positiea de 03, o triedmo ¢ direto)

VTrd= ﬁsr, e somente s, um dos vetores & nulo ou
se e © 580 colineares.
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DROEM
m CROULA
R

Propriedades do produto vetorial:

Vil i = 62 = [@F )72 - @62
(identidade de Lagrange)

W) e =0, 7+ 0 esed éodngulo dos vetores e 1,

termos:
fit % 7 = [7.9}. sens

Die fato, de acordo com a identidade da Lagrangs:
fi s i fE = [ ]2 - (i )
[t s aff? = W [ — () cosa )
e e P ) Rl o o T

Wt x 52 = P19 (L—gpsi)
25

e

loga; |ix 6] = rE|'|1||7|! sont @ e, fimahmente:
it x 9 = [i]|#{send

Propriedades do produto vetorial:

X1 0 produto vetorial ndo é associativo:
X (AW = (EX P} W

produto vetorial de dois vetores

ac.

Interpretacio geométrica do médulo do

Geometricamente, o madulo do produto wetorial
dos vetores ¥ e ¢ mede 8 drea do paralelogramo
ABCD determinado pelos vetores T = AR e v =

Area ABCD = il h
SEnd = %—r h = |i]sens
Airea ABCD = |it| || send
mas: | % ¢ = [d||7|send, logo:
|t % &= Area ABCD
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A Lei de Gauss para
campos elétricos

A carga elétrica produz um campo
elétrico, e o fluxo desse campo através de
uma superficie fechada é proporcional a
carga total contida nessa superficie.

A lei de Gauss para campos elétricos
FORMA INTEGRAL
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Campo Elétrico

Regido perturbada do espaco
em gue, uma carga de prova
colocada na mesma, fica sujeita
a acao de uma forga elétrica.

Michael Faraday foi o primeiro a citar o
campo elétrico como um “campo de
forga”, e lames Clerk Maxwell identificou
e55e campo comoe o espago perturbado ao
redor de um objeto eletrizado.

¥

Um espaco perturbado em gue atuam
forgas elétricas sobre cargas de
prova inseridas no mesmao.

Por definigdo: O campo elétrico é a forga
elétrica por unidade de carga exercida sobre
uma particula carregada (carga de prova). O

campo elétrico & dado pela relacio:

==
(]

F:.é a forca elétrica sobre uma carga
puntiforme (carga de prova) q,. Esta
definicdo deixa claro duas caracteristicas
importantes do campo elétrico:

1) F & uma grandeza wetorial com
intensidade diretamente proporcional a
intensidade da forga e a mesma diregdo da
forca. O sentido de E dependera do sinal
da carga de prova:
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a)5e gy = 0> Ee f:,'. possuem o mesmo sentido.

b) Se g, =< 0-» E EF‘; possuem sentidos contrarios.

2} No 5l [Sistema Internacional de Unidades), a
Imtensidade do campo elétrico & dada em newton
por coulomb (¥/-), que é equivalente a volt por

mstio {‘.-III,I"L a W“{V} s e e E:'J].mﬂm[lrrb.

oo [T}

| Ao aplicar a lei de Gauss, somos capazes de
iulsuallnr o campo elétrico nas proximidades
! de um objeto carregado.

As linhas de campo

A forma mais comum para a Construgio de uma
representacdo visual de um campo elétrico é
usar as “linhas de campo” que apontam na
diregio do campo em cada ponto do espago.

=+ Quando s3o linhas curvas, o wvetor campao
elétrico & tangente 3 linha em cada ponto
consideradao.

—+ O sentida do vetor campo elétrico & o mesmao
das linhas.

— MNa regido de maior concentragdo de linhas o
campo elétrico & mais intenso.

— Quando vocé observar uma representacao de
linhas de campo elétrico, lembre-se de gue
existe campo elétrico entre as linhas também,
~» Linhas de campo nunea se eruzam pols, em
cada ponto do espaco, & definido um dnico
veter E.

-+ As linhas de campo nascem em cargas
positivas e terminam em cargas negativas.

Exemplos de varios campos elétricos
importantes para a aplicacdo da lei de Gauss sdo
mostrados a seguir:

Visualizagdo do campo elétrico produzido pelos
principais objetos carregados - Linhas de campo

.
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0 campo elétrico E na Lei de Gauss
representa o campo elétrico resultante
em cada ponto da superficie em
consideracdo. A superficie pode ser real
ou imaginaria, obtida algebricamente
através da integral de superficie,

O produto escalar

7 % '3
i b
e J ¥
F nprio ek ks

¥
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O versor normal

Wk i vl s e 0 e v ldngs

=—— A componente do campo

.0} elétrico normal a superficie

Lon— |L||n|cos® — |E|cos ¢

ot i da E e T
e pariicin b 7ol 3
Tl o
2

e

g e [ o degha de

superficie, considere uma superficie de
espessura desprezivel (muito fina), cuja

como mastrado na figura abaixo:

Db i dog-pibaal de
T | 2| el

J.ds A integral de superficie

Para compreender o significade da integral de

densidade superficial de massa (massa por
unidade de drea), varia em fungio de x ey,

Para se determinar a massa total da superficie,
divide-se a mesma em elementos bidimensionais de
densidade superficial de massa aproximadamente
constante.

Para elementos individuais com densidade
superficial de massa o; e drea dA;, a massa de cada
elemento & g,dd;, e a massa de toda a superficie é o
somatdrio correspondente aos N elementos:

Denmdade apooamadaments
consanie sobve tada uma dessas
e dd,  dd; ddul
] y

Masss = o,ad, + oy dd,® # iy

Quanto menores forem os elementos de area,
mails préximos ficamos da massa verdadeira, pois
a aproximacio de uma densidade superficial de
massa constante (o) & mais exata para elementos
menores. Considerando o elemento de drea dA
tendendo a zero e N ao infinito, a soma torna-se
uma integral de superficie cujo resultado € a
massa da superficie:

MMEssn = [a{x. ¥)dA
15

80
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Fluxo de um vetor

Considere um cano cilindrico por onde

flui 4gua a uma velocidade constante ©,

O cano possui uma area de secdo
transversal A

&\0 A s

E;. il

Em um instante di, toda a dgua que
estava em A’ deslocou-se dx.

0 volume de dgua deslocado em dt:

dV = A.dx
Entdo:

dv m*
dav dx _
S=Am=Ar de|= s

B
vazio

vazio=fluxo=¢ > p = A.v

Considerando uma drea obligua em relaco a
area da segho transversal:

fi

Ay v

\
A

A’ = i.cosf
mas, ¢ = v. 4", entdo:
i = v, A.coss
0 produto escalar ¥, A = v, 1. cosd, logo:

[¢=7.ia]

Iy4 =i do| Fluxo de um campo vetorial

Ma Lei de Gauss, a integral de superficie é
aplicada ndo a uma funcao escalar (tais
como a densidade superficial de massa de
uma superficie), mas a um campo vetorial.

O gue & um campo vetorial?
Como o nome sugere, um campa vetorial @
uma distribuicdo de vetores no espago.

Assim, considerando gue a distribuicdo de
temperatura numa sala é um exemplo de
um campo escalar e a velocidade de um
fluido em cada ponto em um corrego é um
exemplo de um campo vetarial,

—+ A analogia do fluxo de fluido & muito util
na compreensdc do significado do 'fluxo' de
um campo vetorial, mesmo quando o campo
wvetorial for estatico e, na verdade, nada
estara fluindo.

91
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— Podemos considerar o fluxe de um campo
vetorial  sobre uma superficie, como a
'‘quantidade’ de linhas de campo que atravessam
essa superficie.

Flum de um campe veloral atrawes de uma superice.

LA B

—+ Na figura (a), observe que se A & uniforme,
perpendicular 3 superficie e paralelo ao versor
normal, o fluxo é dado por:

¢ = HE % drea da super ficie

—» Se o campo vetorial & uniforme, mas
nao é perpendicular a superficie, como na
figura (b), o fluxo pode ser determinado
simplesmente encontrando a componente
do campo perpendicular a superficie e
depois multiplicando esse valor pela drea
da superficie:

® = Aoii x (drea da super ficie)

Enguanto campos uniformes e superficies
planas s3o Uteis para a compreensdo do
conceito de fluxo, muitos problemas de

eletromagnetismo envolvem campos ndo-

uniformes e superficies curvas.

Para trabalhar com esses tipos de problemas,
devemnos considerar o conceito de integral de

superficie aplicada a campos vetoriais.

Considere a superficie curva e o vetor A
maostrado na figura (a). Imagine que A
representa  um  campo  vetorial de
velocidades de um fluido real, @ 5 uma
membrana parosa, em gue um fluxo de A
atravessa a membrana,

Essa analogia se aplica ao fluxo de um
campo elétrico atraves de uma superficie,
que pode ser real ou puramente
imaginaria.

O fluxo de um campo vetorial

(1] in
£

Conparsteds 4 o _--}-,'-g--\ L]
pemendicular 8o semenin de S W
irma di wpadice dsd, -'r_)' » '-..';.{
" P
\,
| “
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Antes de prosseguir, pensemos por um
momento sobre como podemaos encontrar
a taxa de fluxo do material fluindo através
da superficie 5.

Podemos comegar pela seguinte pergunta:

Quantas particulas de fluido atravessam a
membrana a cada segundo?

Para responder a esta pergunta, defina o vetor A
como sendo a densidade do fluido (particulas por
metm cibico) vezes a velocidade do fluxo (metros por
segundo). 1sso representa o produto da densidade
{escalar] e a velocidade {um vetor).

A deve ser um vetor na mesma direco da velocidade,
com dimensdo de nimero de particulas por metro
quadrado por segundo. Observe gue estamos
tentando encontrar o ndmere de particulas por
segundo passando atrawvés da suﬂerﬁ;ie, a andlse
dimensional sugere que se multiplica 4 pela drea da
superficie,

Mas olhe novamente a figura {a). Os
comprimentos diferentes das setas sugerem que
o fluw de material ndo & espacialmente
uniferme, ou seja, significa que a velocidade
pode ser maior ou menor em varios locais
dentro do fluxo.

Este fato, por si s, significaria que o material
flui através de algumas partes da superficie em
uma taxa mais elevada do que outras partes,
Mas devemes considerar o dngulo entre o versor

normal & superficie e o vetor A,

Qualquer porgdo da superficie em que o
versor normal seja perpendicular a diregio
do vetor A terd necessariamente zero
particulas por segundo passando por ela,
por isso, as linhas de fluxo devem penetrar
a superficie para transportar as particulas
de um lado para o outro e ndo tangenci-la.

Assim, devemos nos preccupar nido apenas com
a velocidade do fluxo e a drea de cada porgde da
membrana mas com a componente do vetor A
perpendicular a superficie,

Claro, vocé sabe como encontrar a componente
de d perpendicular a superficie, simplesmente
fazendo o produto escalar de Aeid [versor
normal & superficie).

Mas, se a superficie & curva, a diregdo do

versor i depende de qual parte da
superficie que vocé esta considerando.

— Para lidar com as diferentes directes de
n (e do vetar j.} em cada local, divida a
superficie em peguenos elementos de
area, como mostrado na figura (b).
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Se wvocé far esses elementos de  drea
suficientemente pequenos, vocé pode assumir
que ambos n e A 530 constantes ao longo de

Considerando o tamanho de cada
cada elemento.

elemento de drea tendendo a zerg o
fi; representam o wversor normal para cada somatdrio torna-se uma integral.
elemento de ,ém"i (dag); 0 fhmo através do —» fluxo através de toda a superficie:
segmento é (4; o fi;) da; e o total & dado por: res meesesman nang

" ’ Aofida |
— fluxo através de toda a superficie: f G
Z A o fi; da
3
Para uma superficie fechada, o sinal da integral P
i g Fluxo do campo elétrico
j(,{.ﬁda Considere uma superficie 5. Um campo
5 elétrico gera um fluxo através dessa
Este fluxo é o fluxo de particulas através de uma superficie 5.
superficie fechada 5, e & notavel a semelhanga a
com o lado esquerdo da lel de Gauss. - ;u_.E_‘. z
T et
Viocé s6 predsa substituir o campo vetorial d )
- s | 'x!.: .
Acom o campo elétrico Epara tornar as i
expressfes idénticas, .‘:* \"1__{
E W,
= — r Fluxo do campo elétrico através
= E; .. AA; [#.F o 5 der
¢ Z Sl et [LEITT de uma superficie fechada
Fazendo Ad; muite pequenos, o fluxo total Dy = if-.'l ® (area da superficie)
através da superficie continua serd uma integral: Edunifarme o perpendicidar & siperficle:
$ =0 2 . e
be P = fEdhcosd 9 = 0 0 = ] 1 irea d superfce
5 k3 h <D E é uniforme e obliguo (= 90°) em re lagdo & superfice,
superficie .
Richads depende da orientagio ®s J;E! o

do campo coma £ & varidvel ndo unifarme) e abliquo |+ 90°) em
normial relacio i superficie,
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gue atravessama superficie

Linhas de camgo aravs de superfces fechadas.

Fluxo do campo elétrico [Pz ) = ndmero de linhas

" -\‘E ad v."tw
AL o
(% iy .1'
q-
Huw Ivhll fule Flam postie Flusmn negata

i A cargainterna

Se vocd entendew o conceito de fluxo,
canforme descrito na se¢lio anterior, deve
estar claro por que o lado direito da Lei de
Gauss envolve apenas a carga interna ou
seja, a carga contida pela superficie
fechada sobre a qual o fluxo &
determinado.

superficie € igual a zero.

Simplificando, & porgue qualguer carga
localizada fora da superficie produz uma
quantidade igual de fluxo (negativo) para
dentro e (positiva) para fora, portanto, a
contribuicio liquida de fluxo através da

Como vocé pode determinar a superfice adeguada que
emolve uma carga? Em alguns problemas, vocé & livre
parm eswmlher uma superfide que envole uma
quantidade conhecida de carga,

Em cada um desses cawos, a superficie selecionada pode
ser faclimente determinada através de consideractes
geométricas (alta simetria). Para problamas envolvendo
grupos de cargas discretas delimitadas por superficies de
qualquer forma, encontrar a carga total & simplesmente
uma guestio de adickonar as cargas indidduals.

cargn interna total = Zq]

gn.mr- wﬁnl gummzre clindsca
n.ullrl nﬂHu

Superficies gaussianas

erlmu """“ "'-'" Fi infndin Flam st

j €™ C =

¥ Th:tY quad k. o3 objebos

Enguanto um numero pequeno de cargas
discretas pode aparecer em problemas de fisica
e engenharia, no mundo real & mals provavel
encentrar objetos camregados contendo bilhdes
de portadores de cargas alinhados ao longo de
um fio, sobre uma superficle esférica ou
dispostos ao longo de um volume,

Em tals casos, contar as cargas individuals ndo é
nada pratico, mas vocé pode determinar a carga
total se vocé souber a densidade de carga. A
densidade de carga pode ser especificada em
uma, duas ou trés dimensdes (1, 2 ou 3-D).
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| Do brear de i Com
T
2 Demsade speroal de carga o Crar
] Drermitade olrvdnm de (o9 " Com
10 gy = AL

(L = Compriments delimitade do fio infinite carregada)

20 i =04
{4 = drea delimitada da superficle carregada)

HX e = pV
(V = parte defmitada do volume carregado)

E provavel encontrar situaces em que a densidade
de carga ndo @ constante ao longo da linha,
superficie ou volume delimitados pela superficie
Eaussiana. Em tais casos, utilizam-se as técnicas de
Integragdo,

-0 e = _]L}. ! , em que A varia ao longo do fio.
2D Gy = J-SJ da, em que o varia sobre a superficia,

3-D: gy = _r;,p d¥, emque p varia sobre o volume.

A permissividade elétrica do vacuo

A constante de propordonalidade entre o fluxo
elétrico no lado esquerdo da lei de Gauss e a carga
interna do lado direito é £,, a permissividade
dielétrica no vacuo.

A permissividade de um material determina a sua
resposta @ um campo elétrico aplicade sobre ele,
Em um material nfo condutor (chamado 'lsclante’
ou 'dielétrico’), as cargas ndo podem mover-se
livremente, mas podem ser ligeiramente deslocadas
de suas posighes de equilibrio.

A permissividade relevante na lei de Gauss pama
campos elétricos & a permissividade dielétrica do
vacuo [ou ‘constarte de permissividade do vacuo'),
e & por isso gue possul o zero subscrito.

A presenca dessa quantidade significa que
esta forma da Lei de Gauss & wvalida
somente no vacuo?

M3o, a Lei de Gauss & geral, e se aplica a
campos elétricos dentro de dielétricos,
bem como agueles no vicuo, desde gue
vocé considere toda a carga interna,
incluindo as cargas intrinsecas aos atomos
do material.

0 efeito de cargas acopladas aos atomos do material pode
ser entendido quando observamos o que acontece quando
um diebétrico & colocado em um campo elétrico externo,

Dentro do material dielétricn, a amplitude do campo
ebétrico total & geralmente menor gue a amplitude do
campo aplicadeo,

A razdo disso @ gue os dielétricos tornam-se 'polarizados’
guando colocadas em um campo elétrico, o gue significa
que as cargas positivas e negativas sBo ligeimrments
deslocadas de suas posigdes originais.

As cargas positivas s30 deslocadas em uma diregio
(paralela a0 campo elétrico aplicado) e as cargas negativas
80 deslocadas no sentido oposto [antiparalels de campo
aplicado).
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Estas cargas deslocadas dio origem a seu préprio
campo elérico que se opfe ao campo externo,
come mostrado a seguir.

Bemn @ preSeiga oo
dimsbco

Cargs alibics induside am um diddiica

530 torna o campo resullante no interior do dielétrico
menor do que o campo externo,

E a capacidade de materiais dislétricos para reduzir a
amplitude de um campo elétrico que leva a sua
aplicagdo mais comum: aumentando a capacitincia e
a tensdo ou voltagem mdxima dos capacitores,

Vocé pode recordar que a capacitincia (capacidade
de armazenar carga) de um capacitor de placas planas
e paralelas é dada por:

Em gue Aé a drea das placas, d & a separacdo entre as
placas, & £& a permissividade do material entre as placas.

Materiais de alta permissividade podem proporcionar
aumento da capacitincia sem a necessidade de maior
area das placas ou diminuicdo do expagamento entre elas,

A permisiividode de um dielétricn & muitas venss expressa

como a constante diebétrica, que & o fator pelo qual a
permissiidade do material ultra passa a do v ouo:

—+ Alguns textos referem-se & permbssividade relativa do
meio como a 'constante diglétrica’, embora a variacio na
permissiidade com freqliéncia segere gue a palavra
‘constante’ & melhor usada em outro lugar,

=+ A constante dielétrica do gelo, por exemplo, meda de
aproximadamente B1 nas freqiincias abaiko de 1 kHz a
mencs de 5 em freqléncias acima de 1MHz.

—+ Mais frequentemente, & o valor de baixa frequéncia da
permissividade que & chamado de constante diglétrica.

—+ A permissiidade do meio & urn pardmetro fundamental
na determinacdo da velocidade com gue uma onda
eletromagnética propaga-se por esse meio.

Angulo sélido
Angulo plano
o @
= -—-—}.S 6.R

Ep{mu = 2n rad

Angulo sdlido

A
ﬂ__A__ drea
T R guadrade do raio
A= 4nR?

{lp1ene = 4 esferorradiano

a7
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j:é Add = 4; Eeosddd

f E.fidd= § Ediir®

5 1
§ E didA = 4ﬂ_€n.qjgr.!ﬂ

okt dd. rosf = ridl) jﬁg,ﬁ_,m = %q 4
dp = E(r). AdA = Elr)ddcoss o z
dip = E(riridil jgf.ﬁ.rH:f— i
£ o
Aplicacdes Aplicagdes da Lei de Gauss:

¥ Calcubo do Campo elétrico;

+ da carga puntiforme;

¥'da esfera condutora carregada;
¥ da esfera isolante carregada;
¥'do fio retilineo carregado;

A Lei de Gauss se configuracomo a
primeira equacdo de Maxwell, E uma
alternativa sofisticada e agil para
calcular o campao elétrico quando a

distribuicdo de cargas apresenta
elevada simetria. ¥'do plano infinitocarregado;

¥ entre as placas eletrizadas do capacitor plano.
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a) Uma carga puntiforme fora de uma superficie
fechada. O nimero de linhas de campo que entram
na superficie & igual ao numero de linhas que saem

Fluxo do campo elétrico: dela. O fluxo total £ nulo.
CONSIDERAGOES

b) Superficies fechadas de vérios formatos Aplicacfes da Lei de Gauss para
envolvendo uma carga g. O fluxo através de campos elétricos

todas as superficies & o mesmo, I -
P A) Condutores em equilibrio eletrostatico

T condutar

Eaussiana 5
o U-":'_G"i* 0 campo elétrico no
o ik interior de um condutor
extermada ¥ %
cavidade guama em equilibrio eletrostatica
U COnSg & nula.
B} Condutor com uma cavidade
Peia Lei de Gauss: onde estdo as cargas de um condutor Bm paussiana tho mlada &
copuilibrice eletostaticn? wiperfic enterna da
cvidade quantoeu
CONSg

= [ P
= f FR gfa =188
i

Sel ==, =1 §hscargas estdo na superficic

sterms e = f E.fudd =‘:‘Eﬂ

Siﬁ=fi=qw=ﬂﬁhﬁm&aﬂhmwwrﬂdemrna.
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O CHMpPO deve sEr Sempre
perpend kcular & superfide

€) Cakeulo do campo elétrico nas proximidades de
um condutor carreeado em equilibrio eletrostatico.
A L

= wil
p= R Ade s B g e it = 2
2y Ep gy I
j Pl :
Uilimr H I
7=—— =y = A dA=4A

r
‘r dquns -J A i, =T A

a densidade de carga ndo & uniforme

WA
i

do cond ubor
g_.x= ﬂ?if:. E= .:"
B - A o B
- S :wmu;rmr..r — E-'MF% B imidule)
AplicacBes da Lel de Gauss para
campos elétricos
5& um condutor & nlo esférico

1%} Campo elétrico gerado por uma carga puntiforme,

B Suparicie gaunsEns
iliris ¥ undlarme — a
distincia d &
rresmna dos pontos
dz gaussiand em

relago & canga

abvada simetils

CHfmgmiy
Ln e L

4. F fda = 30
: sl 51 g
$iJE]. 1 b g = 2

Q
E:&d’.‘!r =

Edari=i
Fa
g pn.
4mapgr Obtida usando
3 Lei de
FLhd Coulomb

D) Simetria plana
Placa infinita carregada com densidade de carga o
unifarme.

0 flusa e F & nita nas
foces lateraks do clinden,

L2

posfi L ¥

ey

Seperice
gaLssians

| -
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E} Campo elétrico entre duas placas planas e infinitas
carregadas com densidades de carga = a —

a ¥ o "
- iy T e, T ED day
— el by [ e it
— e | | s —_— ] — —
— e | | —_— — ey
— e | | s —_— ] —
— e ||t —_— ] —

@—r#—_—b R 1——&@
PSP |y [—— —_— ] — —

- ' * - 4 %
—_— | —_— | — —
—_— | |— —_— | — —
—_— || — —_— | — —
— e [ — R —

Aplicando o Principio da Superposig3o:

Reglio A= E; =10

Regifio B— Ep = — 4 — = — =5:tentre as placas)

o
deyg  drg 26y

Regido C = Ex =10

F) Cdlculo do campo elétrico

Simetria  cilindrica:  fio  infinito  wniformemente
carregado, i
r
|t
h 1;:...5
5: vapeic i gaesalsna
=0

[
Wos pontos des: J 517
r'}.]: unifarme
A= o= 3
Jdgpe =4[ dl = gpe = i h
Aplicando a Lei de Gauss:
- B 1
$=§F fdd =T

B.f = [E]. 1.c%0°

ik _ g _ s ks
Efdid= = - £ 2 J = - = E

iATEy

=
Anrey
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Apéndice G - Slides utilizados para
ministrar a aula 6, referente as
aplicagbes da Lei de Gauss.

@) Cakeulo do campo ebétrico alr = R {fora) .
imetria esféri - §, E.fda = U=
Simetria esférica; esfera condutora uniformemente L g
carregada (ou casca esférica carregada). i B 1
JELTo 4 Fi=Fi1loghr=F
Caga=Q ’l ‘. @ Q
i E.§ dAd=—=E 4mri==
# o #," 5 £n £y
fe =
f) = gaasdEp F= < =y = I'j' - fi
o+ e gre dnig. r-
bir<R H) Esfera isolante
E
ar==n
i |
i i
i r
\_‘_ o
FEAdA="% =g, =02 E=0 A
a

. e e b ¢ ; g
ic xrtp | ] H bjr < R =—mp=— = =p_ar
A 1) :‘..- :_ jzﬂ:m::—: i ! pEm=p %I'rﬁ Q=p 3
K fda =iy R T vt B
AL _
F.darr= = !rr = =AM, . P
. b Em,*
F= = : ] it
e i (ALY T ¥
= Pl s
T — oD
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Apéndice G - Slides utilizados para
ministrar a aula 6, referente as
aplicagbes da Lei de Gauss.

Esfera isolante carregada

Campoelétrico produzido porobjetos carregados

Corgs puntforme (carga = gf R +I-". ia digténcia r de carge 51
Ewfera conduinrs (cangs = g} Fe ' T (esemo, o destinok r do
(rakg = 1) Sarar s T—

Tun inlema)
Esfea imclaee uniformements r 1@ imsterno, b dislkncs rdo
cartegada (carga = [, rEe = ) Lo e ]
| gy e, & distincia rdo
L. CRECIF < 1yl
Fio minko carmegadn oe
& distdncia ¢ dofo}
denidade linsar de cargs | oo r
T
Piano nfinko de densidads .
suparficial de cargs = f e
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Apéndice H - Slides utilizados para ministrar a
aula 7, referente a Lei de Gauss para campos
magnéticos.

A Lei de Gauss para
campos magnéticos

O fluxo magnetico total que
passa através de uma
superficie fechada e zero.

A Lei de Gauss para campos
magnéticos na forma integral:

Lo s e gie o camps  Proshun moalsr coneerand oo parie do et
rogretend um velor | paralelcsn sersor ips rmdicular & s e
=7 AR TR ADEEL b Mo

i E; cfﬁ' dg =0

[P T P 1 .-E 0 Fampamagreres
mtamingral & Y embeila(T

sk Ema

% Lk insvemmi i de s
P metm quadrada |

Lamibre-urda qes ets § sl viegesl de sgorice
il i e wod e du g bhal

Cormdersrdnas conbrimikdes de cads
e da i per i

spplicie Ihags

Consequéncias da Lei de Gauss
para campos magnéticos

» Nio existern monopolos magnéticos,

s b che ik gl rruag Pl L o e o s dlins s s Do e
L S e, md 1 el e daa o poie norie Ak
ool sulmagnitio

O campo magnético

—» Campos magnetostaticos sio produzidos por
correntes elétricas ou dominios magnéticos
grientados. i W

Propriedades dos campos
magnéticos:

— As linhas de indugdo do campo
magnético ndo se originam e terminam em
cargas; elas formam circuitos fechados.

— As linhas de indugdo do campo
magnético que parecem se originar no
polo norte e terminar no polo sul de um
ima sdo realmente lagos continuos (dentro
do imd, as linhas do campo correm entre
os polos).

Propriedades dos campos
magnéticos:

- 0 campo magnético resultante em gqualguer
ponto & a soma wetorial de todos os campos
magnéticos presentes naguele ponto (principio da
superposicial.

—+ As linhas de indugdo do campo magnético ndo
podem e cruzar uma ver que indicariam que o
campo teria duas diregdes diferentes no mesmo
local - se os campos de duas ou mais fontes se
sobrepbem, no  mesmo  local, somamese
vetarialmente para produzirem um dnico campo
resultante naguele ponto.
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Apéndice H - Slides utilizados para ministrar a
aula 7, referente a Lei de Gauss para campos
magnéticos.

A equacgdo de Lorentz

Da mesma forma gue o campo elétrico pode ser
definide considerando a forga elétrica sobre uma
pequena carga de prova, o campo magnético pode
ser definido considerando a forga magnética

experimentada por uma particula carregada em
movimento. Como vocd pode recordar, particulas
carregadas experimentam for¢a magnética apenas
se elas estdo em movimento em relacio ao campo
magnético e dire¢do ndo paralela, como mostrado

pela equacdo de Larentz para a forga magnética.

[Fa=qi x B |
onde:

J‘-:, & a forca magnética,
q & a carga da particula,
i & a velocidade da particula [com relagio a B, e

Féo A Mg magnético.

Utilizando a definigdo de produto vetorial como
[m b..) em que & & o dngulo entre a e b, o
médule ou intensidade do campo magnético é
dado por: | 5 I

LR

qlilsen(d)

Consideragoes

Comparando as equagies, varias distinghes importantes
entre campos magn!’ﬁ:meeﬁh’ims tormam-se claas

Rl 2l
Fl= qllsen(d) | |||_qn

1) Como a intensidade do campo elétrico, a intensidade
do campo magnético & diretamente proporcional &
intensidade da forga magnética. Mas, ao contratio £, que
@ paralelo ou antiparalelo a forca elétrica, a diregao de il
& perpendicular 3 forga magnética.

Jh"".‘l

A .|
|_1_ |v|sen[ﬂ} IEI

2)Como E. o campo magnétioo pode ser definido através
da forga eupetlmenuda;nr uma pequena carga de
prowa, mas, ao contrdrio B, a velocidade e a diregio do
movimento da carga de prova devem ser tomados em
consideragdo quando se relaciona fomas magnéticas e
CAMPOs Magnétoos.

l,l

i) Uma vez que a forga magnética é perpendicular &
velocidade em cada instante, a componente da forga na
diregio de deslocamento & |gual & 2ero, e o trabatho
realizado por o campo magnético &, por conseguinte,
SEMpPre oo,

A lei de Biot-Savart

Todos ©s campos magnéticos estdticos so
produzidos pelo movimento de cargas eltricas, A
contribuigdo dH paR o campo magnético no
ponto P especificado a particr de um pequeno
ekmento de cormente elétrica ¢ determinado pela
led de Biot-Savart:
e Posinso quale
oo Mgt
#detrenids

-

U5 Benenide
J correnie

s

A lei de Biot-Savart

_uq!dixr
dB = i

MNesta equagha:

fip &8 permeabdidacde elérica do vaoun,

T & a cormente Sravés Gg um peguend & kemento,

df & um webos infinitetimal que represemts o elements de
comgrimenta e aponta na diregia da comente,

F @& um wefor unitaric gue aporta a3 pantr do clemonto de
comprimento para o ponto P em gue o campo serd caloulada,

o simbolec r represenia a distincia endre o clemento de
comgrimento e B como mosirado na Tigura
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Apéndice H - Slides utilizados para ministrar a
aula 7, referente a Lei de Gauss para campos
magnéticos.

As eguacles para o campo magneético na
vizinhanca de algurs cbjetos simples podem ser
encentrados na Tabela:

Campo magniris produsklo porum (e relfinea siad

Rrcoarsd nped e corionne [ s umgp dsniacie i 'ﬁ”‘
st s preduzel parum ol dr o 45 ol
rilinen peeomTidapor wmacamenie ! G ema digdnoarh i

LT e P P AT WS Lk [l TR P Bl T L
percoarida porurme covests e comtalanoglaso priaums B
diidreiar 52 long cSa Mans § paris da centrnd

T
g
L Froiag e Fa alsraai s wrmy e e oy Y W E‘E.
P pir, comarime mn e percaridno par s carmenie | I}
T TP i i D B0 DT T e D DB M B 2
mpimue o per uma coaremie Iar

T

Campo magnético no centro
de uma espira circular

Considere um fio curvo percorrido por uma
corrente i. A contribuicio do campo no ponto O
devido a um elemento ds do fio ¢ mostrada na figura,
Os elementos AN e CC° ndo contribuem, pois neles
ds ||  {produto vetorial nule, sen 0° = 0},

Em todos os pontos de AC, temos ds L #,
portanto: |ds x #| = ds.1.sen 90° = ds. A direc3o do
campo magnético em O & entranda na pigina.

Pela Lei de Biot-Savart, temaos: iy
¥ J|dE %P
x dg='" | [

LN
B R dB = Ho- L ds Se tivermos uma espira completa, 8 = 2, temos:
q‘ - LN
S fg.i o 1.3 [ g0
S - e s et B= HE ==
’ B [ 3 j e 2 AR . 2R
Mgk i ¢
. _— T o
H=4J:H“ B8R} B=ii=fds,[ds=0.R
g 1.8
e

REFERENCIAS

UMA, M. Lei de Ampere Oetremagnetamo. tap. 7, p 538
Dispoendwl em: chipdiPea. D usg e ma escing /81 102523012/ CapT. pad=,
Aceumn em: 17 jun. T8
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Apéndice | - Slides utilizados para
ministrar a aula 8, referente a Lei de
Faraday.

Lei de Faraday

Muma série de experiéncias em 1831,
Michael Faraday demonstrou que uma
corrente elétrica pode ser induzida num
circuito fechado alterando o fluxo magnético
atraveés do mesmo,

Enunciado da Lei de Faraday

+ A alterac3o do fluxo magnético através de uma
superficie induz uma forca eletromotriz (ddp] em
qualguer caminho do contorno da superficie, & um
campo magnético varidvel induz um campo elétrico que
circula por esse contoerno.

—+ Em outras palavras, se o fluxo magnético sofre
variaghes atravds da superficie, um campo elétrico &
induzido ao longe do limite da referida superficie. Se
um material condutor esta presente ao longo desse
limite, o campo elétrico induzido estabelece uma (fem)
que conduz uma corrente através do material,

Lei de Faraday - Forma integral

[Feess == ssssssssssssssmssssssssscsasso

Lod o ‘3
E Eodi = — : / Bonda
i dt fs

Aqui esta uma visao detalhada da
forma padrdo da Lei de Faraday:

T S — Produtosscale de X aodl

o  va gruatems Comsupands & gropsia & e Flusy 1 i Lo 2 e o
T swcha de & e kange da caminka £} i 1 ugaiiie delmaad
e pedo gminke C
, | e vaer duksaran ki de

midah mlesteuird a Srmds e B

e g 4“"*:;" —
fﬁ-}sfﬂ.: - Bonda
& dr,

Toas bt TG b o
[h-itw pars rea e an .

wrrinsdies decada pedudo e L L L

e i b sl © mve s il chi Bkl -

dregio dads pels e damis Integral du wperice o L
dral

gL e e

E aqui estd uma visdo expandida da
forma alternativa da lei de Faraday:

Froghen escale e e dl
Cammiporsde b prajegio de £ fa
\embre- i e owe o SR dedi T80 kango do Ceminka T
TGS ST L | im webar desdocamerio de
Famchrs wineal erchuln infirsural ra drscla g Fuse e s e werisg b

S b ' i i 0 g b

fEa:ﬁ L —f—i afi da
'%Ef-..

T ile i o i
A Mg oz Cor
3 mmpa

|:le daknan

. Errbi e A T
irtuguaice boha {ndc & Lns
tnigrale Wk ow ums

il e kT

e e v e
i bighers e Gl e g
carminhs hechasn ©

Dadas informacdes sobre a variacdo do
fluxo magnético é possivel encontrar a
(fem) induzida (£):

ap

At
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Apéndice | - Slides utilizados para
ministrar a aula 8, referente a Lei de

Faraday.

Campo elétrico induzido [ﬁ]

De acordo com a Lei de Faraday, um campo
magnético varidvel produz um campo
elétrico.

Tais “campos elétricos induzidos” sdo
muito diferentes dos campos produzidos
pela carga elétrica, apesar de acelerarem
cargas de prova da mesma forma e serem
representados por linhas de campo.

Comparando os campos elétricos:

a) Campo elétrico gerado por cargas elétricas
[eletrostatico)

Linhan de campe eierion
" NECHT EM Cagas poalthae
PR TN e CASEa nag Al vas

b) Campo elétrico induzido (Lei de Faraday)

Ay lindande campo slétrico
formam em areuiln
1 T compen s larno g
limie delimiadopels
= periicie magindta

[Q

Il &m mosdmemn

Cos o Ing 52w pala
& e a0 T
magndtiediminu
atravaydy supericie
Imaginars fia

!A.puiul il ol
ratmanie | g kel

A integral de linha

Para entender a Lei de Faraday, € essencial
gue vocé compreenda o significado da
integral de linha. Este tipo de integral &
comum em Fisica e Engenharia.

Exemplo:

Utilizando a integral de linha wvamos
encontrar a massa total de um fio para o
qual a sua densidade varia ao longo do seu
comprimento.

Considere o fio de densidade linear varigvel mostrado
na figura abaixo:

Para determinar a massa total do fio, dividiremaos o
mesmo numa série de segmentos infinitesimais, sobre
cada um dos quais a densidade linear A (massa por
unidade de comprimento) € aproximadamente
constante, como mostrado na figura a seguir:

Rl i Py e e N e i Ay
Wy i Iy mmm e e g

A massa de cada segmento € o produto da
densidade linear 4; pelo comprimento dx;, e a
massa de todo o fio & a soma das massas dos
segmentos,

Para os N segmentos temos:
N

Massa = A,

i 1
=1
Permitindo que o comprimento do segmento  se
aproxime de zero, 0 somatdrio vira uma integral de
lirha e a massa do fio & dada por:

Massa = Ji(x)dx
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Apéndice | - Slides utilizados para
ministrar a aula 8, referente a Lei de
Faraday.

Nm! A integral de caminho de um
e campo vetorial

A integral de linha de um campo vetorial
em torno de um caminho fechado &
chamado de “circulacdo” do campo. Uma
boa maneira de entender o significado
desta operacdo € a de considerar o
trabalho realizado por uma forgca que atua
sobre uma particula ao longo de um
caminho.

Trabalho é a transferéncia de energia de
um sistema para outro mediante a
aplicagio de uma forca e de um
deslocamento adequados,

E calculado pelo produto escalar da forga
pelo deslocamento:

r=Fodl= IF-'”drj cos(fd i

------------------ ——

P
! % !
& i

= |FIl e = F ol = |F|[dl] cost

Particula em movimento sob a influéncia de uma forga,

- Mo caso mais geral, o dngulo entre a forca e o
deslocamento pode variar, o que significa que a
projecdo da forca em cada segmento pode ser
diferente (e também & possivel que o méadulo
da forca mude ao longo do caminho).

» MNote-se que, como o caminho serpenteia a
partir do ponto de partida ao ponto de chegada,
a componente da forga na direcio do
deslocamento varia de ponto a ponto ao longo
do caminho.

Foega: F o

Powpli g
partida

\ W Pt i
i Camnhoda
% + pamioada chegada

Cammnhedivididoam § 5
wewmenoy reeag]
g = f
i el L
LT ¥ - | = At
1 h Er Componarnede Fna S
" i hreglo de @y e

Para encontrar o trabalho neste caso, o
caminho pode ser pensado como uma série
de segmentos infinitesimais, sobre cada um
dos guais a componente da forga é constante.

0O trabalho infinitesimal & dado por:
dr;=F ol
0O trabalho total ac longo do caminho:

=1
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ministrar a aula 8, referente a Lei de

Faraday.

Considerando m, tendendo a zero, o
somatdrio se torna uma integral de linha ou
de caminho:

= adl
!F‘

Esta integral & semethante 3 integral de linha
usada para encontrar a massa de um fio de
densidade wvaridZvel mas neste caso, o
integrando & o produto escalar entre os dois
vetores em vez da funcio escalar A.

|, £ o i A circulagio do campo elétrico

A circulagdo do campo elétrico em torno de um
circuito recebe o nome de forca eletromotriz
(fem). E claro, a integral de caminho de um
campao elétrico ndo & uma forga (a qual deve ter
unidades 5/, em newtons), mas sim uma forca
por unidade de carga (¥/) integrado ao longo
de uma distancia (m).

- = V{vol
I:,:.m— (velt)

forca eletromotriz (fem) = ddp = EFC Eodl

imm:jﬁ}mzﬂzz

q q

Assim, a circulacdo do campo elétrico
induzido é igual a energia dada para cada

coulomb de carga que se move em torno do

circuito.

m A taxa de variacdo do fluxo
b s &l

magnético

0 fluxo magnético (proporcional ao nomero de
linhas do campo magnético) através de uma

superficie aberta;

D, = ]Enﬁdﬁ
5

Ma Lei de Faraday é importante a taxa de variacao

do fluxo através de uma superficie aberta:

'!JE i d
at J; i da

Quais sdo as maneiras de
variar o fluxo?

Fvpirsde ren
1 o decraxnnts
L :
b i '"n" retacionands hhchact f
e mednas:. |
Y- LA
g tf//‘f 1 N
B A——— lll [ E
¥ . s Cow ense LR
/ .:“:: indazida Correatic
s ndwida

A intensidade do vetor campo magnético B
pode variar com o tempo, fazendo com
gue o numero de linhas do campo que
atravessam a superficie se altere, variando
o fluxo.

| comane
i/ induricla
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ministrar a aula 8, referente a Lei de

Faraday.

O dngulo entre B e a normal a superficie
pode mudar, fazendo com gue o nimero
de linhas do campo que atravessam a
superficie se altere, variando o fluxo.

ikl

Eigira
P i

e
[;qn

Corrnne
Irnduzkis

A drea da superficie pode alterar: mesmao
se a magnitude de Be a direcdo entre He
fipermanecem inalterados, variando a drea
de superficie 5 vai mudar o valor do fluxo
através da superficie.

jzy  Espirmderso

decrescens
{variacdoda drea)

Lo
naduzids

E uma vez que o lado esquerdo da Lei de
Faraday é a fem induzida, agora vocé deve
entender a relagido entre fem induzida e a
variagdo do fluxo magnético através da
superficie. A Lei de Faraday diz-lhe que a
mudanca do fluxo magnético através de
uma superficie induz uma fem em
gualguer circuito que & um limite a essa
superficie.

A Leide Lenz

— Correntes induzidas pela mudanga de
fluxo magnético sempre fluem no sentido
de modo a opor-se 3 mudanca no fluxo,

» A Lei de Lenz indica o sentido da
circulagdo do campo elétrico induzido em
torno de um percurso especificado, mesmo
se nenhuma corrente realmente flui ao
longo desse percurso.

A medida que o fluxo para a esquerda
devido ao Im3 aumenta, o fluxo gerado
pela corente  induzida no  sentido
mostrado, produz o fluxo magnético
induzido para a direita (de acordo com a
regra da m3o direita envolvente) que se
opbe ao aumento do fluxo do ima.

|| Auments do Aus par &
estgutida a7 Esda espina
disddo @ apim i magiode
.? imi e refagio b epes
f
Rl

e—

1 'l \I
—F

-—
//1/ ImBem mawimesto

f oot peni L | bt oot
[ Muoss et it

s
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Faraday.

O im3 esta afastando-se da espira e o fluxo \ T,
para a esquerda através do circuito estd \\”f \\ dmias e o o
diminuindo, MNeste caso, a corrente - "51—.
induzida flui no sentido oposto, produzindo i =
fluxo para esquerda para compensar a sl —_—
diminuigdo de fluxo gerado pelo ima. /‘/

Comante |ndusids gmdul

Mlums par s maquetda
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Apéndice ) - Slides utilizados para
ministrar a aula 9, referente a Lei de
Ampere-Maxwell.

A Lei de Ampeére-Maxwell

Hd mihares de anos, as anicas fontes conhecidas de
campes magnéticos eram minérios de ferro e outros
materiais que tinham sido acidentalmente ou
deliberadamente magnetizados. Em seguida, em 1820, o
fisica francés André-Marie Ampire, ouviu falar que, na
Dinamarca, Hans Christian Oersted tinha desviado a
direcio de uma agulha de uma bissola passanda uma
corrente elétrica na sua proximidade e, dentro de uma
semana, Ampére cometara a gquantificar a relagio entre
correntes elétricas e campos magnéticos.

A Lei de Ampere-Maxwell

— A Lei de Ampére relativa a uma corrente elétrica
constante a um campo magnético circulante era
conhecida quando James Clerk Maxwell comegou
seu trabalho na drea, na década de 1850,

-» No entanto, a Lei de Ampére era conhecida para
ser aplicada somente a situagbes estaciondrias, ou
seja, envolvendo correntes constantes.

—+ Foi a adigdo de outro termo por James Clerk
Macwell (1850) — uma mudanca do fluxo do campo
elétrico = que estendia a aplicabilidade da Lei de

Ampére para condicBes varidveis com o tempo.

A presenca deste termo na equagio
!
agora chamada Lei de Ampére-Maxwell
\

permitiu a Maxwell explicar a natureza
eletromagnética da luz e desenvolver

uma teoria mais abrangente do
eletromagnetismo.

Enunciado da Lei de Ampére-Maxwell

Uma corrente elétrica ou uma taxa de
variacdo do fluxo do campo eletrico
através de uma superficie produz um
campo magnético circulante ao redor
de qualguer caminho fechado que
delimita a superficie.

A Lei de Ampere-Maxwell na
forma integral:

Fragutn sscalar comicesnan 3 prajecia de
Losti s e T panids sa df |as lorga o camiahe O]

o ——— Ve detkcam ee i de mécids Tac o swischa
" g mlnzeumal 32 angs do camimn _\.'n =g

X 1 X M-

a4 d
%Bﬂdf —P'll:l'f.‘mtv'!'fﬂd f o fi da)
C

& e abulciace umnv--u- uw
Campa Magt#tos pgriti ta vt somarie s cormanis
ialaim ersbia ko P i '-'t-bw
Bhada et plirics do wicun. SRS sHiTES
Comatr s o wame e o sk Ao str e

he il e o vy e bt [ o il ik rmatE
Zacda pels mgre da dins detmitada par

[§. B dl|A circulacio do campo magnético
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Apéndice ) - Slides utilizados para
ministrar a aula 9, referente a Lei de
Ampere-Maxwell.

[y A permeabilidade magnética no vdcuo

A constante de proporcionalidade entre a
circulacdo do campo magnético no lado
esquerdo da Lei de Ampére-Maxwell e a

corrente interna e a taxa de variagao do fluxo
no lado direito é

3 PERMEABILIDADE MAGNETICA NO VACUD

Assim como a permissividade elétrica
caracteriza a resposta de um dielétricoa um
campo elétrico aplicado, a permeabilidade
magnética determina a resposta do material
a um campo magnético aplicado.

tg = 4w x 10~’ Vs/Am|

Wi Vallnanps i

Am Ampee metms

— Como no caso da permissividade elétrica na lei
de Gauss para campos elétricos, a presenca dessa
grandeza ndo significa que a Lel de Ampére-
Maxwell aplica-se somente a fontes de campos no
vacuo.

¢+ Uma diferenga interessante entre o efeito de
dielétricos em campos elétricos e o efeito das
substancias magnéticas em campos magnéticos é
que 0 campo magnético € realmente mais forte
do gue o campo aplicado dentro de muitos
materiais magnéticos.

A razdo para isto € que estes materais se tornam
magnetizados guands expostos a um campo  magnético
externo, & o campo magnético induzido é na mesma direglo
do campo aplicads, conforme mestrado na figura a seguir:

i Efeite do nicleo de ferro sobre o campo magnético !
' dentro do solenoide :

Campa magniike
produridepela
T rerha |

PO B A0 R
Ermagraico)
b 3 B0 LN
DR DTy

i Nomemo as dpok
g T e

A permeabilidade de um material
magnético & muitas vezes expressa como a
permeabilidade relativa, que é o fator pelo

qual a permeabilidade do material

ultrapassa a do vacuo.

EPermeabilidade relativa - = ;—‘t

| Permeabilidade relativa p, =-—!

A

e o o o o

Materiais sdo classificados como:

¥ diamagnético,
v paramagnético,
v ferromagnético,

com base na permeabilidade relativa.
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Apéndice ) - Slides utilizados para
ministrar a aula 9, referente a Lei de
Ampere-Maxwell.

—# jI, = 1,0 = Substéncias diamagnéticas

aplicado.
Exemnplos: ouro e prata - g, = 0,99997,

= . > 1,0=5Substancias paramagnéticas

aplicado.
Exemplo: Aluminio - g, = 1,00002,

= i, # 1,0 - Substincias ferromagnéticas

0 campo induzido fracamente se opde ao campo

0 campo induzido reforca fracamente o campo

A permeabilidade depende do campo magnético
aplicado. Valores tipicos de mdximos de
permeabilidade variam de wdrias centenas para
niguel e cobalto para mais de 5000 para ferro puro.,

[ony - A corrente elétrica envolvida

Comentes envolvidas {e ndo emolvidas] por caminhos fechados.

iy r
bl ']

Acomnie i, oost il Acormnie &y gemum A coamnbe i nko
paras cietultagia, g = 8, gty o ceniriu e o o Raghe,
gErandcum camps T cuRagtes opoalay, o Ao el A elyida

rragrétion cujo sanbidn enfrandoe wando da sl ampsrriana

&g el mgra da siper i debmitads

ke i f g, = i) p=ln wmpariina

As membranas esticadas entre os
caminhos facilitam as analises:

iy =8 L -5

Fenddl A taxa de variagao do fluxo

Maxwell e seus contemporidneos perceberam
que aLeide Ampére como originalmente
concebida se aplica somente a carrentes

elétricas estacionarias (constantes).

§§ 2 d_f = polleny)
L

de um capacitor servird para

IR

Ainconsisténcia na Lei de Ampére
guando aplicada ao processo de carga

demonstrar a necessidade do termo

taxa de variagio do fluxo do campo
elétrico na Lei de Ampére-Maxwel

Considere o circuito mostrado na figura abaixo.
Quande o interruptor é fechado, uma corrente flui
da bateria e carrega o capacitor. Esta corrente
produz um campo magnetico em torno dos fios, e a
dreulacdo desse campo é dado pela Lei de Ampére.

Lags ampariass
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Apéndice ) - Slides utilizados para
ministrar a aula 9, referente a Lei de
Ampere-Maxwell.

Surge um problema grave para determinar a
corrente envolvida. De acordo com a Lei de
Ampére, a corrente envolvida inclui todas as
correntes que penetram em qualquer
superficie para gual caminho © & um limite.

Mo entanto, teremos respostas muito
diferentes para a corrente envolvida se
escolhermos uma membrana plana como a
superficie, ou uma superficie em forma de
“tampa”, como mostram as figuras a seguir:

Superficies alternativas para a determinagdo da
corrente envolvida.

MMH’-‘N#“JNH SUPERFICIEEM |
ECIMI:ISLP\:?FDL FOSMA OE TMJI
Lags ampanans Lign wmpariane
i el miwcle uh 3
peta s e o !
_._ L
Eam-tm.u apacio
| P e lmrr-q:n:-'
' 4 v li
"Batwria ]

Batwiia

Apesar da corrente atravessar a membrana
plana quando o capacitor esta sendo
carregado, nenhuma corrente penetra a
superficie em forma de “tampa” (a carga se
acumula na placa de capacitor).

A amperiana & o limite para ambas as
superficies, e a integral do campo
magnético em torno da amperiana deve
ser a mesma, ndo importa qual superficie
vocé escolher (inconsisténcia).

Se nio ocorre fluxo gerado por corrente entre as
placas do capacitor, 0 que mais poderia estar
acontecendo nagquela regido que serviria como a
fonte de urm campo magnético?

— 5e a carga estd se acumulando nas placas com
o processo de carga do capacitor, significa que o
campo elétrico entre as placas deve estar
mudando com o tempo. O fluxo do campo
elétrico atraves da  superficie em forma de
“tampa” entre as placas também deve estar
mudando.

Podemos usar a Lei de Gauss para campos
elétricos para determinar a alterac3o do
fluxo. Escolhendo uma superficie gaussiana
adequada, que seja perpendicular ao campo
elétrico e que o campo elétrico seja uniforme
entre as placas, ou zero perpendicular as
placas e desprezando o efeito de bordas:

CampoHirin
warisnda com o e

Seperfich gastiang —-
adempats =
"

O fluxo do campo elétrico entre as placas é dado por:

l:r_||r£||._l.; Idu—pju!u——

Encontrando a taxa de variacio do fluxo:

!:.E r.-.l'.:J]——[— —;%:'l
]

Multiplicando ambos os membros da equacio pela
permissividade elétrica no vacuo:

—;{j;}fon.ria) =-—E
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Apéndice ) - Slides utilizados para
ministrar a aula 9, referente a Lei de
Ampere-Maxwell.

Assim, @ mudanga do fluxo do campo elétrico com
o tempo multiplicado pela permissividade tern
unidades de carga dividida pelo tempo (coulombs
por segundo ou amperes em unidades 51), que &,

Aplicacdes da Lei de Ampére para o
calculo de campos magnéticos em
situacoes de alta simetria

naturalmente, a unidade de corrente.
a) Fio retilineo e infinito
Por razdes histdricas, o produto da permissividade sl
e a mudanca do fluxo do campo elétrico através de cireudas s
uma superficie chama-se de corrente de o
‘deslocamento’ mesmo que nenhuma carga i v Budl
realmente flua através da superficie. ik |§'| éu niforme 3
ST I[ o
{q= [Dﬁ(,l;f fi du);
b) Solenoide
§ B.dl = %B dl cos0® =
e i | CF cuaba g B s
C C serehdo b EQ" e
i 4 - (. I,Hauu |lesp|r::|n-urunlﬂa-ue
5( Bdl =B jﬁ dl = B(2mr) P
= s i = —
- N B 1 . 0 )
Como: i: B.df—'m,,il ere) o N —",

B.2mr = pg. i =

2 - N
Vetorialmente: B = £2—

fﬁm 5 Hu-i-mw
C

lapy = MR

ir
ol i o
v] ] i
b . d a ¢) Toraide
fﬂlﬂ - J E’Ehf | +J o +r. ol = g i B{r):
/S Ja . e . .
fid ded gt =
N espiras:
Entia; ]'h.ﬁf.m BN B.20r = g M.
! Bir) = %[:amm ndo uniforme)
B.h=pgnhi 3
& ) % = n' [compactamento)
=N nLn -
= B(r) = pg.i.n'
N
Vetorialmente: H=jppind n= T B = wocin’. @

117



Apéndice K - Lista de exercicios envolvendo limites
1) Calcule os limites:
a) lim (4x? = 7x + 5)
a—l

b) lim ——=

a2 XT=Hx+5

at—4r+d

C] l»"..lg X =x=f

d) lim i e

x—1 xV=dx43

il A
e) lim
xl x=1

i 14+x —y1-x
f] lim ————
x—0 x

1—x%sex<?
g flx)={ 0 sex=2

X—1sex>2
1) Ii:in f(x) i) !iry flx) 1 lin: fix)
i 3x=—4
"% e
Sx+2

i) lim

=1 |x+1]
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GABARITO: Apéndice K - Lista de exercicios envolvendo limites
1)

a2
b) ~8/5
c) 22";,

d) 1/,

g1 I -3 1l) Nao existe.
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Apéndice L - Lista de exercicios envolvendo integrais
1) Calcular:

a) [(x* +x* = 2x) dx
b) J (5 + V) dx
c) [(2e* + 2%) dx

d) _I(L‘.U‘::ix +%.sen x—;) dx

e [ xq-;:r dx

2) Calcule a area das regides indicadas nas figuras:

al _— AY B y=3u b)
I A
1 7
c) d)
y=e
0 Z =
3) Calcule:
a) [ e¥ dx

b) [ (sen x)* cos x dx
c) [ sen 5x dx

d) [ cos(3x + 1) dx
e) [(3-2x)" dx
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GABARITO: Apéndice L - Lista de exercicios envolvendo integrais

2)

a) ‘:" e b) ff ua
ua = unidades de drea
3)

a) %a“+ c

b) £+ ¢

) ===+C

sen(3r+1)
s

+iL

c) (e —1)ua d) (1 ,.,:15) ua
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Apéndice M - Lista de exercicios envolvendo a lei de Faraday

1

Tubo da agua
T 7 T e agua
[ ER N O R M
: AR AR AV —
- LiiRs gl gi 5 ————
— !..._.-. .-..—.-....!...I..ll.. .T.T.T. .r.r.r .................. -
) nrog "oy nro —_——
i IR BN R
feacbesadecaanaaaf | WOOWE WOOWE WAL —
\VAR VRV
L i

Considere a figura acima. A bobina |, com N, espiras, corrente i e comprimento L, gera um campo magnético

constante na regido da bobina 1l. Devido & variagdo da temperatura da dgua que passa no cang, surge uma lensao
induzida na bobina Il com N, espiras e raio inicial r;. Determine a tensdo induzida na bobina Il medida pelo

voltimetro da figura.

Dados:

- permissividade da agua: u:

- coeficienta de dilatagdo da bobina: a;
- variagao temporal da temperatura: b.
Observagoes:

2
- considere que % - an%, onde Ar e Al sdo respeclivamente, a variagao do raio da bobina Il & a variagdo do

lempo;
- suponha gue o0 campo magnético a gue a bobina |l esld sujeita é constante na regido da bobina e igual &
determinada no eixo central das bobinas.

TEXTO PARA A PROXIMA QUESTAD:

Se precisar, utilize os valores das constantes aqui relacionadas.

Constante dos gases: R = 8Jfimol-K).

Pressao atmostérica ao nivel do mar: Py = 100 kPa.
Massa molecular do CO, =44 u.

Calor latente do gelo: 80calfg.

Calor especifico do gelo: 0.5calf{g -K).

1cal = 4x107 erg

Aceleragao da gravidade:g=1 U,Dmf 5.

122




2)

Uma haste condutora, de comprimento igual a 1,0m e de peso igual a 10,0 N, cai a partir do repouso, deslizando
nos fios metédlicos dispostos no plano vertical e interligados por um resistor de resisténcia elétrica igual a 1,082,
conforme a figura.

Desprezando-se a forgas dissipativas e sabendo-se gue o conjunto esta imerso na regido de um campo magnéatico
uniforme de intensidade igual a 1,0T, o moédulo da velocidade maxima atingida pela haste & igual, em m/s, a:

a) 10,0 b) 15,0 c}21.0 d} 25.0 e} 30.0

3) A figura a seguir representa um esquema de uma das experiéncias que Michael Faraday {século 19) realizou
para demonstrar a indugdo eletromagnetica.

Messa figura, uma bateria de tenséo constante ¢ & conectada a uma chave interruptora C e a uma bobina By, gue,
por sua vez, esta enrolada a um nicleo de ferro doce, ao qual também se enrola uma oufra bobina B, esla

conectada a um galvanometro G que podera indicar a passagem de corrente eléfrica.

Quando a chave C fecha o circuito com a bobina By, o ponleiro do galvandmetro G:

a) nao registra qualguer alteragao, porque a fonte de corrente do circuito da bobina By @ continua.

b nao registra qualguer alteragao, porque a fonte de corrente do circuito so inclui a bobina B,.

c) indica a passagem de corente parmanente pela bobina B..

d) indica a passagem de corrente pela bobina B, por um breve momento, e logo volla & posicéo original.

) gira alternadamente para a direita e para a esquerda, indicando a presenga de corrente alternada circulando pela
bobina Bz.
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4) Numa regido onde atua um campo magnético uniforme B vertical, fixam-se dois trilhos retos & homogéneos, na
horizontal, de tal forma que suas extramidades ficam unidas formando entre si um angulo 8.

Uma barra condutora AB, de resisténcia elélrica desprezivel, em contato com os trilhos, forma um tridngule
isésceles com eles e se move para a direita com velocidade constante V, a partir do vértice C no instante 1, =0,

conforme ilustra a figura abaixo.

Sabendo-se que a resistividade do material dos trilhos nao varia com a temperatura, o grafico que methor representa
a intensidade da corrente elétrica | que se estabelece neste circuilo, entre os instantes ly e tp, é

aj
&

-
—_——

—

c)
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5) Observe a figura abaixo:

Esta figura representa dois circuitos, cada um contendo uma espira de resisténcia ekétrica nao nula. O circuito A
esta em repouso e é alimentado por uma fonte de tensdo constante V. O circuito B aproxima-se com velocidade
constante de module v, mantendo-se paralelos os planos das espiras. Durante a aproximagdo, uma forga
eletromotriz (f.e.m.) induzida aparece na espira do circuito B, gerando uma corrente elétrica que & medida pelo
galvandmetro G.

Sobre essa siluagio, sao feilas as seguintes afimacgdes.

I. A intensidade da f.e.m. induzida depende de v.

Il. A corrente elétrica induzida em B também gera campo magnético.

lll. @ valor da corrente elétrica induzida em B independe da resisténcia elétrica deste circuito.

Cluais estdo corretas?

a) Apenas I,

b) Apenas |l.

c) Apenas Il
d) Apenas | a Il
e) L, el

6) Ma figura a seguir esta representada uma espira quadrada de lado igual a 10,0 em, situada no interior de um
campo magnético uniforme B, perpendicular ao plano do papel e dirigido para dentro do papel, cuja intensidade &
0,50 Weber/m®. O plano formado pela espira @ paralelo ao papel. Quando o campo magnético tem seu senfido
completamente invertido, surge na espira uma forga eletromotriz induzidade 5,0 V.

X X X X X

—
B
X X X X X

X X X X X

X X X X X

X X X X X l

O intervalo de tempo médio utilizado para inverer completamente o sentido do campo magnético, nesle caso, &

a)1,0x10*%s b)1.0x10%s cl2,0x10%s d)10s e) zero

125




GABARITO: Apéndice M - Lista de exercicios envolvendo a lei de Faraday

Ny, pi
= ZHrgab-—‘—Eﬂ

2) A
3)D
4) A
5) D

6) C
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Apéndice N - Lista de exercicios envolvendo a lei de Gauss

1) O cubo abaixo tem 1,40 m de aresta e esta orientado da forma mostrada na figura em uma regido onde
existe um campo elétrico uniforme. Determine o fluxo elétrico através da face direita do cubo se o campo
elétrico, em newtons por coulomb, é dado por (a) 6,00i; (b) -2,00j; (c) -3,00i; +4,00k. (d) Qual é o fluxo
total atraves do cubo nos trés casos?

2) Uma carga pontual de 1,8 uC esta no centro de uma superficie gaussiana cubica de 55 cm de aresta.
Qual & o fluxo eléfrico através da superficie?

3) Uma linha infinita de cargas produz um campo de madulo 4,5 % 10* N/C a uma distancia de 2,0 m.

Calcule a densidade linear de cargas.

4) Uma esfera nao condutora com 5,0 cm de raio possui uma densidade volumétrica uniforme de cargas
g = 3,2 pc /m?, Determine o modulo do campo elétrico (a) a 3,5 cm e (b) a 8,0 cm do centro da esfera,

5) Enguanto um capacitor de placas paralelas com placas circulares de 20 cm de didametro esta sendo
carregado, a densidade de corrente da corrente de deslocamento na regido entre as placas é uniforme e
tem um modulo de 204,/m?. (a) Calcule o médulo B do campo magnético a uma distancia r = 50 mm do

eixo de simetria dessa regido. (b) Calcule % nessa regido.
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GABARITO: Apéndice N - Lista de exercicios envolvendo a lei de Gauss
1)

a)0 b) —3,92 N.m?/cC c)0 d) 0

2) 2.105 N.m?/C

3) 5 uC/m

4) Veja o campo elétrico da esfera isolante carregada.

3)

a) 0,63 uT

b) 23 10" V/m
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Apéndice O: Questionario n® 1

ENSINO MEDIO
Data; NOCOES INTUITIVAS
32 ano - Prof. Paulo Roberto DE LIMITES E
el g DERIVADAS

B T R R R i

1) O potencial elétrico (V) criado por uma carga puntiforme (Q), a uma distancia d da mesma é dado por:
_ko
T d

erm que k & a constante eletrostatica. Considerando Q = 0, faca o esboco do gréfico de V em fungio de d e diga
0 gue acontece com o valor do potencial se a distancia d for muito peguena ou muito grande.

v

2) Repita a questdo anterior considerando Q < 0.
3) Qual é a diferenca entre velocidade escalar média e velocidade escalar instantanea?

4) A partir da fungio horéria da posicdo de um movimento uniformemente variado: § = —2 + 2t + 3t (81},
determine a fungdo horaria da velocidade e a aceleragao.

5) A partir da funcdo horéria da elongacio de um MHS: x = 0,2cos (T %t] (Sl), determine as funcbes horarias
da velocidade e aceleracao.

6) O gque vocé entende por inclinacdo de uma reta? Nos pontos de maximo e minimo do grafico de uma
parabola da funcio dada por: y = ax’+bx +c em que a, b e ¢ sdo constantes reais, qual é a inclinagio da reta

gue tangencia esses pontos? Faca um esboco de cada caso.

7) O que ocorre com o movimento de uma particula nos pontos de maximo e minimo da funcdo horaria da
posicdo 5 = 5o + vat £ at?/27?
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Apéndice P: Teste sobre limites e derivadas

TESTE
1) (FGV-SP) O limite lim ==
s g
a) ndo existe. b) & 4. c)el. dyé2 g) & 4o,
2) (Fuvest-SP) Sabe-se que lim 1—2-:;32;: = lim “::‘* = 1. Conclui-se que lxiﬂl_—f"-f:
a) é o b) & 0. c) & infinito. d) & indeterminado. e) ndo
) existe.
3) (PUC-SP) O lim =22 y ale:
X2 x*=3x+2
a) 0 b) 1. )2 d) 4. e) 6.

4) (UFPA) A fungdo F(x) = x* — x + 35 é a derivada da fungdo f(x). Qual das expressées abaixo
corresponde a fungéo f(x)7?

a)ix -1
b) x* —x* + 35
c)x*—x*+35x +4

dj = —= 4351

€) - —=+35x+1

5) (MACK-SP) Se f(x) = =, entdo f'(a) vale:

a) 2 b) 1. c) 0. d) a. e) Za.
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Apéndice Q: Questionario n® 2

ENSINO MEDIO

Data:
e 3¢ ano - Prof. Paulo Roberto Questionario 2
! ! Eletromagnetismo

LT o= )

1) O que vocé entende por campo elétrico?
2) Quais sdo as semelhancas e diferencas entre o campo elétrico e o campo gravitacional?
3) O que vocé entende por linhas de forga ou linhas de campo?

4) 0 que vocé compreende por campe magnético? Quais sao as fontes de campo magnético gue vocé
conhece?

5) Quais sdo as expressoes do fluxo magneético, trabalho e forga magnética? Quais sao semelhantes?

6) E possivel estabalecer a idéia de fluxo do campo elétrico.

7) O que é densidade superficial de carga?

8) Qual é a expressdo da capacitancia de um capacitor a vacuo de area das placas A, e d, a distincia entre
elas?

9) Qual & a expressdo do campo elétrico uniforme entre as placas de um capacitor plano carregado?

10) qual é a expressdo da intensidade do campo elétrico criado por uma carga puntiforme no vacuo?
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