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RESUMO

DE OLIVEIRA, M. A. O Comportamento de Epidemias em Redes Small World. 2024. 55 f.
Dissertacao (Mestrado) — Instituto de Matemaética e Tecnologia, Universidade Federal de Ca-
talao, Catalao — GO.

Com o surgimento de epidemias globais, como o surto de dengue e a pandemia ocasionada
pela covid-19, vem a necessidade de compreender como se da o espalhamento de doen-
cas infecciosas. Buscando maior similaridade com conexdes e contatos reais entre os seres
humanos, foram analisados os modelos de redes complexas que sdo comumente utilizados
para descrever e representar conexoes e relacoes reais. Assim o presente trabalho visa en-
tender o espalhamento de epidemias através de redes do tipo Small World (SW). Para isso
foi utilizado o modelo de compartimento SIR (Suscetivel - Infectado - Retirado) como di-
namica de interacdo estocdstica entre os nés da rede. As simulacoes foram realizadas na
linguagem de programacao Python, mais especificamente com o pacote EoN (Epidemics
on Network), que trabalha com simulacdes de epidemias em redes. Para analisar o com-
portamento da epidemia na rede, aplicou-se uma probabilidade estatistica para mensurar
o tempo de infeccdo. Foi realizada ainda uma aproximacao pelo modelo do campo médio,

que se demonstrou eficaz em redes mais densas.

Palavras-chaves: Modelagem epidemiolégica, Modelo SIR, Rede Small World, Campo mé-
dio.






ABSTRACT

DE OLIVEIRA, M. A. O Comportamento de Epidemias em Redes Small World. 2024. 55 f. Mas-
ter Thesis - Instituto de Matematica e Tecnologia, Universidade Federal de Cataldo, Catalao
- GO.

TWith the emergence of global epidemics, such as the dengue outbreak and the pandemic
caused by Covid-19, there is a need to understand how infectious diseases spread. See-
king greater similarity with real connections and contacts between human beings, complex
network models that are commonly used to describe and represent real connections and re-
lationships were analyzed. Therefore, the present work aims to understand the spread of epi-
demics through Small World (SW) type networks. For this, the SIR compartment model (Sus-
ceptible - Infected - Withdrawn) was used as the dynamics of stochastic interaction between
the network nodes. The simulations were carried out in the Python programming language,
more specifically with the EoN (Epidemics on Network) package, which works with simula-
tions of epidemics in networks. To analyze the behavior of the epidemic on the network, a
statistical probability was applied to measure the infection time. An approximation using

the mean field model was also carried out, which proved to be effective in denser networks.

Keywords: Epidemiological modeling, Model SIR, Small World Network, Mean Field.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Redes podem ser definidas como um conjunto de objetos com conexdes que repre-
sentam interagOes entre esses objetos, também chamados de n6s. Em sistemas comple-
x0s, tem-se utilizado cada vez mais os modelos de redes, denominando-as entdo como re-
des complexas (BOCCALETTI et al., 2006). Diversos sistemas reais estdo sendo estudados
e representados através das redes complexas, assim como redes de transporte de pessoas e
mercadorias (PEREIRA, 2016), sistemas biolégicos (ALBERT, 2005) e, um exemplo particu-
larmente interessante, o estudo do espalhamento de epidemias em redes complexas (GA-
GLIARDI; ALVES, 2005; PINTO, 2018; CHOQUE; HASE, 2015; MOORE; NEWMAN, 2000).

A topologia da rede adotada para cada sistema é uma caracteristica importante, visto
que é ela quem rege a forma como os ndés da rede se organizam e se conectam. Algumas
aplicacgoes, utilizando de diferentes topologias de redes a fim de representar determinadas
caracteristicas reais, podem ser observadas no estudo de espalhamento de virus de compu-
tador (PASTOR-SATORRAS; VESPIGNANI, 2001) e no estudo do controle populacional (HILL,
2020).

Uma das formas de demonstrar a disseminacao de um virus aplicada em uma rede é
através de modelos matematicos que possibilitam compreender como as doencas evoluem
em diversos cendrios, facilitando assim formulacdes politicas e até mesmo planejamento
de emergéncia nos casos necessdarios (AL-SHEIKH, 2012). De forma geral, modelos epide-
miolégicos dividem a populacdo em compartimentos, com taxas de transferéncia de um
compartimento para o outro (BLACKWOOD; CHILDS, 2018).

Desde a pandemia causada pelo coronavirus SARS-CoV-2 (Severe Acute Respiratory
Syndrome Coronavirus 2 of the Genus Betacoronavirus), em 2020, surgiram muitos estudos
baseados em modelos computacionais, dentre os quais podemos citar (RODA et al., 2020),
que utilizou o modelo SIR (Suscetivel-Infectado-Recuperado) para prever a epidemia da

covid-19 apo6s a quarentena.

Diante do que foi apresentado o presente trabalho busca prever o que pode ocorrer
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durante a propagacao de uma doenca em uma rede. Para isso, utilizou-se uma rede denomi-
nada small world (SW), muito utilizada para representar interacoes sociais (WATTS; STRO-
GATZ, 1998), e aplicou-se como modelo de interacao o modelo SIR, em que um n6 suscetivel
pode se tornar infectado com uma taxa 8 e um né infectado pode se tornar recuperado com
uma taxa y. As simulacdes foram realizadas utilizando a linguagem de programacao Python,
mais especificamente o pacote NetworkX, utilizado para gerar as redes, e o pacote EoN, que

é utilizado para andlise de epidemias em redes.

Este trabalho esta estruturado como segue. No capitulo 2 estdo os conceitos prelimi-
nares, base para o trabalho, sendo definido na se¢do 2.1 modelagem epidemiolégica e como
ela pode ser aplicada, e na secdo 2.2 estdo as definicdes de redes com os seus principais
modelos e suas caracteristicas. No capitulo 3 estd descrito como foi realizada a implemen-
tacdo numérica, com a funcionalidade do pacote NetworkX, e do pacote EoN da linguagem
de programacao Python na secdo 3.1 seguido da descri¢cdo do algoritimo Gillespie_SIR, que
foi utilizado com base para programacao, na secdo 3.2. Fechando este capitulo na secao
3.3 foram realizadas simula¢des para delinear parametros para as simulacoes futuras. O ca-
pitulo 4 tras a parte probabilistica do trabalho, sendo a se¢do 4.1 composta pela definicao
da Estatistica dos Tempos de Infeccao aplicada e seus resultados, seguida da secado 4.2 que
apresenta a distribuicdo log-normal. O trabalho é finalizado com o capitulo 5 no qual foi

apresentado as conclusoes obtidas através da pesquisa.
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Capitulo 2

CONCEITOS PRELIMINARES SOBRE
REDES COMPLEXAS E
MODELAGEM EPIDEMIOLOGICA

O presente trabalho foca no estudo de redes complexas como delineamento de in-
teracdo entre individuos de uma rede, para tanto se faz necessdrio estabelecer uma dina-
mica para tal interacao. Neste trabalho optou-se por estabelecer essa dinamica conforme
o modelo de compartimento SIR, o qual divide os individuos em trés estados: S-Suscetivel;
I-Infectado e R-Recuperado. As principais definicoes sobre modelagem epidemiolégica atra-
vés do modelo SIR e sobre as Redes Complexas, que se fazem necessdrias ao presente tra-
balho, estdo apresentadas neste capitulo. Na secdo 2.1 tem-se as principais definicoes de
modelagem epidemiolégica, com foco no modelo de compartimento SIR, seguido da apli-
cacao da aproximag¢do do campo médio homogéneo. Na secdo 2.2 estdo as definicoes de

redes complexas.

2.1 Modelagem Epidemiologica

Estudos aplicando modelagem matemdtica em epidemiologias veem sendo utiliza-
dos desde 1790 quando Daniel Bernoulli decidiu estudar a transmissdo da variola, moti-
vando outros matematicos como Ronald Ross e Kermack a estudar modelos matemaéticos

que representassem as infeccoes recorrentes das epidemias (LUIZ, 2012).

Existem varios modelos que consideram diversas situacoes que podem ocorrer du-
rante um surto epidemioldgico, o presente trabalho estd voltado para um dos modelos com-
partimentais, ou seja, que sdo divididos em compartimentos que representam o estado de
cada individuo, se ele pode ser infectado, se estd infectado, se existe vacina ou ndo e assim
em diante. Alguns exemplos desses modelos sdo: Modelo SIS (Suscetivel - Infectado - Sus-

cetivel) no qual um individuo volta a se tornar suscetivel apés o periodo de infeccdo; ou o
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modelo SIRS (Suscetivel - Infectado - Recuperado - Suscetivel), que considera que o indi-
viduo s6 se torna suscetivel novamente ap6s se recuperar da infeccao; ou ainda o modelo
SEIR (Suscetivel - Exposto - Infectado - Recuperado) no qual o individuo, para se tornar In-
fectado deve primeiro, ser exposto; e o modelo SIR (Suscetivel - Infectado - Recuperado),
o qual considera que um individuo ndo pode tornar a se infectar ap6s se recuperar, e foi o

modelo escolhido para se aplicar nas simulacdes deste trabalho.

Os modelos compartimentais podem ser manuseados de forma a se tornarem mais
eficientes de acordo com necessidade de aplicacdo do mesmo. Nesses modelos, a popu-
lacao fica divida em compartimentos, e existem duas principais formas de saber quantos
individuos estdo em cada estado/compartimento, a primeira é através de um conjunto de
equacoes diferenciais ordindrias, que seria um modelo deterministico, e a segunda forma se
trata de um modelo com equacdes diferenciais ordindrias estocdsticas, em que a quantidade

de individuos em cada compartimento sao varidveis aleatorias.

2.1.1 Modelo SIR deterministico

O modelo de compartimentos SIR, divide a populacdo em 3 estados: S - individuos
suscetiveis, que podem contrair um virus; I - individuos infectados, aqueles que ja contrai-
ram o virus e podem infectar os individuos suscetiveis; R - individuos recuperados/retira-
dos, representam aqueles que se curaram do virus, ou morreram através dele (ALVARENGA,
2008).

Figura 2.1 - Diagrama de fluxo representando os estados do modelo SIR.

s =(R)

Fonte: Elaborada pela autora.

Em 1927 o Bioquimico William Ogilvy Kermack juntamente com o médico Anderson
Gray McKendrick, propuseram o modelo de epidemiologia SIR que consiste em um conjunto
de equacdes diferenciais que representam cada estagio S, I e R. Esse é um dos modelos mais

utilizados para representar doencas infecciosas e analisar a sua disseminacao (LUIZ, 2012).

O conjunto de equacdes diferenciais que representa o modelo SIR é:
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em que N = S(1) + I(t) + R(1), P é a taxa de infeccdo, y € a taxa de recuperagdo (ALVARENGA,
2008).

O modelo SIR considera que, uma vez que um individuo se torna infectado ele nao

voltard a ser suscetivel, e uma vez recuperado ele nao pode ser infectado novamente.

O gréfico dafigura 2.2 representa as curvas do modelo, para uma populagdao N = 1000,
com I =5 infectados iniciais, sendo as taxas de transmissdo § = 0.0005 e y = 0.09. A curva
decrescente, que representa os individuos suscetiveis (curva verde), representa os indivi-
duos suscetiveis. Na cor vermelha, estd a representacdo da curva dos infectados que au-
menta e apds atingir o pico de infeccdo comeca a decair. Por fim, a curva na cor azul é a

curva dos removidos, que aumenta ao longo do tempo.

Figura 2.2 — Gréfico das curvas do modelo SIR com N =1000 e Iy =5.
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Fonte: Elaborada pela autora.

2.1.2 Modelo SIR estocastico

Os modelos epidemiolégicos podem ser formulados de forma estocdstica (probabi-
listica) envolvendo uma rede implicita de conectividade entre os individuos. A principal
diferenca em relacdo ao modelo deterministico é que os compartimentos S(t),I(t) e R(1),
em determinado tempo f, sdo considerados varidveis aleatérias. Da mesma forma que o

modelo deterministico, ndo sao considerados nascimentos ou mortes no modelo, assim:
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S(t) + I(t) + R(t) = N. Como R(t) = N—S(t) — I(t), a probabilidade de transicao no mo-
delo é uma probabilidade conjunta das varidveis S(¢) e I(f). Assumindo que: cada individuo
estd em contacto com qualquer outro individuo (a rede de contatos é na verdade uma rede
totalmente conectada); a infecgdo é transmitida através de uma ligacao entre um individuo
suscetivel e um infectado a uma taxa 7 (entdo TN corresponde a f); cada individuo infec-
tado se recupera a uma taxa y independentemente de todos os outros e da rede; e ambos os

processos sdo Markovianos 1 define-se o seguinte sistema (KISS; MILLER; SIMON, 2017):

S, LR L (s-1,1+1,R);

LR (S I-1,R+1). 2.2)

No sistema 2.2, os estados S, I e R, representam a quantidade de individuos que per-
manecem no compartimento correspondente. Dessa forma, o sistema 2.2 representa a tran-
sicdo da variacdo de suscetiveis e infectados, considerando que a evolucao do sistema é dada
através da variacdo de somente um individuo em um pequeno intervalo de tempo e, para
cada caso de ocorréncia do sistema ha uma probabilidade associada. Assim, a equagdo 2.2
a) assume que em um intervalo curto de tempo (d¢) a probabilidade de um individuo susce-
W. A equacao 2.2 b) aponta que a probabilidade
de um individuo infectado tornar-se recuperado ocorre com probabilidade yI(#). Como o

tivel tornar-se infectado é dado por

modelo estocdastico considera a evolucao por individuo, é possivel obter algumas proprieda-
des ndo acessiveis ao modelo deterministico, Um exemplo é a distribuicdo de probabilidade
de um individuo ser infectado em determinado periodo, que sera estudado na presente dis-

sertacao.

2.1.3 Aproximacao do campo médio ao modelo SIR

Devido a grande dimensao e complexidade dos modelos matemaéticos exatos, que
descrevem a propagacdo de processos em redes, estes tornam-se, algumas vezes, intratd-
veis ou até mesmo sem solucao numérica. Uma alternativa para se evitar essa dificuldade é
considerar quantidades esperadas dentro do sistema, como o nimero esperado de arestas
onde um no € suscetivel enquanto o outro é infeccioso. Isso abre um leque de possibilidades
para formular os chamados modelos de campo médio.

A aproximacao de campo médio é um conceito bastante difundido em areas como a
Fisica e Biomatematica. De fato, ela possibilita aproximar processos estocdsticos complexos,
retornando solucdes exatas no limite macroscépico do sistema. Assim, a derivacao de apro-
ximacao de campo médio torna-se interessante no contexto de modelos epidemioldgicos
em redes complexas, uma vez que, através de uma andlise sobre os parametros do sistema,

espera-se obter um comportamento médio similar as médias das simulacoes estocésticas.

1 Apropriedade de Markov indica a possibilidade de fazer previses futuras baseadas apenas no estado atual.
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Para tanto a derivacao de uma aproximacao de campo médio deve identificar as quantida-
des de interesse do sistema, com a finalidade de obter equacdes que retratem como o valor

médio de tais quantidades se alteram com o tempo.

Para aproximac¢ao de campo médio no modelo SIR em redes, pode-se considerar como
variaveis de interesse a média do nimero de nés pertencentes a um determinado compar-
timento [S](t), [I](t) e [R](t). A equacdo diferencial exata para o nimero esperado de nds
em um determinado compartimento, pode ser obtida por argumentos heuristicos. Conside-
rando que os principais parametros dos processos epidémicos sdo as taxas de infec¢do (f) e
recuperacao (), a taxa de recuperacao serd y vezes o nimero de nds infecciosos. A taxa de
mudanca de nés infectados [I] depende, em uma aproximacado de primeira ordem, do nu-
mero de pares [SI], ou seja, do nimero de pares cujas conexoes estdo entre um né infectado
e um no suscetivel. Por sua vez, a quantidade de nés infectados também é alterada pelos
nos infectados que sdo recuperados a taxa y, uma vez que no modelo SIR os nés infectados
nao se tornam suscetiveis novamente. Entdo, o nimero de nés infectados varia proporcio-
nalmente a $[SI] —y[I]. Por outro lado, a taxa de nés suscetiveis, [S], decai a medida que os

nos suscetiveis sao infectados, o que pode ser representado pela expressao —f[SI].

Portanto, para o modelo SIR em uma rede arbitraria (ndo direcionada e ndao ponde-
rada), os valores esperados [S], [I] e [R] satisfazem o seguinte sistema (KISS; MILLER; SI-
MON, 2017):

[S] = -BISI];
(1] = BIST] —yl1; 2.3)
[R] = y[Il.

Observe que, como [S] + [I] + [R] = N no modelo SIR, uma das equagdes pode ser
omitida do sistema. A dindmica do nimero esperado de nés Suscetiveis, [S], e nés Infecta-
dos, [1], depende do ntiimero de pares [SI]. Logo, o sistema depende de pares, para os quais

precisamos de uma equacao adicional.

Ao assumirmos a homogeneidade da rede, ou seja, cada n6 tem aproximadamente o
mesmo numero de conexdes k = (k). E, supondo que os noés infectados sejam distribuidos
aleatoriamente, em média cada no suscetivel possui (k) [I] vizinhos infectados. Aplicando

essa suposicao, o nimero total das arestas SI é aproximado por:

[S1] = (k) [S]1] (2.4)

Vale ressaltar que o sistema (2.3) é denominado de “primeira ordem”, pois considera
a aproximacdo do nimero esperado de pares expresso em termos do nimero esperado de

singletos.
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Aplicando a Equacao (2.4) no sistema (2.3), e considerando a densidade dos noés sus-

cetiveis, infectados e recuperados, temos o0 novo sistema de equagoes diferenciais dado por:

0¢ps(t) =—B k) ps(t)pr()
0:p1(t) = k) ps(D)pr(t) —yp1(2) (2.5)
0:pr(t) =yp1(t)

Cabe ressaltar que o modelo 2.5 pode ser melhorado, levando em consideracdo uma
segunda aproximacao dada pelo tripleto [ISI] e [SSI], que denotam a quantidade de susceti-
veis ligados a dois infectados e a quantidade de suscetiveis ligado a um infectado e a outro
suscetivel, respectivamente. Tal aproximacao acarretaria na dependéncia de outras duas no-
vas equacoes diferenciais para o modelo descrito em 2.5 (para maiores detalhes sugerimos a
referéncia (KISS; MILLER; SIMON, 2017)).

2.2 Redes Complexas

Redes complexas sdo estruturas de sistemas complexos representadas por meio de
grafos, em que os objetos sdo representados por vértices e a forma com que se conectam
uns aos outros sao as arestas. Estudos utilizando as redes complexas iniciaram por volta dos
anos 1930, com soci6logos que buscavam formas de estudar os comportamentos de uma
sociedade (METZ et al., 2007).

A rede complexa provém da teoria dos grafos com a juncdao de métodos estatisticos
que caracterizam o comportamento dos nds da rede, podendo ser descrita pela expressao
G=(V,A),onde V # @ é um conjunto de vértices conectados por um conjunto de arestas A.
E possivel representar diversos sistemas através das redes complexas, assim como sistemas
de internet (PASTOR-SATORRAS; VESPIGNANI, 2001), energia (ORTEGA, 2017), transporte
(LIN; BAN, 2013) e sistemas neuronais (TELESFORD et al., 2011).

Com a evolucao dos estudos das redes complexas, novas formas de se modelar as re-
des foram apresentadas. Em 1959, Paul Erdos e Alfred Rényi, propuseram a teoria das redes
aleatéria em que cada vértice do grafo é conectado aleatoriamente, assim, todos possuem
a mesma probabilidade p de se ligar por uma aresta (ERDOS; RENYI et al., 1960). Em 1967
(MILGRAM, 1967) realizou um estudo chegando a teoria dos seis graus de separacao, a qual
indica que estamos a seis “apertos de mao” de qualquer pessoa. Essa teoria também rece-
beu o nome de “Small World”. Baseado na teoria de Milgram e no modelo de Erdos e Rényi,
em 1998 Duncan J. Watts e Steven Strogatz firmaram o conceito de rede pequeno mundo
(WATTS; STROGATZ, 1998), que diferentemente do modelo das redes aleatdrias, considera
situacoes de pequenas aglomeracoes. Por fim, em 1999 Albert L. Barabdsi e Réka Albet pro-
puseram um modelo de rede livre de escala, onde a distribuicao dos nés segue uma lei de
poténcia (BARABASI; ALBERT, 1999). As redes livres de escala surgiram pois Barabdsi e Al-
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bert observaram que em muitas situacoes existem nés extremamente conectados e n6s com
poucas conexdes, um exemplo pode ser visto no artigo (ALBERT; JEONG; BARABASI, 1999),
em que analizaram as conexoes entre as paginas de internet, e encontraram poucas paginas

muito conectadas e muitas paginas pouco conectadas.

Na sequéncia, estdo apresentados os principais modelos de redes e suas caracteristi-

cas.

2.2.1 Rede Aleatoria

Trata-se de um modelo proposto inicialmente em 1959 por Paul Erdos e Alfred Rényi
(ERDOS; RENYI, 1959), conhecido como modelo Erdés-Rényi, trata-se de uma rede em que
todos os nds devem ter aproximadamente a mesma quantidade de conexdes, ou as mesmas

oportunidades de receberem novas conexoes.

Neste modelo a rede possui N vértices e k conexdes aleatdrias dentre as possibilida-
des possiveis descritas por N = (N —1)/2 , e cada vértice é conectado aleatoriamente, com
uma probabilidade de conexdo p. A forma como ocorrem as conectividades neste modelo
segue a distribuicdo de Poisson com limite maximo igual a quantidade vértices. O grau®

médio pode ser calculado como (k) = p(N —1).

2.2.2 Rede Sem Escala

O modelo de rede proposto em 1999 por Albert L. Barabasi e Réka Albert, com a pre-
missa de que em algumas redes o grau de conectividade sao distribuidos por uma lei de po-
téncia, livre de escalas caracteristicas, fato que nomeou o modelo "Scale free"em portugués
"Sem escala"(BARABASI; ALBERT, 1999).

O conceito do modelo é aumentar a rede, conectando novos vértices aos vértices da
rede com mais conexdes. Ou seja, a rede inicia com um nimero pequeno de nés, e um a
um novos noés sdo adicionados, com um ntimero m de arestas, e se conectam aos nos que
possuem maior grau de conexao. A probabilidade de um n6 ser escolhido para receber uma

nova conexio conforme a sua conectividade.

Visto que a rede é construida por etapas, os primeiros nés a serem inseridos na rede,
terdo mais chances de receber uma nova conexao, o que fard com que modelo possua pou-
cos nos altamente conectados e muitos nés com poucas conexdes. O grau médio da rede

sem escala é dado por (k) =2m.

2.0 grau de um n6, é dado pelo nimero de arestas que sdo incidentes no mesmo (LOUREIRO; GOUSSEVS-

KAIA, 2015).
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2.2.3 Rede Small-World

O estudo que o psic6logo Stanley Milgram realizou em 1967, e que esta relatado em
(MILGRAM, 1967), tinha o intuito de medir a distancia entre as pessoas nos Estados Uni-
dos. Assim, ele distribuiu cerca de 200 cartas, que foram entregues a voluntdrios, e essas
cartas deveriam chegar a dois destinatérios pré estabelecidos pela autora. Em suma, a pes-
soa com a carta deveria entrega-la para outra pessoa que conhecesse o destinatario, ou que
conhecesse alguém que o conhecia. Ao final do estudo, um ntimero consideravel de cartas
chegaram nas maos dos destinatdrios, e em média elas precisaram de 6 intermedidrios para
percorrer todo o caminho. Milgram, entdo, elaborou a teoria dos seis graus de separacao, e

logo em seguida o termo "Small World"ou "Pequeno Mundo"surgiu.

Em 1998, o sociélogo Duncan J. Watts juntamente com o fisico Steven Strogatz, publi-
caram um artigo (WATTS; STROGATZ, 1998) no qual firmaram a teoria de redes Small World
(SW) (também conhecida como rede de Watts-Strogatz). Tal teoria, surgiu pela verificacao
de que os grafos gerados pelo modelo de Erdos-Rényi ndo representavam bem algumas pro-
priedades do mundo real, como pequenas aglomeracoes, e baseado no estudo de Milgram,
a rede deveria ter algumas conexdes com vértices mais proximos e outras conexoes alea-
torias. Essa particularidade da rede, gera pequenas aglomeracdes, o que torna a rede ideal

para representar interacoes sociais.

A rede SW é gerada com N nés conectados a k nés vizinhos com uma probabilidade
p. Ao se definir a probabilidade p = 0 assume-se uma rede completa, em que todos 0s nos
possuem a mesma quantidade de ligacoes, e com p = 1, a rede se torna altamente aleatoria.

O grau médio da rede, para que nao haja nés isolados, deve ser um ntimero par, tal que:

N>>k>>In(N)>>1. (2.6)
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Capitulo 3

IMPLEMENTACAO NUMERICA

Para as simulacoes numéricas serdo realizadas simulacoes estocéasticas, onde cada in-
dividuo estara conectado através de uma rede Small World, sendo a dinamica de transi¢cao
dada pelo modelo de compartimento SIR. Para tanto sera utilizada a linguagem de progra-
macao Python, mais especificamente os pacotes EoN e NetworkX. O primeiro trata especifi-
camente de epidemias em redes complexas e o segundo explora as redes complexas. Na se-
¢do 3.1 é apresentado o pacote NetworkX, como ele trabalha com a rede Small World(SW),e
também as caracteristicas do pacote EoN, assim como ele interage com o NetworkX e rea-
liza a insercao do modelo de compartimento SIR na rede. Na secdo 3.2 tem-se o funciona-
mento do algoritmo do Gillespie_SIR, o responsdvel por inserir o modelo de compartimento
na rede. Por fim na secdo 3.3 estdo as simulacdes utilizando as ferramentas do python para

delinear parametros que tenham similaridade com casos reais.

3.1 Modelagem Epidemioldgica utilizando Python

Através da linguagem de programacao Python é possivel realizar simulacdes diversas
com redes complexas. Dentre seus pacotes, o NetworkX é utilizado para gerar diversas re-
des e realizar manipulacdes na mesma. Ja o pacote EoN(Epidemics on Networks) vem sendo
desenvolvido e aprimorado com a finalidade de simular epidemias em redes. Utilizando
ambos os pacotes em conjunto € possivel gerar uma rede Small World, e dividi-la em com-
partimentos conforme o modelo SIR, seguindo os parametros de infeccao e recuperacao do

modelo.

3.1.1 O pacote NetworkX

O NetworkX é um pacote da linguagem de programacao Python (MARTELLI, 2006),
que possui como principais fung¢des a exploracado e a representacao de grafos (HAGBERG;

SCHULT; SWART, 2008). Este pode ser utilizado juntamente com outros pacotes, como por
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exemplo o Matplotlib, que permite que o grafo seja plotado (tenha sua representacdo gra-
fica).

O pacote NetworkX permite diversas manipulacdes em um grafo (HAGBERG; CONWAY,
2020), como adicdo e remocao de nos e o calculo do grau de cada n6 da rede, além de realizar
a leitura de grafos existentes em arquivos e possuir comandos que geram redes complexas

classicas, apresentadas na na secao 2.2.

Como ja foi indicado anteriormente, neste trabalho a rede selecionada para as simu-
lacoes foi a rede Small World de Watts Strogatz. Logo, utilizou-se dela para demonstrar a
aplicabilidade do NetworkX.

A rede SW de Watts-Strogatz, é definida como uma rede cldssica e pode ser gerada a
partir do comando nx.watts_strogatz_graph(N,k, p), que com a utilizacao de parame-
tros como: N =25, p =0,3 e k =4 resulta no grafo da figura 3.1.

Figura 3.1 — Grafo que representa a rede SW com N =25,p=0,3e k=4.

Fonte: Elaborada pela autora.

Na subsecao 2.2.3, foi definido o conceito de grau médio para a rede SW, que deve ser
um namero par com N >> k >> In(N) >> 1. Em uma rede menor, como a demonstrada na
figura 3.1, pode-se perceber a influéncia do valor escolhido para k. Sendo N =25 e In (25) =
3,22 o valor minimo que k pode assumir, para que a rede ndo tenha nés isolados é de k = 4,
valor par maior do que In (25). As mudancas ocorridas na rede com a escolha de k = 2, menor
do que o indicado, pode ser observada na figura 3.2, onde o namero de conexodes dos nos é

bem menor, e existe um conjunto de nés isolado.

Sendo k =4 o menor valor indicado para que a rede ndo possua nés isolados, um novo
grafo representado pela figura 3.3 indica que com um valor maior, k = 6, 0s n6s terdo mais

conexoes.

Os grafos das figuras 3.1, 3.2 e 3.3 foram obtidos automaticamente pelo NetworkX.
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Figura 3.2 — Grafo que representa a rede SW com N =25,p=0,3 e k=2.

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 3.3 — Grafo que representa a rede SW com N =25,p=0,3 e k=6.

Fonte: Elaborada pela autora.

3.1.2 Epidemics on Networks - EoN

Epidemics on Networks (EoN) é um pacote de programacao da linguagem Python uti-
lizado como ferramenta para aproximacao analitica e anédlise de epidemias em redes (MIL-
LER; TING, 2019). Este pacote consiste em simula¢des estocdsticas que permite a investiga-

¢ao de dinamicas como os modelos SIR, SIS entre outros.

Com o EoN é possivel realizar simulacdoes com métodos markovianos ou nao marko-
vianos, como também pode se trabalhar hip6teses como contdgio simples, onde um no é
induzido a mudar o seu estado atual pela influéncia de um tinico né conectado a ele, inde-
pendente de qual seja o estado dos outros nés conectados, ou casos de contdgio complexos,
em que um n6 muda o seu estado atual influenciado pelo estado da maioria dos nés conec-

tados a ele.
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Existem dois algoritmos que permitem trabalhar diretamente com o modelo SIR no
EoN. O primeiro é o fast_SIR com uma implementacao orientada a eventos, e o segundo,
que foi o escolhido para a realizacao das simulacdes deste trabalho, é o Gillespie_SIR que
utiliza de uma simulacdo estocdéstica exata (KISS; MILLER; SIMON, 2017), e serd abordado

na proxima secao.

3.2 0 Modelo de Gillespie_SIR

O Gillespie atua com as propriedades de uma cadeia Markoviana, analisando o es-
tado atual de cada nd, seguindo as normas do modelo utilizado, neste caso o modelo SIR,
onde um n6 infectado ndo pode voltar a ser suscetivel e um né suscetivel ndo pode passar a
ser recuperado, e levando em consideracao os parametros passados pelo usudrio. Interna-
mente o funcionamento do algoritmo' do Gillespie_SIR utiliza-se das taxas de infec¢do e

de recuperacgdo passadas pelo usudrio para gerar novas taxas.

A primeira etapa do algoritmo consiste na infeccao inicial dos n6s, de forma aleatéria
baseado no parametro de entrada I (infectados iniciais) assim é, possivel identificar quais
sdo 0s nds em posicdo de risco, ou seja, os nds suscetiveis que possuem vizinhos infectados.
Em seguida € realizado o cdlculo das taxas de infec¢do e recuperagdo. Para cada n6 u em
posicao derisco, calcula-se uma taxa de infeccao dada pela multiplicacao da taxa de infeccao
B, recebida como parametro de entrada, pelo ntimero de vizinhos infectados que esse n6
possui. Se o n6 possui apenas 1 n6 vizinho infectado, sua taxa de infeccao é o proprio g3, se

ele possui 3 n6és vizinhos infectados sua taxa de infeccao é 38 e assim por diante.

A taxa de recuperacgdo de cada né é a propria taxa de recuperacdo y passado como pa-
rametro de entrada. Para encontrar a taxa total da rede 7, precisa-se da taxa total de infeccao
e a taxa total de recuperacao. Realizando o somatério das taxas de infeccado individuais dos
nés em risco obtem-se a taxa total de infec¢ao Tj,r.c, € para obter a taxa total de recupe-
racao Trec, basta multiplicar y pelo numero de nos infectados no tempo atual. Logo a taxa

total da rede é dada por T = Ty fec + Trec-

A taxa total T é utilizada, principalmente, para gerar um parametro aleatoério r, que
pode assumir um valor entre 0 e 7. Assim € feita uma comparac¢do que indica se no tempo
atual da simulagdo vai ocorrer uma recupera¢do ou uma infecgdo. Se esse novo pardmetro
r for menor que a taxa total de recuperacao T;.. entdo é selecionado um né u infectado de
forma aleatdria para que ele seja recuperado e a taxa de infec¢ao dos noés vizinhos a esse n6

selecionado é recalculada.

Caso o valor do parametro r seja maior do que a taxa de recuperacao total Ty, tem-se
um tempo de infeccao. Para esse caso, é selecionado um né, dentre os nés em posicao de

risco, com uma probabilidade dada pela razao entre a taxa de infeccao do n6 pela taxa de

! Disponivel no apéndice do livro: Mathematics of Epidemics on Networks (KISS; MILLER; SIMON, 2017).
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Tinfeccao()

Tinfec

infeccao total da rede, . O no selecionado serd removido da area de risco e passard
a ser um no infectado. Nessa etapa, é realizada uma anélise dos nés vizinhos ao n6 seleci-
onado e caso algum vizinho nao esteja em posicao de risco, ele passa a estar em risco, sua

taxa de infecgdo é calculada e as taxas totais da rede sdo atualizadas.

O processo é realizado até que a taxa total da rede T seja nula, ou até que o tempo
maximo de simulagdo seja atingido. Os tempos de simulacao sdo atualizados com uma dis-
tribuicao exponencial de taxa T. Ao final desse processo o algoritmo retorna uma lista dos

tempos de infeccao, os individuos em cada estado S, I e R.

Cédigo 1 - Linha principal Gillespie.

»>Import EoON
»>EoN.GillespieSIR( G, tau, gama, initial;nfecteds = None,initial,ecovereds =
None,rho = None,tmin = 0,tmax = inf,recovery,eight =

None,transmissionyeight = None,returngullyata= False,simywargs= None)

Para o seu funcionamento, o Gillespie deve receber alguns parametros como mostra
o codigo 1: um grafo G (que deve ser definido pelo NetworkX), a taxa de transmissao "tau"
(aqui neste trabalho denominou-se essa taxa de f, por se tratar da taxa de infec¢do do mo-
delo SIR utilizado), a taxa de recuperacdo "gama", quantidade inicial de infectados "initial_-
infecteds", quantidade inicial de recuperados "initial_recovereds", geralmente padronizado
como nenhum, logo, ndo precisam necessariamente aparecer no c6digo, "rho" que repre-
senta a fracao inicial da populacdo que esta infectada (Ip/N), "tmin" como o tempo inicial e
"tmax" como o tempo final para a simulacao, "recovery_weight" que defini um atributo do
no para o peso, "transmission_weight" que defini os pesos para as arestas, "return_full_data"
que informa se um objeto deve ser retornado e é do tipo boolean, e por fim "sim_kwargs"

que é um argumento com palavras chave.

Para demonstrar uma aplicagdo do Gillespie_SIR, juntamente com o EoN, foi rea-
lizada uma simulacdo de como se da a dissemina¢do de um virus em uma rede SW. Como
resultado é possivel visualizar a rede com os nés suscetiveis (na cor verde), infectados (na
cor vermelha) e recuperados (na cor cinza) em cada tempo de simulacao, juntamente com o

gréafico que apresenta as curvas do modelo SIR.

Os valores utilizados para essa demonstracao foram N =150, k=6, p=0,3, Iy =5,y =
0,023 e =0,082. Na figura 3.4 tem-se o resultado da simulacao, na qual aparece os tempos
de simulacao escolhidos. Ao lado esquerdo esta a representacao da rede, com os nés colori-
dos de acordo com seu estado, e ao lado direito o grafico das curvas do modelo SIR, em verde

a curva de suscetiveis, e vermelho a curva de infectados e em cinza a curva de recuperados.

No primeiro instante, dia 0, é possivel observar a rede com os 5 n6s infectados inici-
almente Iy, logo em seguida, no dia 20, é possivel observar a predominéancia dos nds infec-

tados na rede, e ao observar o grafico da direita, esse instante representa o pico de infeccao
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Figura 3.4 - Rede SW durante o periodo de infeccao gerada com N =150, k=6, p =0,3, [ =5,y =0,023 e
f=0,082.
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Fonte: Elaborada pela autora.

dessa rede, o momento em que o numero de infectados passa a diminuir. Vale observar que

o ultimo instante de simulac¢do (dia 40), ndo representa o fim da simulag3o.

Em todas as redes com conectividade limitada (fixa) a prevaléncia do estado estacio-

ndrio é sempre nulo, ou seja, a infeccao sempre desaparece.

3.3 Delineamento dos Parametros com Dados Reais

Em 2020 o mundo foi acometido pela pandemia causada pelo virus da Covid-19 (OR-
GANIZATION., 2020), a qual teve diversas variantes. No intuito de delinear parametros que
possam representar similaridade com um caso ocorrido, foram coletados dados sobre o vi-
rus em um periodo no qual a variante predominante foi a Omicron, ao final do ano de 2021
e inicio do ano de 2022, de duas cidades brasileiras. A primeira cidade, neste trabalho repre-
sentada como cidade A, esta no interior de Sao Paulo, e conta com cerca de 4500 habitantes.
A segunda cidade, B, localiza-se no sudeste de Goids e possui, aproximadamente, 100000

habitantes.

Os dados coletados referem-se aos boletins didrios disponiveis nos sites das prefeitu-
ras de ambas as cidades que apresentam os valores cumulativos de infectados e recuperados.

Assim, para encontrar o percentual de infectados a cada dia, adotou-se a seguinte estratégia:
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1° Coletar os dados durante um periodo de tempo, que para a cidade A, foi do dia
03/01/2022 ao dia 25/02/2022 e para a cidade B foi do dia 03/01/2022 ao dia 18/03/2022. O
periodo da cidade B é maior visto que nesta cidade o virus levou mais tempo para se espa-
lhar.

2° Encontrar a quantidade de novas infec¢des por dia. Para tanto, utilizou-se a subtra-
¢ao do numero de infectados total do dia com o niimero de infectados total do dia anterior.
Analogamente, calcula-se a quantidade de novas recuperagdes. Por fim, ao realizar a subtra-

¢ao dos novos infectados com os novos recuperados obtém-se os novos infectados da rede.

3° A ultima etapa consistiu em somar os novos infectados com os infectados do dia
anterior. Assim foi possivel obter o numero de infectados atual, ou seja, quantos individuos
da cidade estdo infectados em um determinado dia. Para encontrar o percentual de infecta-

dos, basta dividir o valor encontrado por N, o nimero total de individuos da cidade.

Com esses valores encontrados para ambas as cidades, pode-se gerar a curva do per-
centual de infectados por dia. Buscou-se, entdo, gerar uma curva através das simulacoes de
uma rede SW e a dinamica de interacdo de estados dado pelo modelo Gillespie_SIR. Os
dados utilizados para a cidade A foram: N = 4500, k =12, p =0,5, y = 0,625, § =0,105 ¢
Ip=8.

Na figura 3.5 tem se a representacao das curvas, sendo os circulos vermelhos os dados
coletados no site da prefeitura da cidade A, em cinza 100 simula¢des do Gillespie e em azul
a média dessas simulacoes. A diferenca no comportamento das curvas em cinza pode ser
explicada pela premissa de que a cada simulagdo, o Gillespie seleciona diferentes nés para
infectar inicialmente, caso esses nos estejam mais isolados, ou ndo infectem nenhum outro

no vizinho, o virus morre e nao ocorre disseminac¢do na rede.

De forma similar, foi feita a simulacdo do Gillespie_SIR para a cidade B, sendo uti-
lizado os seguintes parametros: N = 100.000, k =8, p =0,5, y = 0,555, § =0,115 e I, = 25.

Essa aplicacdo é demonstrada na figura 3.6.

Para a cidade A, de acordo com a férmula N >> k >> In(N) >> 1, o valor ideal que
o grau médio poderia assumir é de k = 10, para que todos os nos estejam conectados, no
entanto o valor utilizado foi de k = 12 tornando a rede bem conectada. Por outro lado, o
valor ideal de k para a cidade B é de k = 12, e o valor utilizado foi k = 8, tornando assim

possivel a existéncia de nos isolados na rede da cidade B .

Com a taxa de infeccdo f e a taxa de recuperagdo y, passadas através do modelo SIR, é
possivel calcular a taxa de espalhamento do virus definida como ry = g (PASTOR-SATORRAS;
VESPIGNANTI, 2001). O valor da taxa de espalhamento para a cidade A e para cidade B, foram

bem préximos, sendo de ry = 0.168 para a primeira e ry = 0.207 para a segunda.

E importante salientar que os valores utilizados para as simulacdes foram escolhidos

de forma arbitréria para se obter certa similaridade entre as simulagdes e os dados. Ou seja,
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Figura 3.5 — Gréfico do percentual de infectados ao longo do tempo para a Cidade A.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 3.6 — Gréfico do percentual de infectados ao longo do tempo para a Cidade B.
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no decorrer do trabalho as mencoes aos parametros das cidades A e B serdo realizadas ape-

nas para que as andlises tenham certa representatividade com dados reais.
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Capitulo 4

ANALISES ESTATISTICA DOS
TEMPOS DE INFECCAO

Objetiva-se neste capitulo estudar o comportamento de uma epidemia em uma rede
Small-World com tamanhos distintos, e como os parametros topolégicos podem influenciar
esse comportamento. Para tanto, foi definido uma Estatistica dos Tempos de Infeccao (ETI)
em redes simuladas pela biblioteca EoN juntamente com o NetoworkX da linguagem de pro-
gramacao Python. Na sec¢do 4.1 é realizado um estudo sobre a probabilidade de permanén-
cia da epidemia e as principais caracteristicas encontradas. A secao 4.2 possui definicoes da

distribuic¢do log-normal e como a mesma pode contribuir com os resultados encontrados.

4.1 Estatistica dos Tempos de Infeccao (ETI)

Para simular o comportamento do modelo SIR em uma rede SW com N nés, utilizou-
se os pacotes NetworkX e EoN da linguagem de programacdo Python. A utiliza¢do, em con-
junto, desses pacotes permite a utilizacdo do comando, transmission_tree() que retorna
uma lista dos tempos de infeccdo de cadané "j", do tipo 77 = {T', T?,..., T"}. Repare que se
um no6 ndo se torna infectado, logo o seu tempo de infec¢do serd nulo. Uma vez que T é uma
variavel continua, é possivel definir uma fun¢ao de densidade de probabilidade P(T), onde

P(T)dT é a probabilidade de se encontrar um né infectado em um tempo T; e T; + d T.

Definindo p(7) como a distribuicao dos tempos de infec¢do com tempos T > 7 tem-

se:

Ty
p(‘r):f P(T)dT. (4.1)

Numericamente, a equacao 4.1 pode ser calculada como:

NT>T

p(t) = (4.2)

)
Nrorat
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onde Nr7s; é 0o nimero de nés infectados no tempo T > 7 e Ny,¢4; € 0 niimero total de nés
infectados durante a simulacdo. A quantidade p(r) é uma distribuicao cumulativa denomi-
nada Estatistica dos Tempos de Infeccao (ETI). A Estatistica de Tempos de Infeccdo evidencia

como a epidemia € eliminada da rede.

A funcao p(7) é decrescente em 7, iniciando em p(0) = 1 devido a normalizacao da
funcdo P(T), isto é, [y~ P(T)dT = 1.

Devido as caracteristicas dos modelos de compartimento epidemioldgicos, espera-se

dois tipos de distribuicoes para a func¢ao p(r):

(i) decaimento exponencial

p(1) = exp (—%), (4.3)

(ii) decaimento do tipo lei de potencia

p(r) =177, (4.4)

Os casos que apresentam decaimento exponencial sdo tipicos de modelos em que a
epidemia é considerada ndo persistente, ou seja, nao ha um considerdvel nimero de in-
feccoes que ocorrem ap6s um longo periodo de tempo. Esse é o caso do modelo SIR, por
exemplo. Uma vez que ndo hé realimentacao no sistema o decaimento sob lei de potencia
indica a existéncia de tempos em que se observa infeccdes ap6s um periodo muito longo, de-
finindo a persisténcia da epidemia. Esse caso pode ser identificado no modelo SIS (PASTOR-
SATORRAS; VESPIGNANI, 2001).

4.1.1 Simulacoes para o Decaimento da ETI

Foram realizadas 50 simulacdes em que cada uma recebeu uma rede SW, que foi ge-
rada fixando os parametros: N, quantidade de nés; kK nimero médio de conexdes; p a pro-
babilidade dos nés se conectarem; 5 e y que sdo a taxas de infeccdo e recuperacao, respecti-
vamente; e a quantidade de infectados iniciais Iy. Ao fim de cada simulacao, a equacao 4.2 é
calculada e obtém-se uma curva da estatistica dos tempos de infeccao durante o periodo de

analise.

Com a finalidade de investigar o comportamento de uma epidemia em uma rede SW
de tamanhos distintos, foram realizadas simula¢des para redes de tamanhos N igual a 4.000,
40.000, 100.000 e 400.000. Na figura (4.1) as taxas utilizadas foram: = 0,105, y = 0,625, k=
12 e Iy = 8. Tais parametros foram baseados na simulacao da figura 3.5, representando a
cidade A.

De forma similar, com dados baseados na figura 3.6 da cidade B, obteve-se as curvas

da figura 4.2. Os parametros utilizados foram:  =0,115, y = 0,555, k=8 e [y = 25.
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Figura 4.1 — Gréfico semi-log do decaimento da curva de infectados para diferentes tamanhos da rede com
parametros $ =0,105,y = 0,625, k=12 e Iy = 8 (cidade A). Em laranja estdo as curvas obtidas pelas
simulagdes e em preto a média das simulacdes.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Pelas figuras 4.1 e 4.2 é possivel observar que a caracteristica do decaimento é seme-
lhante, mesmo o tamanho das redes sendo diferentes. A principal diferenca se encontra no
momento em que se inicia o decaimento, visto que o nimero de infectados inicialmente foi
0 mesmo para todas as redes, na cidade A Iy = 8 e na cidade B Iy = 25, espera-se que o ini-
cio do decaimento aconteca em um periodo menor para uma rede com N=4.000, enquanto
que para uma rede com N=400.000, maior e com mais individuos suscetiveis o decaimento

demore mais para iniciar.

Um ponto interessante para andlise da-se pela escala do tempo 7. Por exemplo, con-
siderando a figura 4.1 e 4.2 (a) para N=4.000 verifica-se que a probabilidade de um né se
infectar transcorrido 40 dias de simulacoes é consideravelmente menor para a cidade A. Ou-
tro fato é que o espalhamento da epidemia foi mais "eficiente" na cidade A, tendo em vista
o menor tempo de permanéncia da epidemia. Ou seja, comparando os parametros rela-
cionados a cidade A com os parametros da cidade B em uma rede de mesmo tamanho, a
epidemia se espalhou e, também, foi eliminada da rede mais rapidamente no caso simulado

para a cidade A do que na cidade B. Muito provavelmente, tal fato estd relacionado com o
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numero médio de conexdes (k) relativamente maior na cidade A. Em contra partida, é possi-
vel observar que leva mais tempo para se iniciar o decaimento da curva ETI nas simulacdes
considerando os parametros da cidade B. Isso se deve ao fato do nimero de infectados ini-
ciais adotado no segundo caso ser bastante superior.

Figura 4.2 - Grafico semi-log do decaimento da curva de infectados para diferentes tamanhos da rede com

parametros: §=0,115,y =0,555, k=8 e Iy = 25 (cidade A). Em verde estdo as curvas obtidas pelas
simulacdes e em preto a média das simulacdes.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Uma terceira simulacao foi realizada, considerando Iy = 10,y = 0,680 e § = 0,272 e
um valor para o nimero médio de conexdes, ligeiramente, maior que nos casos anteriores,
(k) = 14. Pela figura 4.3 é possivel observar que o comportamento do decaimento das curvas
é semelhante ao comportamento das curvas anteriores, sendo valido salientar que a epide-
mia com essas caracteristicas tem sua disseminacao de forma mais rdpida. Comparando
as simulacoes obtidas nas figuras 4.1, 4.2 e 4.3 verifica-se que conforme o valor de (k) e ry

aumentam a variacao entre as simulacdes diminui.

Nos gréficos das figuras 4.4 e 4.5, estao representadas as curvas médias da ETI, para a
cidade A e a cidade B, respectivamente, seguidas pelas curvas média da terceira simulagdo
realizada na figura 4.6. Apesar de em ambos o0s casos, o inicio do decaimento ocorrer em

tempos diferentes, a caracteristica do decaimento é a mesma, sendo { = 3.2 para a cidade
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Figura 4.3 — Gréfico semi-log do decaimento da curva de infectados para diferentes tamanhos da rede com pa-
rametros: 5 =0,272,y = 0,680, (k) = 14 e Iy = 10. Em azul estdo as curvas obtidas pelas simulac¢des
e em preto a média das simulacdes.
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Fonte: Elaborada pela autora.

A, { = 8.6 para a cidade B e { = 0.64 para a ultima simulacdo. Portanto, conclui-se que o
tamanho da rede ndo altera o decaimento da ETI, ou seja, a ocorréncia de infeccdes segue

um comportamento semelhante independente do tamanho da rede.

A quantidade p(7) é, portanto, para o modelo SIR estocéstico, descrita por um decai-

mento exponencial do tipo:

T
p(T) = exp (_Z) (4.5)

Como se trata de uma distribuicao de probabilidade cumulativa e 7 representa um
intervalo de tempo de infeccao, { deve representar um tempo de escala especifico da epide-

mia.

Pela equacdo 4.5, que demonstra a relagdo entre { e 7, é possivel observar que quanto
menor for o valor de { o decaimento da curva ocorrerd mais rapidamente. Sendo assim, com

( = 3,2 para a cidade A, { = 8,6 para a cidade B,e { = 0,64 para a terceira simulag¢ao, a cauda
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gerada com os dados da terceira simulacdo decai mais rapidamente do que a cauda gerada
com os dados de ambas as cidades. Tendo em vista que os valores da taxa de espalhamento
da cidade A e da cidade B sao bem préximos, ro = 0,168 e ry = 0,207 com uma diferenca
relativamente alta no valor de (k) utilizado, conjecturamos que os valores de { devem se

relacionar aos valores atribuidos aos parametros: (k), y e (5.

Figura 4.4 — Gréafico semi-log das curvas médias da probabilidade da Estatistica dos Tempos de Infec¢ao (ETI)
de um virus em redes SW de diferentes tamanhos para a cidade A.

Figura 4.5 — Gréfico semi-log das curvas médias da probabilidade da Estatistica dos Tempos de Infeccao (ETI)
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Fonte: Elaborada pela autora.

de um virus em redes SW de diferentes tamanhos para a cidade B.
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Figura 4.6 — Grafico semi-log das curvas médias da probabilidade da Estatistica dos Tempos de Infec¢ao (ETI)
de um virus em redes SW de diferentes tamanhos.
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Fonte: Elaborada pela autora.

4.1.2 Relacdao do Tempo de Escala com os Parametros do Sistema

De acordo com (BARTHELEMY et al., 2005), durante a fase de espalhamento da epide-
mia, o crescimento do nimero de individuos infectados no modelo SIR em redes complexas
é uma funcao exponencial, cujo expoente é dado por um tempo de escala, {,, que é depen-
dente do primeiro e do segundo momentos da distribuicao dos graus dos nds na rede, assim

como das taxas de infeccao e recuperagdao do modelo. Mais especificamente,

Con <k> 4.6)
T B<k2>—(f+y) <k> :
onde < k? > é 0 segundo momento definido por:
<k*>=Y Kp (4.7)

kmin
sendo py a distribuicdo dos graus da rede.

De fato, a equacao 4.6 implica na dependéncia do tempo de escala com a heteroge-
neidade, da rede, x =< k? > / < k >. Para redes homogéneas, como é o caso da rede WS,

K =< k> +1. Assim, o tempo de escala se aproxima de:

1

Ce:ﬁ<k>—y

(4.8)
Embora o tempo de escala {, esteja relacionado diretamente com a fase de espalha-
mento de individuos infectados e o tempo de escala ¢ da ETI esteja relacionado com a fase

de supressao da epidemia, buscou-se a partir das simulacoes realizadas nas figuras 4.4, 4.5 e
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Tabela 4.1 - Comparacao entre as escalas de tempo (, calculada numericamente para a ETI e {,, calculada de
acordo com a equacao 3.

B Y <k> 4 (e (/e
0,105 0,625 12 3,20 1,5748 2,032
0,115 0,555 8 8,60 2,7397 3,139
0,115 0,555 14 2,00 0,9479 2,110
0,680 0,272 14 0,64 0,3197 2,002

4.6, analisar uma possivel relacdo do expoente ¢ da ETI em contraponto ao expoente (.. Na

tabela 4.1 tém-se a comparacao dos valores, bem como a razdo entre os expoentes.

A partir dos valores da razdo entre os expoentes de escala, conforme mostrado na

tabela 4.1, verifica-se que possivelmente o expoente { da ETI se aproxima de { = 2{,, ou seja:

2

C:,B<k>—y'

(4.9)

Ressalta-se que o caso dado pela segunda linha da tabela 4.1 diverge da definicdo
apresentada pela equacao 4.9. Tal fato ocorre devido ao valor baixo de (k), pois a depen-
der do tamanho N da rede a condicdo para que nao haja nés desconectados em uma rede
WS (veja equacao 2.6) pode ndo ser satisfeita. Perceba pela terceira linha da tabela 4.1 que,

aumentando o valor de (k) a relagdo (/. se aproxima de 2.

4.1.3 Relacdo entre o Tamanho do Sistema e o Pico de Infeccoes

Como observado na sub-sec¢do anterior, a caracteristica do decaimento das curvas da
ETI mostrada nas figuras 4.4, 4.5 e 4.6 sao semelhantes, enquanto o tempo em que se inicia o
decaimento € diferente. Sendo assim, para investigar a relacao existente entre o nimero de
noés N com o inicio do decaimento da curva, buscou-se uma representacao da probabilidade
de se encontrar um individuo infectado em um determinado intervalo de tempo T e T+ AT

através de histogramas.

Para obtenc¢do dos histogramas, utilizou-se os dados das simulag¢des realizadas para
as figuras 4.4 e 4.5, contabilizando a quantidade de nés que se infectaram no intervalo de

tempo de 1 dia. Os histogramas normalizados estdo mostrados nas figuras 4.7 e 4.8.

Em ambas as figuras, o grafico na cor preta representa a rede com N=4.000, em ver-
melho o grafico para N=40.000, o grdfico na cor verde é para N=100.000 e em azul para
N=400.000. Os histogramas permitem visualizar que P(T), ou seja, a probabilidade de en-
contrar nés infectados no intervalo de tempo de T e T + dT, é uma distribuicdo simétrica
em torno do pico, com uma cauda prolongada a direita. Nesta distribuicao a moda M, (pico)
indica o periodo de maior infec¢ao na rede, juntamente com o inicio do decaimento da in-
feccao da epidemia. Logo, os picos dos histogramas estdo diretamente relacionados aos

diferentes tempos que se iniciam os decaimentos das figuras 4.4 e 4.5.
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Figura 4.7 — Histograma de infectados em cada tempo para N = 4.000 (preto), N = 40.000 (vermelho), N =
100.000 (verde) e N = 400.000 (azul).
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Fonte: Elaborada pela autora

Para investigar a relagcdo entre o tamanho da rede com o tempo em que se encontra o
pico de infeccdes no modelo, realizou-se um estudo entre o tamanho da rede e os valores da

moda M, apresentados pelos histogramas das figuras 4.4 e 4.5.

Nas figuras 4.9 e 4.10 tem-se a representacdo da relagdo entre a moda M, dos histo-
gramas com o numero N de individuos da rede. O comportamento linear na escala semi-
logaritmica evidencia a relacdo de forma exponencial entre o tamanho da rede e o decai-
mento da ETI:

N = AOexp (aM,). (4.10)

Em termos da moda, pode-se reescrever a equacao 4.10 como:

M, ~ é(ln(N) —In(Ap)). 4.11)

Logo, o pico de infeccao, ou seja, "o dia que ocorre a maior quantidade de individuos
infectados", é dado pela equacgdo 4.11, que depende do tamanho N da rede e dos valores

fixos de a e Ap.

A partir de uma curva de ajuste nao linear para os pontos definidos pela figura 4.9
((ky =12, p=0,105,y =0,625 e Iy = 8), obteve-se os valores de a = 0,37 e Ay = 66,17. Ana-
logamente, para os pontos definidos pela figura 4.10 ({(k) =8, =0,115, Yy = 0,555 e Iy = 25),

foram encontrados os valores de a = 0,15 e Ay = 206, 5.



44 Capitulo 4. ANALISES ESTATISTICA DOS TEMPOS DE INFECCAO

Figura 4.8 — Histograma de infectados em cada tempo para N = 4.000 (preto), N = 40.000 (vermelho), N =
100.000 (verde) e N =400.000 (azul).
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Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 4.9 — Gréfico semi-log da relagdo entre a moda dos histogramas com o nimero de nés da rede para a

cidade A.
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Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 4.10 — Gréfico semi-log da relacdo entre a moda dos histogramas com o nimero de nés da rede para a
cidade B.
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Fonte: Elaborada pela autora.

4.1.4 Comparacao com o Modelo de Campo Médio

Como demonstrado na secdo 2.1.3, é possivel realizar uma aproximacdo do campo
médio através da equacdo 2.5, que depende do grau médio (K) da rede e das taxas de in-
feccao e recuperacao, e y, do modelo epidemiolégico. Sendo assim podemos observar a

influéncia desses parametros no comportamento do sistema de campo médio.

Figura 4.11 - Comparac¢do do comportamento do sistema de campo médio (curva em vermelho) com a curva
da simulacdo com variacdo do pardmetro < K >, mantendo r¢ = 0,2 (curva vermelha).

(b) (c)
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Fonte: Elaborada pela autora.

Para a figura 4.11 foram utilizadas as taxas utilizadas anteriormente para a cidade A,
B =0,105ey = 0,625, variando o valor do grau médio. As curvas em cinza representam 100
simulacoes realizadas pelo Gillespie e a curva em azul é a média dessas simulagdes, a curva

vermelha representa a aproximacdo do campo médio calculada pela equacao 2.3. E possivel
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observar que quanto mais conexa for a rede, com um grau médio maior, mais a curva do

campo médio se aproxima da curva gerada pelas simulacoes.

Figura 4.12 — Comparag¢ao do comportamento do sistema de campo médio (curva em vermelho) com a curva
da simulacdo com variacdo do parametro ry, mantendo (K) = 12 (curva vermelha).
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Fonte: Elaborada pela autora.

Na figura 4.12 foi mantido o valor do grau médio em (K) = 12 com uma varia¢ao da
razao rp = yque foi realizada fixando o valor de y = 1 e alterando apenas o valor de . Nota-
se que o comportamento € similar ao caso anterior, a aproximacao do campo médio tem

maior compatibilidade com a simulacdo com ry préximo de 1.

Podemos ainda verificar se existe aproximac¢ao do campo médio para a taxa de decai-
mento da ETI. Para a figura 4.13 foram realizadas simulacoes para N=400.000, com ry = 0,168
e (K) = 12, na figura (a), e ro = 0,207 e (K) = 14 na figura (b). Em ambas as figuras tem-se
em azul a média de 50 simulagdes, e a linha tracejada representa a aproximacdo do campo
médio. O decaimento do campo médio na figura 4.13 (a) é préximo ao decaimento gerado
pela simulagdo, sendo uma boa aproximacdo considerando que para o tamanho da rede es-
colhido o valor de (K) = 12 representa uma rede conexa porém nao muito densa, e o valor
de ry estd mais proximo de 0 do que de 1. J4 na figura 4.13 (b) podemos observar que o de-
caimento da aproximacao do campo médio é praticamente o mesmo da simula¢dao quando

aumentamos o valor do grau médio para (K) = 14.

Assim, pode-se verificar que o modelo de campo médio de primeira ordem, dado pelo
sistema 2.5 garante uma certa compatibilidade com as simulacdes do modelo SIR estocds-
tico para valores altos de (K) e ry. Considerando as simulacdes realizadas nesta disserta-
cdo, observa-se uma aderéncia razodvel do modelo de campo médio as simulacdes quando
(Ky>12ery>0.2.

4.2 AFuncao Log-Normal como Modelo para Distribuicao dos

Tempos de Infeccao

A distribuic¢do log-normal pode ser definida como uma funcao de densidade de pro-
babilidade de uma variavel x, tal qual possua logaritmo descrito por uma distribui¢do nor-

mal. A log-normal tem sua aplicac¢do restrita a varidveis positivas, x > 0, e pode ser descrita
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Figura 4.13 — Comparacdo da curva do decaimento dado pela ETI das simulacdes (curvas azuis) com a ETI da
aproximacao do campo médio (curvas tracejadas).
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Fonte: Elaborada pela autora.

pela equacao:

fx) =

_ N2
(nx)-p ) 4.12)

1
xamexp( 2(0)?

com p € (—oo, +00) e o > 0.

A principal caracteristica da distribuicao log-normal que a diferencia das demais fun-
coes de densidade de probabilidade, é que em sua representacdo gréfica é possivel perceber
uma simetria na distribuicao em torno do seu pico, porém com uma cauda de distribuicao
maior a direita, o que indica que o seu pico nao é a média da distribuicao e sim a moda M,.
Sendo assim as variaveis ¢ e o da equacao nao sao, respectivamente, a média E(x) e a vari-

ancia Var(x) da distribuicao, que por sua vez, podem ser calculadas através das expressoes:

s
E(x)=exp (,u+7) (4.13)

Var(x) = [exp (0%) — 1] exp 2u+ 0?) (4.14)

As variadveis da funcao, u e o, estao diretamente relacionadas com o pico da distribui-
¢do e o prolongamento de sua cauda. Ao se fixar um valor especifico para u e variar o valor
de o, é possivel notar que o pico vai tender a zero e a cauda serd maior, conforme o valor de

0 aumenta.

Analisando os histogramas das figuras 4.7 e 4.8 nota-se que eles possuem um distri-
buicdo simétrica em torno do pico, porém com uma cauda mais acentuada a direita, indi-
cando uma assimetria. Logo a curva dos histogramas podem ser descritas pela funcao de
densidade de probabilidade log-normal. A figura 4.14 mostra a relacao da curva da equagao

4.12 dalog-normal com os pontos dos histogramas gerados para a simulagao da cidade A.
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Figura 4.14 — Aproximacao da distribui¢cdo log-normal (curva em vermelho) com a curva do histograma para a
cidade A (curva pontilhada).
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Fonte: Elaborada pela autora.

Na figura 4.14, assim como nas préximas figuras a serem apresentadas, a curva de
aproximacao (vermelha) foi obtida através de um ajuste nao linear dos dados (circulos pre-
tos), oferecendo como entrada a equacao 4.12 para que se obtenha os valores dos parame-
tros u e 0. O software utilizado para o ajuste foi o Xmgrace (Linux) na funcao Non-linear

Curve Fitting.

A tabela 4.2 indica os valores de u e o encontrados paras as curvas da figura 4.14,

seguidos pelos valores da média(E), variancia(Var) e desvio padrao(SD).

Tabela 4.2 — Valores de i e o obtidos pelo ajuste da funcdo log-normal nos dados da figura 4.14.

N x10° u o E Var SD
4 2,51113 | 0,393611 | 13,31105 | 29,69177 | 5,44901
40 2,87322 | 0,268826 | 18,34493 | 25,22099 | 5,02205
100 2,98623 | 0,234539 | 20,36330 | 23,44909 | 4,84242
400 3,16159 | 0,206789 | 24,11829 | 25,41364 | 5,04119

Conforme observado pela figura 4.14, é notdvel o ajuste da funcao log-normal aos da-
dos de P(T) (distribuicdo dos tempos de infeccdo). E perceptivel, também, que houve pouca

variagcdo quanto ao desvio padrdo (SD), mesmo comparando tamanhos de redes diferentes.
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Figura 4.15 — Aproximacao da distribui¢do log-normal (curva em vermelho) com a curva do histograma para a
cidade B (curva pontilhada).

a) N=4.000 b) N=40.000
0,05 . . : 0,04 . : |
B o  Simulagio 7 - o o  Simulagio
0,04 — —— Aproximagdo — 0,03 Aproximacdo n
003p-p . -
S R ¥ 1 £002
0,02 L
0,01 —
0,01
0 : 2 L A D 0 J - s
0 50 100 0 50 100
Tempo Tempo
¢) N=100.000 d) N=400.000
0,04 . | : | 0,04 ; | . i
o o Simulacdo B o o Simulagdo B
0,031 —— Aproximagao n —— Aproximacdo n
0,021
0,01
0 50 100

Fonte: Elaborada pela autora.

De forma andloga, a mesma comparacdo foi realizada com as curvas do histograma

da cidade B como mostra a figura 4.15.

Os valores dos parametros utilizados nas curvas da figura 4.15 estdo na tabela 4.3.

Tabela 4.3 — Valores de u e o obtidos pelo ajuste da fungdo log-normal nos dados da figura 4.14.

N x103 u o E Var SD
4 2,83652 | 0,696879 | 21,74405 | 295,60415 | 17,19314
40 3,48961 | 0,384644 | 35,28950 | 198,57846 | 14,09178
100 3,70445 | 0,32578 | 42,84188 | 205,51155 | 14,33567
400 3,90213 | 0,262326 | 51,24087 | 187,04423 | 13,67641

Assim como no caso anterior, houve pouca variacao quanto ao desvio padrao (SD)

embora um valor superior se comparado ao caso da tabela 4.2

Realizou-se, ainda, uma aproximacao considerando um valor fixo de (k) = 12 e vari-
ando a taxa de transmissao ry. Os resultados estdo apresentados na figura 4.16 e os valores

da aproximacao para u e o constam na tabela 4.4.

Nas figuras 4.14 e 4.15 em que existe a variacdo no tamanho da rede, N, é possivel
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Figura 4.16 — Aproximacao da distribui¢do log-normal (curva em vermelho) com a curva da variagdo da relacdo
das taxas de transmissdo ry(curva pontilhada).
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Fonte: Elaborada pela autora.

Tabela 4.4 — Valores de p e o obtidos pelo ajuste da funcao log-normal nos dados da figura 4.14.

To u o E Var SD
0,1 | 3,27173 | 0,983981 | 42,77010 | 2987,67315 | 54,65961
0,2 | 2,0572 | 0,263924 | 8,10132 4,73460 2,17591
0,5 | 0,712583 | 0,223817 | 2,09097 0,22459 0,47391
0,8 | 0,174157 | 0,210530 | 1,21692 0,06711 0,25906

observar que conforme N aumenta, o valor de o diminui e o valor de y aumenta. Ja na fi-
gura 4.16 em que o valor de N é fixo e existe uma variacao de ry, conforme esse parametro
aumenta o valor de o e ¢ diminuem. Ademais, pelos resultados da figura 4.16 pode-se afir-
mar que a funcao log-normal retrata, relativamente bem, a distribuicao dos infectados ao
longo da simulacao e para diferentes taxas ryp. Contudo, o ajuste é mais fidedigno aos dados

quando rg >0, 2.
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Capitulo 5

CONCLUSAO

Neste trabalho foi desenvolvido um estudo numérico computacional, afim de com-
preender o comportamento de uma epidemia na rede pequeno mundo (Small World). Defi-
nindo a Estatistica dos Tempos de Infec¢ao (ETI) como a probabilidade de distribuicao dos
eventos de infeccao em um intervalo de tempo, e aplicando a uma rede pequeno mundo
com uma dinamica de interacdo dada pelo modelo SIR, foi possivel identificar através da
ETI que o tamanho da rede ndo influencia no espalhamento do virus. Para os casos analisa-
dos o decaimento se da de forma exponencial.

A partir do célculo da ETI, foi possivel obter a taxa de decaimento da distribui¢dao dos
tempos de infec¢do ¢, o qual teve um valor de 3.2 para a cidade A, 8.6 para a cidade B e 0.64
para a terceira simulacdo. Era de se esperar que esse valor fosse diferente para cada uma
dessas simulacoes, visto que as propriedades do virus (parametros) atribuidas a cada uma
também foi diferente. Foi possivel ainda realizar uma aproximacao entre o expoente { com

o tempo de escala (., demonstrando que o valor de { depende dos parametros: {k), f e .

As simulacoes também mostraram que é possivel realizar uma aproximacao através
do campo médio para redes mais densas e/ou para redes com ry > 0.2. Além disso, ao iden-
tificar que as a curva de infectados em cada tempo possui um comportamento descrito pela
distribuicao log-normal, dois novos parametros foram encontrados, o e u. Conjectura-se
que exista uma relacao destes parametros com as taxas de transmissao f e y que represente

o decaimento da curva (.
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