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RESUMO

SILVA, J.G.. PROPRIEDADES DE ESCALA EM UM MODELO COM COMPORTAMENTO COLE-
TIVO. 2020. 54 f. Dissertacao (Mestrado em Modelagem e Otimizac¢ao) — Unidade Académica

Especial de Matemadtica e Tecnologia, Universidade Federal de Goids, Catalao — GO.

Desenvolvido para a modelagem do fen6meno de sincroniza¢cdo, o modelo de Kuramoto
consiste em um sistema de N-osciladores acoplados com frequéncias naturais distribuidas
aleatoriamente cuja dinamica é descrita por um conjunto de equacgdes diferenciais. Varia-
¢oes no numero de osciladores e na aleatoriedade imposta pela distribuicao das frequéncias
naturais induzem a mudancas no processo de sincronizacdo. Neste trabalho, uma anadlise
de escala sobre o nimero de osciladores e o parametro de dispersao das frequéncias natu-
rais para as fun¢des Normal, de Cauchy-Lorentz e de Laplace foi realizada. Mostrou-se em
ambos 0s casos que a sincronizacao, metrificada pelo parametro de ordem, obedece a fun-
¢oes de escala especifica e, portanto, o nimero de osciladores e o parametro de dispersao
da distribuicdo das frequéncias naturais sdo invariantes de escala, isto é, nao alteram qua-
litativamente o processo de sincronizacdo. A metodologia proposta pode auxiliar a anélises

de outros parametros ou modelos.

Palavras-chaves: Sincronizacdao, Modelo de Kuramoto, Teoria de escala, Classe de universa-
lidade.



ABSTRACT

SILVA, J.G.. SCALE PROPERTIES IN A MODEL WITH COLLECTIVE BEHAVIOR. 2020. 54 f.
Master Thesis in Modelling and Optimization — Unidade Académica Especial de Matematica

e Tecnologia, Universidade Federal de Goiés, Cataldao — GO.

Developed for modeling the synchronization phenomenon, the Kuramoto model consists
of a system of N-coupled oscillators with randomly distributed natural frequencies whose
dynamics is described by a set of differential equations. Variations in number of oscillators
and randomness imposed by distribution of natural frequencies induce changes in the syn-
chronization process. In this work, a scale analysis on the number of oscillators and the
dispersion parameter of natural frequencies of Normal, Cauchy-Lorentz and Laplace distri-
butions was performed. It is shown in both cases that the synchronization, measured by
the order parameter, obeys specifics scaling functions and, therefore, the number of oscilla-
tors and the order parameters are scalar invariants, i.e., they do not change qualitatively the
synchronization. The proposed methodology can aid in the analysis of other parameters or

models.

Keywords: Synchronization, Kuramoto Model, Scale theory, Class of universality.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Sistemas massa-mola, péndulos simples, e até mesmo as batidas do coracao sdo exem-
plos de osciladores que, por defini¢cdo, sdo corpos que apresentam um certo grau de repe-
ticdo em determinada acdo. Oscilagdes sdo quantificadas em termos do ntimero de ciclos
por unidade de tempo, ou seja, sua frequéncia. Além disso, todo oscilador apresenta uma
frequéncia natural, a qual o particulariza quando em vibracao livre, determinada por sua
composicao, forma e tamanho (NUSSENZVEIG, 2002).

Em 1665, Christiaan Huygens notou, apos inumeras observacoes com relégios de
péndulos, que seus movimentos tendiam a um consenso ritmico movendo-se com uma
mesma frequéncia, tornando os relégios objetos acoplados, fato possivel, segundo ele, pela
transmissao de vibragoes através da parede (PIKOVSKY; ROSENBLUM; KURTHS., 2003). Tal
ordenamento possui uma analogia direta para um dos mais belos efeitos da natureza ob-
servado nos enxames de vagalumes (BUCK, 1988). Ao anoitecer os vagalumes comecam a
piscar desordenamente, contudo apés um intervalo de tempo os pulsos luminescentes es-
pontaneamente tornam-se ordenados em perfeito unissono. Esses interessantes fen6menos
tém intrigado os cientistas por tempos (PIKOVSKY; ROSENBLUM; KURTHS., 2003) e, apa-
rentemente a base para a explicacao desses fendmenos pode ser dada ao se considerar o
sistema como osciladores acoplados que alcan¢am o estado sincronizado através de intera-
¢oes mutuas. Logo, sincronizacdao é um fendmeno coletivo no qual um sistema oscilatério
espontaneamente converge para um fendmeno comum, apesar das diferencas iniciais de
cada individuo do sistema (PIKOVSKY; ROSENBLUM; KURTHS., 2003).

A sincronizacao é um fendmeno com grande aplicabilidade em diferentes campos de
estudo, desde estudos ecolégicos como o comportamento cooperativo durante o acasala-
mento de vagalumes (PIKOVSKY; ROSENBLUM; KURTHS., 2003), estudos biolégicos como
células marca-passo cardiacas (JALIFE, 1984) (MIROLLO; STROGATZ, 1990), de desordens
neurolégicas em redes neurais, tais como mal de Parkinson e epilepsia (STAM, 2005), até as-
suntos tecnolégicos como aplicacoes em lasers (KOZYREFF; VLADIMIROV; MANDEL, 2000).
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Na pratica, porque ap6s instantes de tempo, os aplausos de uma multidao apresentam sin-

cronia?

Diante da vasta abrangéncia sobre estudos de sincronizacao, indmeros modelos ma-
tematicos foram criados no decorrer do tempo, a fim de estudd-la de maneira unificada. Um
dos arquétotipos para modelagem do fendmeno de sincronizacao foi proposta por Yoshiki
Kuramoto na década de 70 (KURAMOTO, 1975). O modelo de Kuramoto consiste de uma
amostra de osciladores acoplados entre si cada qual com uma frequéncia natural distribuida
aleatoriamente. O acoplamento entre cada par de osciladores depende das fases e de suas

variagoes temporais.

Analisando seu proprio modelo para um numero infinito de osciladores, Kuramoto
descobriu uma transicao entre o estado incoerente, onde a distribuicdo das frequéncias ins-
tantaneas é a mesma da distribuicao das frequéncias naturais, e o estado parcialmente sin-
cronizado, onde um grupo de osciladores compartilham da mesma frequéncia instantanea.
Nesse contexto, a notdvel contribuicao de Kuramoto para a teoria foi a definicao de um aco-
plamento critico que define a transicao entre o estado ndo sincronizado para o estado sin-
cronizado (KURAMOTO, 1975; STROGATZ, 2000).

Sabe-se que uma transicao de fase é observada em um sistema infinito, para o qual
leva um tempo infinitamente longo a criticalidade (LEE et al, 2014). No entanto, tal resul-
tado ndo pode ser alcancado em sistemas reais, tendo em vista os limites computacionais
impostos a dindmica do sistema. Dessa forma, tendo em vista que as abordagens compu-
tacionais sdo sempre finitas e, portanto, ndo descrevem qualquer transicdo de fase com a
previsdo das equacgoes tedricas, o método denominado escala de tamanho finito (do inglés,
finite-size-scalling) torna-se particularmente, importante no estudo da transicdao do estado
nao-sincronizado para o estado sincronizado (MALAKIS; FYTAS; KALOZOUMIS, 2007; PI-
KOVSKY; ROSENBLUM, 2015).

Efeitos de tamanho finito sdo observados nas resolucoes numéricas do modelo de Ku-
ramoto para variacdes no tamanho do sistema, consequéncia das flutuacdes presentes para
pequenas quantidades de osciladores (TANG, 2010) e pela aleatoriedade imposta na distri-
buicdo das frequéncias naturais. Uma funcdo de escala d4 a possibilidade de estimar valores
tedricos das grandezas fisicas para um infinito niimero de osciladores, nessa situacgao, re-
centes estudos sobre o modelo de Kuramoto propéem uma reescala do parametro de ordem

em tamanho finito, sendo o mesmo responsiavel em mensurar a sincronizacao.

A diversidade introduzida ao tomar as frequéncias naturais a partir de uma funcao de
distribuicdo tem um papel importante no processo de sincronizacdo no modelo de Kura-
moto. De maneira geral, a transi¢cdo para o estado sincronizado ocorre em um acoplamento
critico, onde acima deste valor existe uma sincronia crescente conforme o aumento do aco-
plamento. Contudo, a dependéncia da sincronizacdo sob o acoplamento varia de acordo
com a simetria da distribuicao (BASNARKOV; URUMOV, 2008; PETKOSKI et al., 2013) e seu
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formato (PETER; PIKOVSKY, 2018).

Diante do que foi apresentado, esta dissertagdo visa estudar as invariantes de escala
relacionadas ao modelo de Kuramoto, para isso, fez-se uso de uma metodologia baseada nos
estudos sobre teoria de escala de Barabasi e Stanley (2002). Essa teoria baseia-se na definicao
de hipodteses sobre a dependéncia da quantidade em questdo sobre as varidveis do sistema
(LEONEL, 2004; LEONEL, 2007). O objetivo é usar o estudo para constatar os expoentes criti-
cos ja definidos pela literatura a fim de validar a metodologia para que seja possivel utiliza-la
em outras andlises. Desse modo, a partir dos resultados obtidos, sera realizada uma inves-
tigacao sobre o parametro de dispersao, a partir do qual constatou-se distintos expoentes

criticos para diferentes distribui¢oes simétricas e unimodais.

Dessa forma, organizou-se o trabalho da seguinte maneira: no Capitulo 2, uma in-
troducdo tedrica sobre o Modelo de Kuramoto bem como as simulacdes provenientes da
resolucao numérica das equacoes deste modelo considerando distribuicoes de frequéncias
unimodal e simétrica sdo apresentadas. No Capitulo 3 sera discutido a teoria de escala e seu
tratamento analitico, para tanto fez-se uso da teoria de escala para tamanho finito. Ja no
Capitulo 4 apresenta a aplicacao da teoria de escala para o parametro de dispersao conside-
rando distribuicoes Normal, de Cauchy-Lorentz e de Laplace. As conclusdes e as perspecti-

vas para trabalhos futuros encontram-se apresentadas no Capitulo 5.
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Capitulo 2

REVISAO TEORICA

No presente Capitulo alguns conceitos fundamentais sobre a teoria e simula¢des nu-
meéricas no modelo de Kuramoto sdo revisados. O modelo original de Kuramoto é apresen-

tado na secao 2.1 enquanto algumas simula¢cdes numéricas sao apresentadas na se¢do 2.2.

2.1 0O modelo de Kuramoto

Proposto em 1975 por Yoshiki Kuramoto (KURAMOTO, 1975), o modelo visa o estudo
do fendmeno da sincronizacao a partir de uma rede completa de N-osciladores acoplados

cuja dinamica € descrita pelo seguinte conjunto de equacdes diferenciais,

. K XN
Hi:wi+NZsin(6j—6,-), (2.1)

j=1
onde i = 1,2,...,N. O fator de acoplamento, K, mensura a for¢a de ligacao entre os osci-
ladores, cujas frequéncias naturais, w;, sdao distribuidas de acordo com uma densidade de

probabilidade g(w). A fase do oscilador i é denotada por 6; e sua frequéncia instantanea por
0;.

Conceitualmente, pode-se entender este modelo como sendo uma nuvem de oscila-
dores no plano complexo. Geometricamente, os osciladores sdo representados como pontos
movendo em torno de um circulo unitario complexo, e o parametro de ordem, A, um vetor
resultante, cuja direcdo e sentido apontam para o local de maior coeréncia, como ilustrado

na Figura 2.1.
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Figura 2.1 — Representacao do parametro de ordem no plano complexo.

Fonte: O autor.

Além disso, o parametro de ordem complexo é uma quantidade interpretada como
um ritmo coletivo produzido pela populacdo de osciladores totais, campo médio (SALINAS,
2005). Matematicamente (KURAMOTO, 1975),

. 1N
AelV = — % ¢ (2.2)
N ’:1
J
sendo que o parametro de ordem em funcédo do tempo, A(f), mede a coeréncia das fases
e, W (t) é a fase média. O parametro de ordem pode variar entre 0 < A(¢) < 1, sendo A = 0
caracterizado como um estado dessincronizado e A = 1, um estado sincronizado ou travado,

cujos osciladores compartilham a mesma fase em torno do circulo unitério.

Kuramoto (1975) percebeu que a Equacdo 2.1 pode ser reescrita em termos do para-
metro de ordem complexo. Para isso, faz-se a multiplicacdo da Equacao 2.2 por exp(—if;) e

posterior uso da férmula de Euler,

N
Y sin(@;—0)). (2.3)

1
Asin(y —0;) = N
j=1

Substituindo esse resultado na Equacdo 2.1, obtém-se a seguinte equacao:

91' =w;+ KASiIl(’W —91'). (2.4)

Assim, o cardter de campo médio proposto na confec¢do do modelo fica evidente, cujas
fases dos osciladores se interagem através da fase média, como se estivessem desacopladas
dos demais (STROGATZ, 2000).

Por simplificacdo, Kuramoto propds descrever seu modelo em um referencial alter-
nativo, o qual gira com velocidade angular constante no tempo (FONSECA; ABUD, 2018).

Assim sendo, aplica-se a seguinte transformacao:
9i—>’lﬂl‘+Qt, (2.5)

em que 0; é a fase e y; a fase média do oscilador i no quadro girante.
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E, entdo, a Equacao 2.4 é reescrita da seguinte maneira:

u},-:w,-—Q+KAsin(w—u/,-). (2.6)

Escolhendo a origem de um referencial girante corretamente, pode-se assumir ¢ = 0,

portanto tem-se:

1,U'i :a),-—Q—KAsin(u/l-). 2.7)

A medida que a populacao se torna mais sincronizada, o parametro de ordem cresce,
e assim o termo KA presente na Equacao 2.7 aumenta, de modo que mais osciladores sao
recrutados para o estado sincronizado (STROGATZ, 2000). Ademais, admitindo KA como

parametro, a Equacdo 2.7 possui duas solucoes,

i) Caso |w;—Q| < KA o sistema é denominado atratator, diz-se que os osciladores estao

travados a um ponto fixo localizado em v; = arcsin((w — Q)/KA)

ii) Caso |w; — Q| > KA o sistema é denominado a deriva, isto é, os osciladores movem-

se individualmente.

Os casos analisados indicam a existéncia de dois tipos de osciladores, os osciladores
aglomerados que sdo aqueles cujas frequéncias naturais estdo compreendidos entre Q — KA
e Q+ KA e os osciladores de deriva, que apresentam frequéncias naturais fora dessa regiao.
Uma andlise sobre a distribuicao dos osciladores aglomerados e de deriva podem ser usados
para expressar o parametro em funcao da fase média da seguinte forma (FONSECA; ABUD,
2018),

A:KAfi cos(t//)g(Q+KAsin(w))ei"’d1//+ i, (2.8)
2

onde J é a integral definida pela equacao(SAKAGUCHI; KURAMOTO, 1986),

oot o Bl
& sin(y) & sin(y) v '

Como o parametro de ordem é um valor real, a Equacao 2.8 admite o seguinte sistema

I /% cos(y) (1 - cos(y))
0 sin®(y)

de solucoes,

A=KA : g(Q+ KAsin(y)) cos? (w)dv, (2.10a)

_
2

U E

0=KA| gQ+KAsin(y))cos(y)sin(y)dy +J. (2.10b)

[CE

Para uma distruibuicao de frequéncias simétrica tem-se que o centro de simetria coin-
cide com a frequéncia critica, dessa maneira g(w) = g(—w) e, portanto, J = 0. Consequen-
temente, a Equacao 2.10b apresenta valor nulo, tendo em vista que a primeira integral tam-

bém se anula. Assim sendo, o parametro de ordem pode ser deduzido analiticamente pela
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resolucao da Equacao 2.10a, a qual é simplicada por:

1=K : g(Q+ KAsin(y)) cosz(u/)dw. (2.11)

I
2

Com o uso da Equacao 2.11 pode-se determinar o acoplamento critico, K., cujo ponto
marca a transicao entre o estado sincronizado e o nao-sincronizado. Para isso, inicialmente,

faz-se a expansao em série de Taylor de g nas proximidades de Q, da seguinte maneira,

1=K f ? cos? () [ g(Q) + g’ (Q)(KAsin(y)) + % g"(Q)(KAsin(y))? | dy. (2.12)

I
2

Considerando a distribui¢ao simétrica e unimodal, pode-se afirmar que g'(Q) é nula.
O parametro de ordem cresce a partir de K, logo o valor de K, é determinado tomando
A — 0, assim,

I
2

1=K, f ? cos? W) g(Qdy = K.g(Q) f

I
2

cos () dy = ch(Q)g. 2.13)

SIE]

Para uma distribuicao simétrica centrada em zero, tem-se que Q2 = 0, e, entdo:

B 2
Cmg(0)

K, (2.14)

Outro importante cdlculo para o modelo de Kuramoto trata do comportamento do pa-
rametro de ordem para valores de K ligeiramente maiores do que K,. A resolucao da integral
ilustrada na Equacdo 2.12 e posterior, substituicao de termos coincidentes a K, (Equacao
2.14), obtém-se

n nK3A2g"(0)] K mK3A%g"(0)
1=K|-g0)+ ————|=—+—F. (2.15)
2 16 K, 16
E, portanto,
ﬂKsAZ " 0
KC:K+KCC+g(). (2.16)
16
Isolando, o parametro de ordem, A, obtém-se:
4 K - KC
A(K) = ) (2.17)

Jnk3gron Vo Ke

Percebe-se da Equacdo 2.17 que nas proximidades de K, vale a lei de crescimento

A = (K - K.)P, onde = 1/2 para qualquer distribui¢io unimodal e simétrica g(w).
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2.2 Simulacoes numéricas

As simulacdes numéricas aqui apresentadas, baseiam-se na solu¢ao numérica do mo-
delo de Kuramoto (Equacao 2.1) utilizando a fun¢ao odeint integrante do pacote scipy da lin-
guagem Python ®. Como mencionado na secéo 2.1, a sincronizacio no modelo de Kuramoto
é mensurada através do parametro de ordem, A, assim sendo, a Equagao 2.2 é manipulada
para obter uma funcao do parametro de ordem numericamente tratdvel, isto é, que esteja

relacionada aos parametros e varidveis da Equacao 2.1, portanto, pode-se escrever:

N
A(cos(y) + isin(y)) = % Z cos(6) + isin(6;). (2.18)
Jj=1

Igualando as partes reais e imagindrias, tem-se:

N

Acos(y) = % Y cos(d)), (2.19a)
j=1
1 N

Asin(y) = ) sin(8;). (2.19b)
j=1

O parametro de ordem é um vetor, dessa maneira, geometricamente em um plano
complexo, Acos(y) refere-se a um ponto no eixo real e, Asin(y) no eixo imagindrio. Assim

sendo, observa-se que:

A= \/ (Acos(y))” + (Asin(y))”. (2.20)

Finalmente, a partir da substituicdo das relacdes (2.19a) e (2.19b) em 2.20, obtém-se:

1 N 2 N 2
A= (Z COS(Qj)(t)) + (Z Sin(Hj)(t)) : (2.21)
j=1

j=1

As simulacoes nimericas foram realizadas a partir da resolucdao da Equacao 2.1, nas
quais valores para o parametro de ordem ao longo do tempo, A(?), foram obtidos e encontram-
se ilustrados por pontos vermelhos nas Figuras 2.2 e 2.3. As fases iniciais (8;) foram distri-
buidas uniformemente com valores entre [0,27[. Ressalta-se que as frequéncias naturais
(w;) foram escolhidas aleatoriamente de acordo com uma fun¢dao Normal com média, u =0,

—()?
7).

e desvio padrdo, o =1: gy(w) = \/% exp(

Os resultados da teoria sdo melhores previstos em simulacdes com grandes quantida-
des de osciladores ja que apresentam poucas flutuagées (Figura 2.2(b)) quando comparadas
a simula¢des com baixo nimero de osciladores (Figura 2.2(a)), dessa forma, a fim de melhor
exatidao nos resultados a média aritmética dos valores para o parametro de ordem ao longo

do tempo foram calculados, e encontra-se ilustrada pela curva em azul no grafico (A,eq)-
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Figura 2.2 — Simulagdo numérica da evolugdo temporal do parametro de ordem, A, para diferentes valores do
namero de osciladores, N. As frequéncias naturais foram distribuidas de acordo com uma funcao
Normal com média, 1 =0, e desvio padrdo, o = 1.

(a)

10

N=100, K=2.0 —
084 =
06/ .

75 1?0 125 150 175 200
N=2000, K=2.0 —— Ao
A

084

.
vt Pt ¢ B I

o

.

-0 25 50 75 1%‘0 125 150 175 200

Fonte: O autor.

Além disso, os valores obtidos na Figura 2.3 comprovam que para valores inferiores ao
acoplamento critico, neste caso, K. = 1,596 (Equacao 2.14), ainteracgdo € fraca, e o parametro
de ordem, A, mantém-se proximo de zero revelando um sistema dessincronizado (Figura
2.3(a)). Porém, com o aumento do acoplamento o parametro de ordem cresce rapidamente

e a sincronizacgdo é observavel (Figura 2.3(b)).
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Figura 2.3 — Simula¢do numérica da evolugdo temporal do pardmetro de ordem, A, para valores abaixo (K =
1.0) e acima (K = 2.0) de K,. As frequéncias naturais foram distribuidas de acordo com uma funcao
Normal com média, 1 =0, e desvio padrdo, o = 1.

(a)

10

N=100, K=1.0 Ao

0.8

0.6

04

0.0

0 25 50 75 1({)0 125 150 175 200

10

N=100, K=2.0 Ay

0.8

0.6

0 25 50 75 1r,t>o 125 150 175 200

Fonte: O autor.

AFigura 2.4 apresenta o grafico do parametro de ordem, A, em funcao do fator do aco-
plamento, K, proveniente da simulagdo para 100 e 2000 osciladores. Nota-se que, o nimero
de osciladores influencia nos resultados da simulacao, o que pode ser observado pela curva
que caracterizada os dados colhidos para 2000 osciladores, a qual apresenta baixos valores
para o parametro de ordem inicial, fato corroborado com a teoria, a qual prediz que A = 0
para valores de K menores do que K.. Observe ainda que independente da quantidade de
osciladores, as curvas colidem no mesmo ponto para valores maiores do que K.. Em sumo,
a Figura 2.4 mostra que a transi¢do para a sincroniza¢do ocorre em um acoplamento cri-
tico, K., onde acima deste ponto existe uma sincronia crescente conforme o aumento do

acoplamento.
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Figura 2.4 — Simulacdo numérica do parametro de ordem,A, em fun¢do do fator de acoplamento, X, para di-
ferentes quantidade de osciladores,N. As frequéncias naturais foram distribuidas de acordo com
uma funcdo Normal com média, p = 0, e desvio padrao, o = 1.

1.0

—— N=100 ottt

N=2000 —

0.8 /

0.6 /

0.4+

0.2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35 4.0

Fonte: O autor.

A diferenca entre as curvas com relagdo ao namero de osciladores na regido K < K,
propde um questionamento: serd que fisicamente essas curvas podem sugerir um fator de

escala para o ntimero de osciladores? A resposta serd abordada nos proximos Capitulos.
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Capitulo 3

INVESTIGACOES DE ESCALA NO
MODELO DE KURAMOTO

O Capitulo 3 destina-se ao estudo do comportamento critico do modelo de Kuramoto
com énfase em determinar se o nimero de osciladores é uma invariante de escala do para-
metro de ordem, A. Ou seja, busca-se verificar se as altera¢gdes causadas no parametro de or-
dem devido a diferentes niimeros de osciladores podem ser escalados por um fator comum,
de tal forma que a transicao de fase seja qualitativamente mantida. A se¢do 3.1 apresenta
uma breve introdugdo a teoria de escala. Na secao 3.2 tem-se uma investigacdo de escala
sobre o numero de osciladores do modelo, onde uma abordagem para determinacao dos
expoentes de escala sao obtidos numericamente e validados com os resultados previstos na

literatura.

3.1 Teoriade escala

A universalidade entre sistemas € estudada em um ramo da mecéanica estatistica mo-
derna conhecido por teoria de escala. A sua obtencao garante modelos padroes, reduzindo
anecessidade na realizacao de simulacdes computacionais. O uso de func¢des de escala tem
como proposito adquirir comportamentos universais em sistemas. Para uma breve contex-
tualizacdo da teoria, considere uma func¢ao de duas variaveis, x e y, homogénea generalizada
de grau d (SALINAS, 2005). Logo, por definicao,

fl,y) =& fEx,éby), 3.1)

em que ¢ é um fator de escala arbitrario e, a e b os expoentes de escala. A escolha de ¢ tem
a finalidade de adquirir uma nova fun¢do de uma varidvel proporcional a fun¢do original, a
qual é uma funcao homogénea de duas variaveis. Por exemplo, uma escolha possivel seria
1
¢= (%) @, assim sendo reescreve-se a Equacdo 3.1 da seguinte maneira:

b b

d a a a
f(x,y):xﬁf(l,(z) ):xdG)((X) ) (3.2)

x

X
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onde O é dito funcao de escala.

Sy E

Outra escolha possivel seria ¢ = (%) , entdo:

a

fl,y) = y%f((g)i»l) =y

(g)b) (33)

Assim sendo, as escolhas realizadas para ¢, juntamente com a obtencao dos fatores
de escala a e b, garantem que todos os sistemas descritos por essas novas funcoes colapsam
em uma mesma curva sem sofrer mudancas qualitativas no sistema em estudo. Essa defi-
nicdo de escala serd aplicada na proxima secao para o parametro de ordem do modelo de

Kuramoto.

3.2 Teoria de escala para tamanho finito

O estudo sobre a criticalidade no modelo de Kuramoto (KURAMOTO, 1975), isto é,
a transicao do estado nao-sincronizado para o estado sincronizado, pressupoe a existéncia
de um numero infinito de osciladores no sistema. Por outro lado, sistemas reais estudados
por abordagens computacionais sdo sempre finitos, e como consequéncia, as anélises das
equacgoes realizadas a partir de um modelo de campo médio, na secao 2.1, nao descrevem
de forma integral matematicamente conveniente as quantidades fisicas relevantes para o
sistema, como o parametro de ordem. Nesse contexto, desenvolveu-se o estudo do compor-
tamento de escala em tamanho finito (do inglés, finite-size-scalling) (PIKOVSKY; ROSEN-
BLUM, 2015) que visa, justamente, analisar a possibilidade de se estudar o comportamento
do parametro de ordem e a transicdo de fase do sistema para diferentes quantidades de os-

ciladores.

Um dos problemas de se trabalhar com andlises de escala de tamanho finito é que a
obtencao dos expoentes criticos so é possivel a partir de uma averiguacao sobre um quanti-
tativo finito de sistemas, o que leva a um processamento computacional, geralmente, muito
longo. Tal problema é ocasionado pelas flutuacdes nos célculos do parametro de ordem para
N baixo (DAIDO, 1990) e, também, devido ao fato que diferentes escolhas para as frequén-
cias naturais dos osciladores induzem a resultados ligeiramente distintos para o parametro
de ordem, A. Assim, a forma ideal para o estudo de escala de tamanho finito é conside-
rar uma média sobre diferentes curvas do parametro de ordem A(K, N), ou seja, (A(K, N)).

Neste trabalho, realizou-se uma média sobre 100 sistemas distintos.

Recentes estudos sobre escala de tamanho finito no modelo de Kuramoto (HONG;
HA; PARK, 2007; HONG et al., 2007b; HONG et al., 2015), propdem que o parametro de or-

dem satisfaca a seguinte funcao de escala:

_B _1
AK,N) = v@((K—KC)N ) (3.4)
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onde f =1/2 e v é conhecido como expoente da funcdo de escala e vale 5/2. O expoente
P =1/2 étipico de varios modelos de campo-médio, contudo o expoente de tamanho v = 5/2
ndo é usual e implica que o modelo sofre muitas flutuagdes (TANG, 2010). Este resultado foi
proposto analiticamente e confirmado por simulacoes (HONG; PARK; CHOI, 2005; HONG
et al., 2007a) e encontrado inclusive em extensdes do préprio modelo de Kuramoto (HONG;
TANG, 2007; IIONG; PARK, 2013; UM; PARK, 2014).

Nesta secdo, o parametro de ordem é calculado pela Equagdo 2.21 a partir de N os-
ciladores com fases ordenadas de maneira uniforme e frequéncias naturais distribuidas de

acordo com uma funcado Normal com média, it = 0, e desvio padréo, o = 1.

O gréfico da Figura 3.1 apresenta a simulacdo do modelo de Kuramoto (Equacao 2.1)
para diferentes valores de N. O acoplamento critico, K, é o ponto que marca a transicao
do estado nao-sincronizado para o sincronizado e, vale aproximadamente 1,596 (Equacdo
2.14). Observa-se que a variacao nos valores de NN influenciam nas curvas simuladas na re-
gido de K << K, as quais apresentam comportamento diferenciado, tendendo a zero a me-
dida que N aumenta. Isto ocorre porque altos valores de NV apresentam maior regularidade
e baixas flutuagdes em relacdo ao parametro de ordem e, portanto tendem a zero como €
previsto na teoria.

Figura 3.1 - Simula¢do numérica do pardmetro de ordem, A, em funcao do fator de acoplamento, K, para di-

ferentes quantidade de osciladores,N. As frequéncias naturais foram distribuidas de acordo com
uma funcdo Normal com média, p = 0, e desvio padrao, o = 1.

35 4.0

Fonte: O autor.

Com o intuito de obter a relacdo de escala (Equacdo 3.4) proposta pela literatura, uma
metodologia baseada nos estudos sobre teoria de escala de Barabdsi e Stanley (2002) é apre-
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sentado. Tal metodologia baseia-se na definicdo de hip6teses sobre a dependéncia da quan-
tidade em questao sobre as varidveis do sistema (LEONEL, 2004; LEONEL, 2007). O objetivo
é usar o estudo para constatar os expoentes criticos ja definidos pela literatura a fim de vali-
dar a metodologia para que seja possivel utilizd-la em outras andlises. Desse modo, a partir
do comportamento do parametro de ordem observado na Figura 3.1, trés hip6teses de es-
cala sdo definidas. Além disso, sem perda de generalidade, a transformacado K — (K — K;) foi
aplicada, a fim de obter coalescéncia dos pontos de transicao.

(1) Para K = K, as curvas evoluem segundo uma lei de crescimento dada por:
A((K -Ko),N) = (K- Ko)P, (3.5)

onde S é o expoente de crescimento.
(2) Para valores de K tendendo a zero pela direita, observa-se que os valores iniciais
do parametro de ordem, A, estdo relacionados a N, de maneira inversa, de modo que:

A(K-K),N)= N7, (3.6)

neste caso, a é o expoente critico de fase ndo sincronizado.

A transicdo entre o estado ndo sincronizado (A = 0) e alei de crescimento uniforme da
criticalidade é definido em pontos nomeados de pontos de crossover, K, o qual é estimado
pela interseccdo entre retas tangentes as curvas de crescimento e saturacao. O método utili-

zado para estimar este ponto de crossover estd apresentado na Figura 3.2.

Figura 3.2 - Método empirico utilizado para estimar ponto de crossover.

1.0
—— N = 1000

0.8 4
0.6 1
0.4

0.2 /

0.0 . P i
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K

Fonte: O autor.
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A Figura 3.2 apresenta o método empirico utilizado para estimar o ponto crossover.
Através das curvas simuladas, observa-se que tal ponto desloca-se para direita conforme o

numero de osciladores aumenta. Assim sendo, a terceira hip6tese pode ser elaborada como,

(3) Para K = K4,

(Ky—K;) =~ N". (3.7)

O limite lateral a esquerda da funcao correspondente a hipétese (1) (Equacao 3.5) e,
o limite lateral a direita da funcao correspondente a hipétese (2) (Equacao 3.6), convergem

para o mesmo ponto, K. Dessa forma, tem-se:
(K-K)P=N¢, (3.8)
utilizando a hipétese (3) (Equacao 3.7) na Equacgao 3.8,
NP =N7°, (3.9)

Da igualdade presente na Equacdo 3.9, obtém-se a relacdo entre os expoentes criticos:

. a
V=——. (3.10)

B
A partir da teoria apresentada no Capitulo 2, sabe-se que o expoente de crescimento,
B, exposto na hipétese (1) (Equacao 3.5), vale 1/2 (Equacao 2.17). Como a = — 3V, necessita-
se determinar apenas o valor de um dos expoentes criticos restantes, ¥ ou a, para que assim,
alei de escala para o parametro de ordem, proposta na Equacao 3.4, esteja estabelecida. Tais
valores pretendidos, podem ser estimados a partir das hipoteses desenvolvidas. Para tanto,
supde-se que A((K — K;), N) satisfaca uma func¢do de escala generalizada como a Equacao

(3.1), apresentada na secdo 3.1, da seguinte forma:
A(K =Ko, N) = A (§(K = Ko), ¢ N, (3.11)

sendo a e b expoentes de escala e ¢ o fator de escala escolhido arbitrariamente.

Como mencionado anteriormente, o valor de ¢ € arbitrario, de modo que a sua esco-
lha influenciard na obten¢do de uma nova funcdao de uma varidvel equivalente a anterior.

. o _1
Sabendo disso, inicialmente, escolhe-se: { = N7, e portanto:

A(K = K,),N) :N—%A(N%“(K—Kc),l). (3.12)

Nao se espera que o parametro de ordem dependa de N para valores de K >> K¢,
dessa forma, conclui-se que a funcao A (N b (K-K.), 1) é constante. Portanto, o termo res-
tante, A((K—-K;),N) =N _llo, relaciona-se com a hip6tese (2) (Equagdo 3.6) e, assim a relacao

entre a e o expoente de escala, b, é estabelecida por:

=—. 1
a=- (3.13)
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Outra escolha possivel para ¢ seria: ¢ = (K — KC)_%,

AWK Ko, N) = (K= Ko) @ AQL (K~ K) 2 N). (3.14)

Assumindo que A (1, (K-K.) TN ) é constante para valores de K = K., observa-se que

1 2 =
o termo restante, A((K — K;), N) = (K — K,) ™ @, estd relacionado com a hipétese (1) (Equacdo
3.5) estabecendo-se, assim, a relacdo entre f e o expoente de escala, a, da seguinte forma:

1
p=——. (3.15)

Como a lei de escala pretendida refere-se a escala de tamanho finito, substitui-se os

valores encontrados de a e f na funcao de escala (Equacdo 3.12),

_ K-K;
A((K—-K:),N)=N “A( — )

N (3.16)

A partir da Equacdo 3.16 para K = K, o expoente «a foi estimado, o qual corresponde
ao coeficiente angular da reta de melhor ajuste proveniente dos pontos obtidos numerica-
mente no grafico log-log do parametro de ordem, A, em funcédo do ntimero de osciladores,
N, ilustrado na Figura 3.3. Assim sendo, estimou-se o valor de a = 0,208569, cujo resultado
é muito proximo ao relatado na literatura, a = %

Figura 3.3 — Gréfico log-log do parametro de ordem, A, como func¢io do ntimero de osciladores, N, utilizado
para estimar o expoente critico, a.
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Fonte: O autor.

Com o valor de a e f conhecidos, o valor de v é determinado pelarelacdo apresentada
na Equacao 3.10, cujo valor ja esperado por Choi, Ha e Kahng (2013), Lee et al. (2014), Hong
etal. (2015) equivale a: v = % Portanto, apds substituicdao em 3.16, tem-se a fun¢do de escala

desejada:

(3.17)

_1 K_Kc
A((K-K¢),N)=N 5A( )

N3
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A funcdo de escala encontrada propde a mudanca (A — AN %) no eixo das ordenadas,
e(K— (K-K;)N %) para o eixo das abscissas. O colapso proveniente da mudancga dos eixos,

encontra-se ilustrado na Figura 3.4, a partir do qual pode-se afirmar que N é uma invariante

de escala.
Figura 3.4 — Colapso entre curvas obtido apds a andlise de escala adequada.
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Fonte: O autor.

E importante salientar que a discrepancia nas curvas para valores de K >> K, pro-
veniente das funcoes de escala serem dependentes de N, ja que cada curva foi plotada de
acordo com uma quantidade especifica de osciladores. No entanto, esse efeito ndo é consi-
derado neste estudo, ja que o interesse da teoria de tamanho finito estd no comportamento
das curvas no intervalo de K < K. Outro ponto a ser mencionado é que o expoente v =5/2 é
obtido devido ao tipo de distribuicao aleatdria considerada, na qual frequéncias individuais
sdo definidas independentemente para cada oscilador de acordo com uma distribuicado de
frequéncia unimodal g(w). No caso de uma distribuicdo dada de maneira regular, ou seja,
de maneira que as frequéncias sejam uniformemente espacadas de acordo com g(w), o ex-
poente v =5/2 é obtido (HONG et al, 2015).
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Capitulo 4

TEORIA DE ESCALA PARA
DISTRIBUICOES SIMETRICAS DE
FREQUENCIA

A diversidade introduzida ao tomar as frequéncias naturais a partir de uma funcao de
distribuicao possui um papel importante no processo de sincronizacao. No geral, a depen-
déncia do parametro de ordem sobre o fator de acoplamento deve variar de acordo com a
simetria das distribui¢coes (BASNARKOV; URUMOV, 2008; PETKOSKI et al., 2013), a disper-
sdo, e a forma da amostra (PETER; PIKOVSKY, 2018). Assim sendo, na sec¢do 4.1, um estudo
sobre o parametro da dispersao da distribuicdo das frequéncias naturais, para uma funcao
Normal, é realizado, no qual busca-se compreender seus efeitos e principalmente, se tal pa-
rametro trata-se de uma invariante de escala no modelo de Kuramoto. A secdo 4.2 e 4.3,
encarrega-se em testar e analisar os resultados obtidos anteriormente para uma distribui-

¢ao de frequéncia de Cauchy-Lorentz e de Laplace, respectivamente.

O objetivo principal é observar se ha universalidade entre os expoentes de escala

mesmo ao considerar distintas distribuicdes simétricas e unimodais.

4.1 Distribuicao Normal

A distribuicdo Normal também conhecida como Gaussiana trata-se de uma das distri-
buicdes mais familiares e importantes na drea de estatistica, caracteriza-se em ser unimodal

e simétrica, e é representada pela funcao:

4.1)

_ _ 2
gw)= s )

1
ex
V2no? P ( 20
onde o € o desvio padrao, cujo valor denota a variacao de um conjunto de dados em relacao

a média aritmética (u) ou valor esperado.
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A Figura 4.1 apresenta uma distribuicio Normal com média, ¢ = 0, para diferen-
tes valores do desvio padrao, o, cuja variacdo proporciona perfis de curvas diferentes, as-
sim sendo, qudao menor for seu valor, mais préximo estard da média e, portanto, as curvas

apresentam-se mais achatadas e com o pico da funcdo mais elevado.

Figura 4.1 - Distribuicdo Normal com média, ¢, zero para diferentes valores do desvio padrao,o.

4.0 — 0=0.1
- 0=0.25
2] —— 0=0.75
3.0 — 0=1.0
' 0=1.25
2.5 — 0=15
3
= 2.0
o)
1.5
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0.51
0.0+
-4 -2 0 2 4
w

Fonte: O autor.

Como visto no Capitulo 2, em termos do modelo de Kuramoto, o acoplamento critico,
K., é o ponto que marca a transicao do estado nédo-sincronizado para o sincronizado, o qual
depende da distribuicdo das frequéncias naturais, g(w) (Equagao 2.14), baseando-se nisso,

para uma distribuicao Normal, calcula-se:

802
K, =1 —. 4.2)
7

Neste Capitulo busca-se entender como a variacdo nos valores do parametro de dispersdo
influem na sincronizac¢do do sistema. Seria ¢ uma invariante de escala? Sendo essa resposta

positiva, sob qual expoente de escala?

A Figura 4.2 ilustra o gréfico do parametro de ordem em funcéo do fator de acopla-
mento proveniente da resolu¢do do modelo de Kuramoto (Equacao 2.1) para 5000 oscilado-
res distribuidos de acordo com uma distribuicdo Normal com yg = 0 e diferentes valores do
desvio padrao, o. Nas simulag¢des, iniciou-se o sistema a partir das distribuicdes descritas e
uma média ao longo do tempo (¢ = 200) foi realizada para coletar o valor para o parametro
de ordem. Tal procedimento foi repetido para 50 valores de K e tomando uma média sobre
30 amostras diferentes para 6;(0) e w;(0).
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Figura 4.2 — Parametro de ordem, A, como func¢do do fator de acoplamento, K, para diversos valores do desvio
padrdo, o. As frequéncias naturais foram distribuidas de acordo com uma funcdo Normal com
média, y = 0, e desvio padrao, o = 1.

Fonte: O autor.

Pela Figura 4.2 pode se observar que conforme o fator de acoplamento aumenta o pa-
rametro de ordem sofre uma transicao no ponto K, (Equacao 4.2), estabelecendo um cres-
cimento para a sincronizacdo. Eventualmente, o parametro de ordem satura em torno de
A=1.

Com o objetivo de se estudar a universalidade das curvas faz-se necessdrio marcar a
mudanca de comportamento entre o crescimento e a saturacdo do parametro de ordem atra-
vés de um ponto hipotético denotado por ponto de crossover, K. Logo, a partir da Figura 4.2,
trés hipoteses de escala foram definidas em termos do parametro de ordem, semelhantes ao

realizado na secao 3.2 do Capitulo anterior. Sendo que,

(1) Para 0 < (K—K;) < (K;—K_) as curvas evoluem segundo o expoente de crescimento,

B, da seguinte maneira,

A(K - Kp),0) = (0¥ (K- K)P. (4.3)

Note que a hip6tese aqui apresentada é particularmente diferente da hipétese (1)
(Equacdo 3.5) da secdo 3.2, isto é proposto devido ao fato das curvas provenientes da si-
mulacdo dos distintos valores de ¢ sofrerem um leve deslocamento na regido de transicdo,
consequente da diferenca entre os valores de K. Além disso, ressalta-se que a transformacao

K — (K - K;) leva a coalescéncia dos pontos de transigao.

(2) Para (K — K;) > (K — K¢), observa-se que todas as curvas saturam-se no mesmo
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ponto, (A) = 1, independente do valor de g. Ou seja, podemos escrever,
Asat(K=K.),0) =0 %=1 4.4)

e, portanto, a = 0.

O ponto crossover, Ky, desloca-se para a direita com o aumento dos valores de disper-

sdo. Assim sendo, pode-se definir a terceira hipoétese.

(3) Para K = K,

(Ky—K;) =0”. (4.5)

O limite lateral a direita da funcao correspondente a hipétese (1) (Equagao 4.3) e, o
limite lateral a esquerda da funcao correspondente a hipotese (2) (Equacao 4.4), convergem

para um mesmo ponto. Ou seja,
(0" (K-K))P ~07, (4.6)
avaliando no ponto de convergéncia, K, tem-se,

(070 =072 4.7)

Daigualdade presente na Equacdo 4.7, obtém-se a relacdo entre os expoentes criticos:

a
z= —E - (4.8)
Como a =0, tem-se z = —y e, portanto, necessita-se determinar apenas o valor de um
dos expoentes criticos restantes, z ou y, para que assim, a lei de escala para o parametro de
ordem seja estabelecida. Em busca de uma funcao de escala adequada supoe-se que A((K —
K.), o) satisfaca uma func¢ao de escala generalizada semelhante a Equacao (3.1), apresentada

na secdo 3.1, da seguinte forma:
(K=K, 0) =¢A (¢“0Y (K- Ko, &%), (4.9)

sendo a e b expoentes de escala e, ¢ o fator de escala escolhido arbitrariamente, escolhe-se

_1 - .
{ =07 b, e entdo obtém-se:

A(K -K,),0) :a—%A(a—%W(I(—KC),l). (4.10)

Para valores de (K — K;) >> (K — K;) ndo se espera que o parametro de ordem, A,
dependa do fator de acoplamento, K, ou da variabilidade, o, portanto A (U‘%“LV (K-K,), 1)
é constante. Logo, a Equacdo 4.10 relaciona-se com a hipotese (2) (Equacgao 4.4) e, assim a
relacdo entre a e o expoente de escala, b, é estabelecida por:

— 4.11
a b (4.11)
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Outra escolha possivel seria: ¢ = (0 (K - KC))%I, e entdo:
_1 _b
A(K - Ko),0) = (0¥ (K= Ko) “eA (1, (07 (K- Ko) 4o (4.12)
Assumindo que A (1, (Y (K- KC))_§O') é constante para K >> K, observa-se que A((K—

K.),0)= (0¥ (K- Kc))_?1 relaciona-se com a hipétese (1) (Equacao 4.3) estabecendo-se assim

arelacao entre 8 e o expoente de escala, a, da seguinte forma:

p=_1, (4.13)

Como a escala pretendida refere-se a mudanca para o eixo x, os valores encontrados

de a e 8 sao substituidos na lei de escala pretendida (na Equacao 4.10),

(4.14)

K-K,
A((K—Kc),0)=A( )

O—Z

Com base na hipétese (3) (Equacao 4.5) o expoente critico z presente na lei de escala
(Equacao4.14) poderd ser estimado através de uma regressao linear dos pontos provenientes
do gréfico log-log de (K, — K;) em funcao de o (Figura 4.4). Os valores de In(K, — K;) para
cada valor de o foram determinados admitindo a existéncia de um ponto de convergéncia
entre as curvas caracteristicas ao crescimento e satura¢do, o qual é denominado de ponto de
crossover, Ky, portanto para determind-lo é necessdrio definir as equacoes que caracterizam

tais curvas e, em seguida, a interseccao entre elas.

Para a obtenc¢do da equacao caracteristica do crescimento das curvas, foi necessario
considerar da teoria que para qualquer distribuicao simétrica e unimodal todas as curvas,
nas proximidades de K., crescem de acordo com a lei de crescimento, f = 1/2 (Equacao
2.17). Assim sendo, para cada valor de o, fez-se a coleta dos dados em torno do ponto cri-
tico através da simulacao computacional, os quais foram plotados em um gréfico log-log do
parametro de ordem, A, em funcdo de (K — K;). Em seguida, determinou-se a equagdo alme-
jada fixando = 1/2 como coeficiente angular da reta de melhor ajuste dos pontos, as quais
encontram-se registrados no canto inferior direito de cada gréfico ilustrado na Figura 4.3.
Ja para a determinacao das equacoes referentes a saturacao, levou-se em consideracao que
para K — oo todas as curvas convergem para o mesmo ponto, A = 1, portanto, para qualquer

valor de o, tem-se: y =0, ja que In(1) = 0.

Em posse das equagdes pretendidas, o cdlculo de interseccao foi realizado, dessa for-
ma, obteve-se os valores de In(Ky — K;) para cada valor de o, os quais foram plotados no
gréfico log-log de (K — K;) em funcdo de o (Figura 4.4). O coeficiente z representa o coefi-
ciente angular da reta de melhor ajuste de tais pontos, assim sendo, estimou-se z = 0,743,

cujo valor é aproximadamente igual a 3/4.
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Figura 4.3 — Gréfico log-log do parametro de ordem, A, como func¢do de K — K, para diferentes valores de dis-
persdo, 0. As equacdes apresentadas no canto direito de cada grafico representam a reta de melhor

ajuste com coeficiente angular, = 1/2, fixado.
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Fonte: O autor.
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Figura 4.4 — Gréfico log-log de K — K, em func¢do de 0. O coeficiente angular da reta representa o expoente
critico, z, na distribuicao Normal.
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Fonte: O autor.

Com o valor de z determinado, a funcdo de escala pretendida é estabelecida:

K_Kc)
3 .
g4

A((K -K,),0) :A( (4.15)

A funcao de escala obtida propde a mudanca ((K — K;) — (K — KC)U%) para o eixo
das abscissas, e assim o colapso entre as curvas € observado, o qual indica que o é uma
invariante de escala. A Figura 4.5 mostra o resultado da mudanca de escala e o colapso de
todas as curvas presentes no grafico da Figura 4.2. Ressalta-se que a transformac¢do K — (K-

K.) foi utilizada apenas para indexar os pontos de transicao em zero nos eixos das ordenadas.

Levando em consideracao a vasta utilizacdo de distribuicoes da funcao Normal na
obtencdo de resultados mais genéricos, inclusive em estatistica, poderia sugerir uma uni-
versalidade do expoente z, ou seja, toda e qualquer distribuicdo simétrica e unimodal no
modelo de Kuramoto apresentaria tal expoente. Contudo, nas proximas secoes verifica-se

resultados distintos do apresentado.
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Figura 4.5 — Colapso entre curvas obtido apds anélise de escala adequada.
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Fonte: O autor.

4.2 Distribuicao de Cauchy-Lorentz

Os resultados encontrados na se¢do anterior para a distribuicdo Normal sugerem uma
generalizacdo para toda e qualquer distribuicdo simétrica e unimodal, de modo que presume-
se o colapso entre as curvas provenientes do parametro de ordem, A, em fun¢do do fator de
acoplamento, K, para diferentes valores do desvio padrdo, com o expoente de escala 3/4.
Dessa maneira, optou-se por testar os mesmos resultados para a distribuicao de Cauchy-

Lorentz, também conhecida como fungao lorenziana, a qual é definida através da funcao:

Y
Y2+ (- w?]

gcr(w) = (4.16)

onde y é dito parametro de escala.

A Figura 4.6 ilustra a distribui¢cdo mencionada para diferentes valores do parametro
de escala, sendo que o aumento nos valores de y provoca a variacdo na largura das curvas,

tornando-as mais achatadas e com os picos da func¢do mais baixos.
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Figura 4.6 — Distribui¢do unimodal de Cauchy-Lorentz para diferentes valores do pardmetro de escala, y.
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Fonte: O autor.

A distribuicdo de Cauchy-Lorentz apresenta similaridades visuais com a distribuicao
Normal, no entanto ndo sdo idénticas, ja que a distribuicao de Cauchy possui caudas que
se aproximam de zero mais lentamente, isto €, possuem caudas mais largas e consequen-
temente, picos mais baixos e estreitos quando comparado a distribuicao Normal, conforme
ilustra a Figura 4.7. O fato da distribui¢do de Cauchy-Lorentz ter uma cauda mais espessa

indica uma maior probabilidade de termos osciladores a deriva (ndo sincronizados).
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Figura 4.7 —- Comparacdo entre curvas das distribui¢des Normal e de Cauchy-Lorentz com parametros de dis-
persdo, o, e de escala, v, iguais a 0, 50.
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Fonte: O autor.

Como visto no Capitulo 2, em termos do modelo de Kuramoto, o acoplamento critico,
K., depende da distribuicao de frequéncia em andlise (Equagdo 2.14), assim sendo, neste
caso, obtém-se:

K. =2y. (4.17)

A distribuicdo de Cauchy-Lorentz costuma ser bastante requisitada em trabalhos com
o modelo de Kuramoto (LAFUERZA; COLET; TORAL, 2010; FONSECA; ABUD, 2018) devido a
simplicidade matemadtica proporcionada, o que garante uma amplitude de solucdes analiti-
cas. Por exemplo, com a distribuicdo de Cauchy-Lorentz é possivel obter a solucdo analitica
do parametro de ordem como fun¢do do acoplamento, como apresentado a seguir.

Haja vista que o parametro de ordem em funcdo da fase média é descrito pela Equa-
¢do 2.11, aplicando a distribuicdao de Cauchy-Lorentz, Equagdo 4.16 na Equacao 2.11, tem-
se:

1= ﬁf% cos* ()
B T J-

dvy, 4.18
z y2 + K2A? sin(y) w —

A resolucao da Equacgdo 4.18 (veja a resolugdo completa no Apéndice A) resulta em:

y/1 2y K>2
A= X’ para > 2y, (4.19)

0, para K=2y
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A Figura 4.8 ilustra o gréfico do parametro de ordem em funcéo do fator de acopla-
mento proveniente da resolucdo da Equacdo 4.19, tal procedimento foi realizado para 150
valores de K e cinco diferentes valores de A.

Figura 4.8 — Parametro de ordem, A, como funcéo do fator de acoplamento, K, para diversos valores do pa-

rametro de dispersdo, y. As frequéncias naturais foram distribuidas de acordo com uma func¢ao
unimodal de Cauchy-Lorentz.
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Fonte: O autor.

Pressume-se da secdo anterior que o colapso entre as curvas poderd ocorrer apds a

L . ~ . . -3
aplica¢do da seguinte transformacao de escala para o eixo das abscissas: (K — (K—K¢))y# ),
ja que a distribuicao das frequéncias naturais também é simétrica e unimodal. No entanto,

neste caso, ndo observou-se o colapso conforme mostrado na Figura 4.9.
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Figura 4.9 — Curvas obtidas obtidas ap6s mudanca de escala proposta na se¢éo 4.1 para o valor de z = 3/4.
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Fonte: O autor.

Mediante a consisténcia entre as curvas tedrica e simulada (vide Figura 4.10) busca-se
pelo valor para o expoente de escala para esta distribui¢do através do estudo analitico, haja
vista que o colapso nao foi observado para z = 3/4 (Figura 4.9).

Figura 4.10 — Comparacao entre curvas provenientes da simulacdo computacional e resolucao analitica do pa-
rametro de ordem, A, em func¢éo do fator de acoplamento, K. Os pontos vermelhos representam

os dados coletados com simulacao computacional, enquanto que a curva refere-se aos dados co-
letados a partir da resolucao da Equacao 4.19. Para ambas as curvas, y =0, 50.
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Fonte: O autor.



Capitulo 4. TEORIA DE ESCALA PARA DISTRIBUICOES SIMETRICAS DE FREQUENCIA 38

Como, basicamente, as mesmas hipotéses levantadas na secao anterior sdo validas
também para a distribuicao de Cauchy-Lorentz, a Ginica alteracao possivel de ser observada

deve ocorrer quanto a posicao do ponto de crossover, K.

Com base na hipétese (3) (Equacdo 4.5) apresentada na secao anterior, estima-se o
expoente critico z presente na lei de escala 4.15 através de uma regressdo linear dos pon-
tos provenientes do grafico log-log de (K — K;) em funcao de y (Figura 4.12). Os valores de
In(K, — K,) para cada valor de v, sao determinados admitindo a existéncia de um ponto de
convergéncia entre as curvas caracteristicas ao crescimento e satura¢do, o qual é denomi-
nado de ponto de crossover, K. Portanto para determind-lo é necessario definir as equacoes

que caracterizam tais curvas e, em seguida, a intersecc¢do entre elas.

Observa-se pela Equacao 4.19 que para K > 21, a lei de crescimento = 1/2 é vdlida,
assim como nos estudos anteriores (Equacao 2.17). Assim sendo, para cada valor de y, fez-se
a coleta dos dados em torno do ponto critico através da simulacdo computacional, os quais
foram plotados em um grafico log-log do parametro de ordem, A, em funcao de (K- K,). Em
seguida, determinou-se a equacao almejada fixando § = 1/2 como coeficiente angular da
reta de melhor ajuste dos pontos, as quais encontram-se registradas no canto inferior direito
de cada gréfico ilustrado na Figura 4.11. Ja para a determinacdo das equacoes referentes a
saturacdo, levou-se em consideragdao que para K — oo todas as curvas convergem para o

mesmo ponto, A = 1, portanto, para qualquer valor de vy, tem-se: y =0, ja que In(1) =0.

Em posse das equagdes pretendidas, o cdlculo de interseccao foi realizado, dessa for-
ma, obteve-se os valores de In(Ky — K;) para cada valor de y, os quais foram plotados no
gréafico log-log de (K — K;) em funcao de y (Figura4.12). O coeficiente z representa o coefi-
ciente angular da reta de melhor ajuste de tais pontos, assim sendo, estimou-se z = 0,99, e
portanto pode-se dizer que z = 1, o que corresponde ao valor determinado aleatoriamente
através dos testes.
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Figura 4.11 — Gréfico log-log do parametro de ordem, A, como funcdo de K — K, para diferentes valores de
dispersdo, y. As equacdes apresentadas no canto direito de cada gréfico representam a reta de
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Figura 4.12 — Gréfico log-log de Ky — K. em funcdo de y. O coeficiente angular da reta representa o expoente
critico, z, na distribuicdo de Cauchy-Lorentz.
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Fonte: O autor.

O valor encontrado para z, sugere a seguinte transformacao no eixo das ordenadas:
(K—-K.) — (K-K.))y™1), a partir da qual pode-se observar o colapso entre as curvas na
Figura 4.13, o qual indica que y é uma invariante de escala. No entanto, mediante aos re-
sultados apresentados na presente e anterior secao, observa-se uma discrepancia entre os
valores do expoente de escala, ja que as curvas ndo colapsaram com z = 3/4, mas sim com
z = 1. Diante disso, na proxima secao € investigada uma terceira distribuicao simétrica e
unimodal, chamada distribuicdo de Laplace, com o intuito de verificar se as escalas ainda se

diferem.
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Figura 4.13 — Colapso entre curvas obtido apo6s aplicacdo de expoente de escalaiguala z = 1.
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Fonte: O autor.

4.3 Distribuicao de Laplace

Nas sec¢oes anteriores observou-se uma discrepancia entre os valores do expoente de
escala para as distribuicoes Normal e de Cauchy-Lorentz, mesmo ambas sendo unimodais
e simétricas. Diante disso, optou-se por realizar os mesmos testes para a distribuicdo de
Laplace, a qual é definida pela equagao:

= ') (4.20)

1
gr(w) = —exp (— 3

2b

onde u é a média, sendo que u =0 e, b é o parametro de escala, cuja variagdo interfere na
dispersdo das frequéncias naturais, conforme pode ser observado na Figura 4.14.
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Figura 4.14 - Distribuicdo unimodal de Laplace para diferentes valores do parametro de escala, b.
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Fonte: O autor.

Como o acoplamento critico, K, depende da distribuicdo de frequéncia em andlise
(Equacgao 2.14), tem-se que:

K, = b 4.21)
T

A Figura 4.15 ilustra o grafico do parametro de ordem em funcao do fator de acopla-
mento proveniente da resolu¢do do modelo de Kuramoto (Equacao 2.1) para 5000 oscilado-
res com as fases 8§ distribuidas uniformemente entre entre [0,27] e as frequéncias naturais
de acordo com uma distribui¢do de Laplace unimodal para diferentes valores do parametro
de escala, b. Observa-se que as curvas diferenciam-se na regido de K = K, conforme o valor
de b varia. Nas simulacdes, iniciou-se o sistema a partir das distribuicoes descritas e uma
média ao longo do tempo (¢ = 200) foi realizada para coletar o valor para o parametro de
ordem. Tal procedimento foi repetido para 50 valores de K e tomando uma média sobre 30
amostras diferentes para 6;(0) e w; (0).
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Figura 4.15 — Distribuicdo unimodal de Laplace para diferentes valores do parametro de dispersao, b.
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Fonte: O autor.

Com base na vasta aplicacao da distribuicdo Normal, hipotetizou-se uma generaliza-
¢do do expoente de escala, z = 3/4, para toda e qualquer distribuicdo simétrica e unimo-
dal. Assim sendo, foi esperado o colapso entre as curvas apo6s aplicar a seguinte transforma-
cdo: (K — (K —K)b3'%), 0 que ndo ocorreu como pode-se observar na Figura 4.16. Assim
sendo, mediante o resultado, testou-se o expoente de escala obtido com a distribuicao de
Cauchy-Lorentz, na secdo 4.2, z = 1,0. Ap6s aplicar a transformacio: (K — (K - K)b™1)
ndo observou-se o colapso entre as curvas (Figura 4.17). Mediante isso, uma indagac¢ao foi

levantada: seria o coeficiente de escala, z, um valor particular para cada distribuicdo?
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Figura 4.16 — Curvas obtidas obtidas apds mudanca de escala proposta na secao 4.1, para o valor de z = 3/4.
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Figura 4.17 — Curvas obtidas obtidas ap6s mudanca de escala proposta na se¢do anterior, para o valor de z =
1,0.
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Fonte: O autor.

Aleatoriamente, outras transformacdes foram testadas, e quando aplicado a trans-
formacdo: (K — (K- K.)b™%'7), o colapso foi observado (Figura 4.18). Dessa forma, surge
uma suspeita: As curvas provenientes de distintas distribui¢des de frequéncia unimodais e
simétricas, ndo apresentam expoente de escala idénticos, no entanto, as curvas sdo esca-

laveis, logo apresentam uma universalidade. Além disso, mediante aos resultados obtidos,



Capitulo 4. TEORIA DE ESCALA PARA DISTRIBUICOES SIMETRICAS DE FREQUENCIA 45

acredita-se que para outras distribuicdes, unimodais e simétricas, o colapso ocorrerd com o
valor do expoente de escala entre 3/4 e 1,0, assim como foi observado para a distribuicao de
Laplace com expoente de escala igual a 6/7.

Figura 4.18 — Colapso entre curvas obtido apo6s aplicacdo de expoente de escala aleatorio, iguala z = 6/7.

1.0 4

—— b =0.25

b = 0.50
—=— b =0.75
—— b =1.00
—=— b =1.50

(K _ Kc)b_6/7

Fonte: O autor.

4.4 Comentarios sobre os diferentes valores dos expoentes

de escala

Nesta secao, uma discussao sobre o fato das diferentes distribuicdes simétricas uni-
modais gerarem diferentes expoentes de escala é apresentado sob o ponto de vista das equa-
¢oes desenvolvidas no Capitulo 2. Sabe-se pela teoria apresentada no Capitulo 2, que o pa-
rametro de ordem para distribuicdes simétricas e unimodais é representado pela Equacgao
(2.10a), relembrando:

El

A=KA : g(Q+ KAsin(y)) cos? (w)dy. (4.22)

[SIE]

O argumento da integral € a contribui¢do para o parametro de ordem dos osciladores
sincronizados (FONSECA; ABUD, 2018), sendo assim, para distribui¢cdes unimodais e simé-

tricas, apenas os osciladores sincronizados contribuem para o parametro de ordem.

Além disso, foi discutido no Capitulo 2 que a aplicacdo de campo médio no modelo
de Kuramoto leva a uma modelo dado pela Equacao 2.7, que pressupdem um atrator na
regido entre [-KA +Q,Q + KA], regido definida pelos osciladores sincronizados. A Figura
4.19 ilustra uma distribuicdo g(w) com a regido destacada onde se distribuem os osciladores
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sincronizados. A quantidade de osciladores sincronizados, r;, pode ser determinada pela

drea destacada em vermelho, ou seja:

Figura 4.19 — Curva de uma distribui¢do Normal. Em vermelho, a regido de osciladores sincronizados. Em
amarelo, a regido de osciladores dessincronizados.

an(w)

0,0

-KA+Q  Q Q+KA

Fonte: O autor.

Q+KA
rS = f g((U, )?:) d(l), (4.23)
-KA+Q

onde o parametro X foi utilizado para pontuar a dependéncia sobre a dispersdo para dife-

rentes distribuicoes.

Como Q é o centro da distribuicdo, pode-se adotar Q = 0 sem perda de generalidade.
Portanto, sendo o parametro de ordem dependente dos osciladores sincronizados e estes,

por sua vez, estdo relacionados a Equacdo 4.23, é possivel concluir que a variacdo do ntimero

drs

de osciladores sincronizados acoplados conforme o pardmetro de dispersao € alterado, 7,

depende tnica e exclusivamente da distribuicdo de frequéncia em estudo.

Para valores altos do fator de acoplamento tem-se que o parametro KA, também é
alto, portanto a quantidade de osciladores sincronizados tende a ser quase todo sistema e
neste caso, a variagdo do nimero de osciladores sincronizados, conforme se altera o para-
metro de dispersao, tende a ser igual inclusive para distribuicdes diferentes. Contudo, du-
rante o intervalo de crescimento, que consiste em valores do fator de acoplamento entre K,
e K, é praticamente impossivel que as variacoes da % sejam idénticas entre distribuicoes
diferentes. Logo, os expoentes de escalas, como foi demonstrado a existéncia neste Capitulo,

se definem individualmente para cada distribuicdo unimodal e simétrica.
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Capitulo 5

CONCLUSOES

O modelo de Kuramoto refere-se a um conjunto de osciladores acoplados através de
um sistema de equacdes diferenciais, o qual é importante no estudo da sincronizacao. A
transi¢do do estado dessincronizado para o estado sincronizado é demarcada pelo ponto de
acoplamento critico, K., sendo o parametro de ordem, A, a varidvel responsdvel em mensu-
rar a sincronizagdo. Variacoes no numero de osciladores e pardmetros de dispersdao induzem
a mudancas no processo de sincronizacao, fato evidenciado por perfis de curvas diferentes
do parametro de ordem em func¢do do fator de acoplamento, K. Com base nisso, buscou-se
neste trabalho entender como tais modificacoes afetam o modelo em estudo, seria uma mu-
danca apenas quantitativa? As respostas foram obtidas a partir do uso de uma metodologia

baseada nos estudos sobre teoria de escala de Barabasi e Stanley (2002).

A obtenc¢do de uma teoria de escala tem como propdsito adquirir comportamentos
universais em sistemas. Para isso, faz-se necessario a definicao de hip6teses de escala para o
parametro de ordem em torno do ponto critico. Inicialmente, o estudo de tamanho finito foi
abordado, a fim de comprovar a eficiéncia do método, para isso teve como base os resultados
previstos na literatura (HONG; HA; PARK, 2007; HONG et al., 2007b; HONG et al., 2015). Apos
confirmada a eficdcia, da metodologia, uma investigacdo sobre o parametro de dispersao,

neste caso, para as distribuicoes Normal, de Cauchy-Lorentz e de Laplace foi realizada

As chamadas hip6teses de escalas foram levantadas, considerando o comportamento
do parametro de ordem como fungao do fator de acoplamento e de um parametro que con-
trola a dispersao da distribuicao das frequéncias naturais. Tais hipoteses basearam-se em
leis de poténcia, na qual a marcacao de um ponto hipotético, K, de intersec¢ao entre a curva
de crescimento e a curva de saturacao, teve um papel fundamental na metodologia adotada
e, consequentemente, no éxito em se obter os expoentes de escala, pois hipotetizou-se o
ponto de intersec¢do entre retas tangentes as curvas de crescimento e saturagdo, o ponto de
crossover, K. E importante evidenciar a robustez deste estudo, no qual as simulacoes para
coletar o valor para o parametro de ordem foram realizadas com média ao longo do tempo

(t = 200), além disso o procedimento foi repetido para varios valores de K e tomando uma



Capitulo 5. CONCLUSOES 48

média sobre 30 amostras diferentes para 0;(0) e w;(0).

Ap6s aplicada a teoria de escala para tamanho finito e varidveis de dispersao, obteve-
se 0 colapso entre as curvas, isto significa que as varidveis: N, o, y e b, sdo invariantes de
escala, ou seja, a variacdo de tais parametros ndo afeta qualitivamente o modelo, portanto
apresentam comportamento universal. Além disso, haja vista que o colapso garante mode-

los padrdes, a necessidade na realizacao de simulagoes computacionais poderd ser reduzida.

Levando em consideragdo a vasta utilizacdo da distribuicao Normal na obtencao de
resultados mais genéricos, inclusive em estatistica, acreditou-se em uma universalidade do
expoente z, ou seja, toda e qualquer distribui¢cdo simétrica e unimodal no modelo de Kura-
moto apresentaria tal expoente. Contudo, verificou-se resultados distintos do apresentado
para as distribuicoes de Cauchy-Lorentz e de Laplace demonstrando assim a ndo universa-
lidade entre as distribuicdes. Através de uma anadlise sobre a teoria do modelo de Kuramoto
(secdo 4.4) observou-se que tal distincao pode estar relacionada com a diferenca entre a
quantidade de osciladores sincronizados em cada tipo de distribuicio como mencionado

nasecao 4.4.

A metodologia aqui utilizada pode auxiliar a andlises de outros parametros ou mode-

los, sendo assim sugere para estudos posteriores, a fim de dar continuidade a este trabalho:
e Estudo do modelo com distribuicoes unimodais e assimétricas:

Na secdo 2.1 deste trabalho, viu-se que para distribuicdes simétricas, a integral J, presente
na definicdo do parametro de ordem em funcao da fase média (Equacao 2.8) é nula. No
entanto, para distribui¢cdes assimétricas, o centro de simetria da funcao nao coincide com
a frequéncia critica, e por isso, J é diferente de zero. Consequentemente, novas equacoes
serdo consideradas, e os valores antes encontrados para o parametro de ordem, A, e aco-
plamento critico, K,, se diferenciardo, exigindo maior robustez na resolucdao. Além disso,
busca-se saber se 0s expoentes criticos continuarao a obedecer as leis de escala estabeleci-
das para uma distribuicdo simétrica, e se seus valores permanecerao os mesmos, inclusive o
valor de . E importante salientar que, o uso de uma distribuicdo assimétrica, oferece novos

resultados, dessa forma, novas simulacoes serdo necessarias.
* Possibilidade das funcoes de escala em outro modelo:

Diante da vasta quantidade de modelos matematicos que descrevem a sincronizacao, cita-
dos na literatura, a teoria de escala pode ser aplicada em mais de um modelo matematico,
como exemplo, o modelo de Kuramoto-Sakaguchi, no qual um parametro de atraso é adi-
cionado ao modelo original de Kuramoto (SAKAGUCHI; KURAMOTO, 1986). Neste caso,

estudos apontam que mesmo com valores altos do acoplamento, o parametro de ordem nao
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satura na mesma posicao em relacdo ao eixo das ordenadas. Assim sendo, para que o co-
lapso entre as curvas seja evidenciado, torna-se necessdrio a transformacdo nao somente no
eixo das abcissas, como aqui observado, mas também no eixo das ordenadas. Assim sendo,

novos estudos e andlises deverao ser realizadas.
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Capitulo 6

APENDICES

6.1 Apéndice A

A solucdo para o parametro de ordem apresentada na se¢do 4.2 foi determinada a
partir da resolucao apresentada neste apéndice, a qual é proveniente da solucdao da equa-

¢ao do parametro de ordem em funcao da fase média (Equacao 2.11) para a distribuicao de
Cauchy-Lorentz. Para isso, escreve-se 2.11 da seguinte maneira:

Ky (2 2
1:_Yf2dw2 CZSZ("{)Z : 6.1)
nJ-z Y-+ K=A“sin“(y)
a substituicdo de cos? (i) por (1 - sin?(y)), permite reescrevé-la como:
_Ky
R

1

f% dy _f% dy sinz(ill)
S22+ KN sin?(y)  Jog Ty 4+ K2AZsin? (y)

) (6.2)

colocando o termo K2A? em evidéncia e, readequando a segunda integral presente a fim de
resolvé-la conforme o que se conhece na literatura, pode-se escrever,

T x 7 ) T v
- Ky f? dy fi oz Fsin (1//)+fi BT 6.3)
- 272 T 2 . - T 2 . p 2 Rk ’ .
mK=A 2 KZAZ +sin?(y) J-% KZAZ +sin?(y) J-7 KZAZ +sin?(y)
que também pode ser escrito como,
K 2 p d
1=—T |+ (1+ ! 2) fz _2Y . (6.4)
nK-A KA _% KZAZ + Sin2 (,[l/)

A presente integral poderd ser solucionada a partir do método de substituicdo, para

isso necessita-se realizar a divisao por cos? (w) para ambos os termos da fragdo, assim:

T Y 2 21//

K V COs (1[/)

ﬂKzAZ (1 KZAZ) f__" }2 in2 ) ( ) )
5 —3t+sin ()

cos?(y)
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Além disso, levando em consideracio que cos? () + sin? (y) = 1, pode-se escrever:
K 2 n dl//
__ &Y | Y 2 cos?(y)
1= TK2A2 T (1 * KZAZ) ‘[_z y?2  (sin®()+cos?(y)) | sin?(y) : (6.6)
K22 cos? () cosZ(y)
E, ainda,
Ky Y )f% sec?(y)dy
1= -+ |1+ 6.7
TK?A? ( K2A%) ) 7 (6.7)

2
zonz t (1 + KZAz)tanz(w)

Através do método de substitui¢do, admite-se que: u = tan(y) e, portanto, du = sec® (y)dy
O que resulta em:

= XY + (1+ v ) 2K°A° foo du 6.8)
= —7T . .
TK?2A? K?A?% )| K2A%2+92 Jo i

Y 2
KZAZ 42 tu

Portanto, apds a resolucao da integral, obtem-se:

2
Ky m (1 + —KZAZ)
= -+ — . (6.9)
K22 ¥?
K2A2

Ap6s o reordenamento dos termos, obtem-se:

KA? = —y + 1/ K2A2 4 y2 (6.10)

E, portanto, tém-se as seguintes solucoes:

1 24 K>2A
A= - Paa > 2. 6.11)
0, para K<2A



