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RESUMO

FERNANDES, F. G.. CONTRIBUICOES A ANALISE NAO LINEAR DE MICROES-
TRUTURAS. 2023. 160 f. Tese (Doutorado em Ciéncias Exatas e Tecnolégicas) —
Instituto de Fisica, Universidade Federal de Catalao, Cataldao (GO).

Os transdutores desempenham um papel crucial no monitoramento de estruturas, uma
vez que sao responsaveis por converter a variavel fisica estudada em sinais elétri-
Ccos que podem ser processados, armazenados e analisados computacionalmente.
A abordagem baseada em modelos oferece a vantagem de permitir generaliza¢des
com instrumentacdes numéricas, as quais podem ser confrontadas com documen-
tos normativos para avaliar sua eficacia ou ineficacia em relacao a melhoria dos pa-
drdes regulamentares. Nessa perspectiva, este trabalho apresenta a modelagem e
o comportamento estético e dindmico de microvigas engastadas de Euler-Bernoulli,
baseadas na teoria da elasticidade para a deformacéo gradiente. Adicionalmente,
incorporou-se um modelo ndo linear para representar as forcas eletroestaticas ge-
radas pelo deslocamento da microviga, introduzindo uma complexidade adicional ao
problema. A obtencdo da equacao diferencial parcial da deformacao e das condi¢des
de contorno foi realizada através do principio variacional de Hamilton. Utilizando o mé-
todo de separagao de variaveis, foi calculada a derivada de uma equacéo diferencial
ordinaria de sexta ordem para os modos normais. A analise da equacgao caracteristica
resultou em uma categorizacao das raizes, proporcionando a determinacao destas,
assim como das autofrequéncias e autofun¢des normalizadas. Por meio do método
de Galerkin e da Quadratura de Gauss-Legendre com quinze pontos para o calculo
das integrais, foi determinada uma equacao diferencial de segunda ordem nao linear
para as coordenadas generalizadas devido a for¢a eletrostatica. A solugdo numérica
foi abordada com o0 método de Runge-Kutta para sistemas n&o lineares, considerando
cinco modos normais. A secao dedicada aos experimentos computacionais apresenta
graficos dos modos normais, das coordenadas generalizadas e da deformagéo para
0S casos classico e gradiente. Por conseguinte, foram realizadas comparagdes entre
os resultados obtidos com a metodologia proposta e os resultados provenientes da
teoria classica. Desta forma, observam-se as relagdes entre a rigidez e a escala da
estrutura para ambos os casos. Assim, concluiu-se que o modelo gradiente satisfa-
toriamente representa os sistemas microeletromecanicos em comparag¢ao ao modelo
classico, corroborando com resultados experimentais disponiveis na literatura.

Palavras-chaves: Deformacao gradiente, Forga eletrostatica, Microviga.



ABSTRACT

FERNANDES, F. G.. . 2023. 160 f. ANALYSIS OF THE NONLINEAR RESPONSE OF
A TRANSDUCER IN A MICROELETROMECHANIC SYSTEM USING THE THEORY
OF CLASSICAL ELASTICITY AND DEFORMATION GRADIENT. Tese (Doutorado em
Ciéncias Exatas e Tecnolégicas) — Instituto de Fisica, Universidade Federal de Cata-
lao, Catalao (GO).

Transducers play a crucial role in monitoring structures, as they are responsible for con-
verting the physical variable studied into electrical signals that can be processed, sto-
red and analyzed computationally. The model-based approach offers the advantage of
allowing generalizations with numerical instrumentation, which can be compared with
normative documents to evaluate their effectiveness or ineffectiveness in relation to im-
proving regulatory standards. From this perspective, this work presents the modeling
and static and dynamic behavior of embedded Euler-Bernoulli microbeams, based on
the theory of elasticity for gradient deformation. Additionally, a non-linear model was
incorporated to represent the electrostatic forces generated by the displacement of the
microbeam, introducing additional complexity to the problem. The partial differential
equation for deformation and boundary conditions was obtained using Hamilton’s vari-
ational principle. Using the variable separation method, the derivative of a sixth-order
ordinary differential equation for normal modes was calculated. The analysis of the
characteristic equation resulted in a categorization of the roots, providing the determi-
nation of these, as well as the normalized eigenfrequencies and eigenfunctions. Using
the Galerkin method and the Gauss-Legendre Quadrature with fifteen points for the cal-
culation of integrals, a non-linear second order differential equation was determined for
the generalized coordinates due to the electrostatic force. The numerical solution was
approached with the Runge-Kutta method for nonlinear systems, considering five nor-
mal modes. The section dedicated to computational experiments presents graphs of
normal modes, generalized coordinates and deformation for the classical and gradient
cases. Therefore, comparisons were made between the results obtained with the pro-
posed methodology and the results from classical theory. In this way, the relationships
between the stiffness and the scale of the structure are observed for both cases. Thus,
it was concluded that the gradient model satisfactorily represents microelectromecha-
nical systems in comparison to the classical model, corroborating experimental results
available in the literature.

Keywords: Strain gradient, Electrostatic force, Microbeam.
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Capitulo 2

INTRODUCAO

2.1 Contextualizacao

Sistemas Microeletromecanicos (MEMS) referem-se a dispositivos ou sistemas
que integram componentes mecanicos, eletrébnicos e, em muitos casos, sistemas mi-
croeletroquimicos em uma escala microscépica. Esses dispositivos sdo caracteriza-
dos por suas dimensdes diminutas, geralmente na faixa de micrdmetros a poucos
milimetros. Os MEMS sé&o projetados para desempenhar funcées especificas através
da integracao de tecnologias de microfabricacédo, permitindo a criacdo de sistemas
complexos em uma escala muito pequena (STHUTHI et al., 2023).

Os MEMS compreendem uma variedade de dispositivos e sensores, como ace-
lerébmetros, giroscopios, microvalvulas, sensores de presséo, entre outros. Eles sé@o
construidos utilizando técnicas de fabricacdo de semicondutores e microfabricacéo,
permitindo a criagao de estruturas microscopicas precisas. A combinacao de compo-
nentes mecanicos e elétricos nos MEMS possibilita a integracao de funcionalidades
diversas em espacgos extremamente compactos (CHEN et al., 2023).

Nessa perspectiva, os sistemas microeletromecanicos representam uma revo-
lucédo tecnoldgica ao possibilitarem a integracdo de componentes mecéanicos e ele-
trénicos em uma escala minuscula, na ordem de microbmetros a poucos milimetros.
Nesse cenario de miniaturizagcao, os transdutores emergem como elementos cruciais,
desempenhando um papel fundamental na capacidade desses sistemas de interagir
com o ambiente fisico e converter informagdes fundamentais para seu funcionamento
(CHENG et al., 2023).

Transdutores, neste contexto, referem-se a dispositivos capazes de converter
variaveis fisicas, como pressao, temperatura, movimento ou forca, em sinais elétri-
cos. Essa capacidade de transducao € essencial para 0 monitoramento e controle
preciso de variaveis, permitindo a operacao eficiente de MEMS em uma variedade de
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aplicacoes (TOCCI RONALD J.; WIDNER; MOSS, 2011).

Um dos setores mais impactados por essa tecnologia € a eletrbnica de con-
sumo, onde MEMS sao integrados em dispositivos como smartphones e tablets. Nes-
tes, transdutores como acelerdmetros e giroscépios tornam-se indispensaveis, possi-
bilitando funcionalidades como a rotagdo automatica de tela e a detec¢cdo de movi-
mentos. A saude também se beneficia, com dispositivos médicos MEMS, incluindo
sensores de pressao e sistemas de entrega de medicamentos microeletromecanicos,
desempenhando um papel crucial em aplicacées médicas avancadas (HOSSAIN et
al., 2023).

Na industria automotiva, sistemas de seguranga, como airbags e sistemas de
controle de estabilidade, incorporam transdutores MEMS para garantir uma detec-
cao precisa de movimentos e condi¢gdes do veiculo. Da mesma forma, a industria
aeroespacial faz uso extensivo de giroscépios MEMS para controle de orientacdo e
navegacao em satélites e veiculos espaciais (CHEN et al., 2023).

Além disso, na industria de semicondutores, os MEMS desempenham um pa-
pel crucial em processos de fabricacdo, sendo utilizados na criagdo de componentes
criticos, como cabecas de impressao em jato de tinta (STHUTHI et al., 2023).

Diante dessa vasta gama de aplicacdes, torna-se evidente que o estudo e apri-
moramento continuo dos transdutores em sistemas microeletromecéanicos sao essen-
ciais. A compreensao mais profunda desses dispositivos ndo apenas impulsiona a
inovacao tecnoldgica, mas também abre caminho para o desenvolvimento de solu-
cbes cada vez mais eficazes e adaptaveis as demandas de uma sociedade orientada
pela miniaturizacao e eficiéncia. Neste contexto, esta pesquisa se propde a explorar
a modelagem e comportamento de microvigas com transdutores, contribuindo para o
avanco do conhecimento e aprimoramento dessas tecnologias promissoras (CHEN et
al., 2023).

2.2 Justificativa

Os sistemas microeletromecanicos (MEMS) desempenham um papel de desta-
que devido a sua capacidade de integrar componentes eletrénicos e mecéanicos em
escalas microscopicas. Dentro desse contexto, a investigacdo das propriedades me-
canicas das microestruturas, como microvigas, ganha relevancia significativa, visto
que o comportamento dessas estruturas é fundamental para o funcionamento ade-
quado dos MEMS (STHUTHI et al., 2023).

Os transdutores de deslocamento sao dispositivos projetados para medir e/ou
detectar deslocamentos ou movimentos de objetos. Eles convertem o deslocamento
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fisico em um sinal elétrico, por meio de sua funcao de transferéncia, permitindo a me-
dicdo precisa de posicoes em diversas aplicagdes. Ao utilizar tecnologias microeletro-
mecanicas, os transdutores de deslocamento tornaram-se mais eficientes, precisos e
versateis, proporcionando uma série de beneficios em diversas areas da industria e
do cotidiano (CHEN et al., 2023).

Na area de monitoramento estrutural, o transdutor de deslocamento pode ser
usado em construcoes civis e infraestrutura, os transdutores de deslocamento séo
usados para monitorar movimentos e deformagdes de pontes, edificios, barragens
e outras estruturas, ajudando a identificar problemas e garantindo a seguranca das
mesmas (CHENG et al., 2023).

O transdutor, apds devidamente instalado e calibrado, comeca a coletar dados
em tempo real. Os sinais gerados pelo transdutor sdo adquiridos por um sistema
de aquisicdo de dados, como um computador ou registrador. Os dados podem ser
armazenados e analisados para obter informacdes sobre o comportamento da micro-
viga, como tensdes, deformacdes, ou qualquer outra grandeza monitorada (TOCCI
RONALD J.; WIDNER; MOSS, 2011).

Com base nas informacbes coletadas, as decisbes podem ser tomadas em
tempo real ou posteriormente. Isso pode incluir a deteccao de anomalias, avaliagcao
da integridade estrutural, otimizagdo de processos ou qualquer outra acdo necessa-
ria com base nos dados obtidos. A manutencgao regular do transdutor e a recalibragao
periddica sao importantes para garantir que ele continue a fornecer medicdes precisas
ao longo do tempo (HOSSAIN et al., 2023).

Nessa linha de raciocinio, o transdutor de deslocamento pode ser usado como
um atuador em um sistema de controle, convertendo um sinal elétrico em um movi-
mento mecanico controlado. No contexto de uma microviga, por exemplo, o atuador
€ responsavel por ajustar a posicao da viga para atingir um objetivo especifico, como
manter a viga em uma posi¢cao desejada. Da mesm forma, para movimentos angu-
lares, o transdutor recebe um sinal de controle, geralmente na forma de uma tensao
elétrica, e converte esse sinal em um movimento angular, que pode ser usado para
ajustar a posi¢ao da microviga. Isso é particularmente util em aplicagées onde o po-
sicionamento preciso € essencial, como em sistemas de fabricagdo microeletrénica,
dispositivos de posicionamento éptico e muitos outros (CHEN et al., 2023).

Além de sua funcdo como atuador, o transdutor de deslocamento também de-
sempenha o papel de detector no sistema de controle. Ele é usado para medir o des-
locamento da microviga ou do objeto controlado. O transdutor converte 0 movimento
mecanico da viga em um sinal elétrico, geralmente uma tenséo ou corrente proporcio-
nal ao deslocamento. Essa medida é fundamental para o controle preciso do sistema,
pois permite que o controlador saiba se a posi¢éo da viga esta de acordo com a posi-
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cao desejada. Qualquer desvio pode ser corrigido pelo controlador, que ajusta a saida
do atuador de acordo com a entrada de referéncia para manter a posi¢cao desejada
(CHEN et al., 2023).

Assim, o transdutor de deslocamento em um sistema de controle de microviga
desempenha um papel importante, agindo como um atuador para ajustar a posicao
da viga e como um detector para medir essa posicdo. Essa combinacdo permite o
controle preciso do sistema, garantindo que a microviga ou o objeto controlado per-
manec¢a em sua posi¢ao desejada, o que € fundamental em diversas aplica¢cdes que
requerem alta precisao e estabilidade (HOSSAIN et al., 2023).

Assim, o crescente interesse na eficiéncia e aprimoramento das estruturas, ali-
ado a necessidade de monitoramento preciso, tem direcionado a atenc¢ao para o pa-
pel crucial desempenhado pelos transdutores. Esses dispositivos convertem variaveis
fisicas em sinais elétricos, fundamentais para a analise e compreensédo do compor-
tamento estrutural. Nesse contexto, a abordagem baseada em modelos surge como
uma estratégia vantajosa, permitindo generalizagdes fundamentais com instrumenta-
¢bes numéricas, contribuindo para a avaliagdo da conformidade com padrées regula-
mentares e, assim, impulsionando a melhoria continua (CHEN et al., 2023).

A presente pesquisa propde-se a avangar nesse cenario, focando na mode-
lagem e comportamento estatico e dinamico de microvigas engastadas de Euler-
Bernoulli. A utilizacado da teoria da elasticidade para a deformacgéao gradiente visa
aprimorar a compreensao desses sistemas. A adicdo de um modelo nao linear, incor-
porando as forgas eletroestaticas resultantes do deslocamento da microviga, amplia
a complexidade do problema, oferecendo insights valiosos para a compreensao mais
profunda dos fenémenos envolvidos.

Uma microviga de Euler-Bernoulli € um elemento estrutural utilizado em ana-
lises de engenharia para modelar o comportamento de vigas flexiveis. Ela é uma
simplificacdo do modelo de viga de Euler-Bernoulli classica, adaptada para descrever
o comportamento de microvigas em escalas muito pequenas, como aquelas encon-
tradas em estruturas microeletromecanicas (MEMS) e em sistemas nanotecnol6gicos
(HOSSAIN et al., 2023).

O modelo de viga de Euler-Bernoulli assume que as deformacdes ocorrem ape-
nas no plano da sec¢ao transversal da viga, e ndo considera os efeitos tridimensionais.
A equacédo diferencial que descreve o comportamento de uma microviga de Euler-
Bernoulli € uma simplificacdo da equacéao para vigas maiores e é utilizada para anali-
sar deflexdes, momentos fletores e esforgos cortantes em microescalas (HOSSAIN et
al., 2023).

Essas microvigas sao frequentemente empregadas em estudos teéricos e simu-
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lacbes computacionais para compreender o comportamento mecanico de estruturas
em escalas diminutas, contribuindo para o desenvolvimento de dispositivos MEMS e
outras aplicagcdes em nanotecnologia (HOSSAIN et al., 2023).

Além disso, o presente trabalho representa uma significativa contribuicédo para a
area de Ciéncia dos Materiais, especificamente no contexto de sistemas microeletro-
mecanicos (MEMS), através de uma abordagem avancada na modelagem e analise
de microvigas. A importancia dos transdutores na monitorizagdo de estruturas € ine-
gavel, visto que sdo cruciais na conversao de variaveis fisicas em sinais elétricos,
possibilitando a andlise computacional dessas informacdes.

2.3 Objetivos

2.3.1 Objetivo Geral

O objetivo principal deste trabalho € compreender a relagéo entre a resposta de
deslocamento de uma microviga e a sua frequéncia natural em um sistema microele-
tromecanico. Para contextualizar nosso estudo, consideramos um cenario hipotético
em que uma microviga, em forma de sensor, esta posicionada em uma ponte. Essa
microviga, vista como um transdutor, € especialmente projetada para atuar como sen-
sor de deslocamento. Nosso interesse se concentra em como a frequéncia natural do
transdutor influencia a resposta de deslocamento da microviga.

2.3.2 Objetivos Especificos

Com o proposito de alcancar o objetivo principal deste trabalho, foram estipula-
dos os objetivos especificos listados a seguir:

Funcédo de Transferéncia: Iniciamos estabelecendo a fungédo de transferéncia
que relaciona o deslocamento da microviga com o sinal gerado pelo transdutor. Para
isso, derivamos equacdes que descrevem a dindmica da microviga, levando em con-
sideracao sua geometria, material e interacdes com o transdutor.

Equacéao Caracteristica: Em seguida, abordamos a equacéao caracteristica do
sistema. ldentificamos os parametros cruciais que influenciam o comportamento vi-
bratorio da microviga. Essa equacéao é essencial para entender as frequéncias natu-
rais € os modos de vibracao do sistema.

Sistema Massa-Mola de Base Mével: Formulamos a microviga como um sis-
tema massa-mola de base mével e derivamos a Equacao Diferencial Ordinaria (EDO)
que descreve seu movimento. A EDO considera a influéncia da inércia da microviga,
do transdutor e das interacdes mecanicas.
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Determinacao de Autovalores: Utilizamos os autovalores obtidos da equacao
caracteristica para analisar as frequéncias naturais do sistema. Os autovalores sao
cruciais para compreender os modos de vibragao da microviga.

Resposta em Frequéncia: Investigamos como a resposta de deslocamento da
microviga varia em relagdo a frequéncia natural do transdutor. Analisamos como a
resposta do sistema é afetada pela interacdo entre as caracteristicas dinamicas da
microviga e do transdutor.

Integral de Convolugao via Integral de Duhamel: Para lidar com situagdes de
excitacao externa, exploramos a técnica da integral de convolugdo usando a integral
de Duhamel. Isso nos permite obter a resposta de deslocamento da microviga quando
sujeita a diferentes tipos de forgas externas.

Teoria da Deformacéao Gradiente: Além disso, introduzimos a teoria da deforma-
cao gradiente para compreender as respostas mecanicas dos materiais em escalas
microscépicas. Isso nos fornece informacdes de como as microvigas se comportam
quando estao sujeitas a forcas aplicadas.

Por conseguinte, com os resultados obtidos nesta pesquisa, espera-se contri-
buir para o avang¢o da ciéncia dos materiais e para o desenvolvimento de sistemas
microeletromecanicos mais eficientes e precisos, com foco no monitoramento de es-
truturas.

2.4 Organizacao da Tese

Por meio dessa abordagem sistematica, foi estudada a interacdo da microviga
como um transdutor, fornecendo contribui¢des valiosas para a otimizacdo do projeto
de MEMS e para a exploracao de aplicagdes futuras. Os prdéximos capitulos detalham
essas etapas, envolvendo equagdes, calculos e dedugdes que sustentam a investiga-
céo.
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Capitulo 3

FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, buscou-se estabelecer os alicerces conceituais essenciais que
sustentam e enriquecem o estudo sobre a modelagem e comportamento dindmico de
transdutores. Assim, sdo abordados os fundamentos tedricos que norteiam a compre-
ensao do problema nao linear em questao, examinando em detalhes as autofrequén-
cias e modos normais como autovalores e autofun¢des do operador momento gene-
ralizado.

3.1 Teoria classica de Euler-Bernoulli

A atuagédo de um transdutor como detector depende do tipo de transdutor e da
grandeza fisica que ele esta projetado para medir. Um transdutor € um dispositivo
que converte uma forma de energia em outra. Como detector, ele é responsavel por
converter uma grandeza fisica, como temperatura, pressao, deslocamento, fluxo, luz,
entre outras, em um sinal elétrico ou algum tipo de saida que possa ser facilmente
processado ou interpretado (HOSSAIN et al., 2023).

O transdutor de deslocamento detecta o deslocamento fisico ou a posi¢cao de
um objeto. Também converte o deslocamento em um sinal elétrico, como uma tensao
ou corrente proporcional ao deslocamento medido. E o sinal elétrico pode ser usado
para controlar posicionamento em maquinas industriais, monitorar a posi¢do de com-
ponentes em sistemas de automacao, ou realizar medigdes precisas em instrumentos
de precisao (CHENG et al., 2023).

Assim, a funcdo de transferéncia de um transdutor de tensdo x deslocamento
descreve a relacao entre a tensao de saida gerada pelo transdutor e o deslocamento
fisico ou posi¢cdo do objeto sendo medido. Em outras palavras, ela mostra como a
tensdo de saida do transdutor varia em resposta a diferentes deslocamentos do objeto
(NITHYA et al., 2023).
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A fungéo de transferéncia de um transdutor de tensédo x deslocamento pode ser
representada matematicamente como (YOUNIS, 2011):

V(s)=T(s) * D(s), (3.1)

onde: V(s) é a transformada de Laplace da tensao de saida do transdutor; T(s) € a
funcao de transferéncia do transdutor; D(s) é a transformada de Laplace do desloca-
mento fisico do objeto.

A funcao de transferéncia "T(s)"é especifica para cada tipo de transdutor de
tensdo x deslocamento e depende do projeto, caracteristicas fisicas, eletrénicas e dos
materiais utilizados. Geralmente, ela € determinada por meio de calibragcao experi-
mental ou por meio de modelagem matematica do transdutor e suas caracteristicas
mecanicas e elétricas (YOUNIS, 2011).

A partir da funcao de transferéncia, € possivel analisar a resposta em frequéncia
do transdutor e sua sensibilidade. A sensibilidade é a relacdo entre a mudanga no
deslocamento e a mudanca na tensdo de saida do transdutor. Um transdutor com
alta sensibilidade produz uma variacdo maior na tensédo de saida para uma pequena
variacao no deslocamento, enquanto um transdutor com baixa sensibilidade produzira
uma variagao menor na tensao de saida para a mesma variacao no deslocamento
(YOUNIS, 2011).

A funcao de transferéncia também permite entender o comportamento dindmico
do transdutor, ou seja, como ele responde a diferentes frequéncias de deslocamento.
Isso é importante em aplicacdes onde a frequéncia do deslocamento é variavel, como
em medicoes de vibragdo ou oscilacao (YOUNIS, 2011).

Assim, a funcdo de transferéncia de um transdutor de tensdo x deslocamento
€ uma ferramenta fundamental para entender como o transdutor converte o deslo-
camento fisico em um sinal elétrico, possibilitando a medicdo e a quantificacdo de
movimentos e deslocamentos em diversas aplicacdes, como sensores de posicao,
acelerdbmetros, extensdbmetros e outros dispositivos de medi¢do de deformacgao (BO-
GUE, 2013).

A compreensao da funcao de transferéncia de um transdutor e sua relacao com
o deslocamento fisico é de fundamental importancia para interpretar o comportamento
descrito pela equacao diferencial. Enquanto a funcao de transferéncia explora a con-
versao de movimento em sinal elétrico, a equacao diferencial modela as complexas
interacoes fisicas que ocorrem em sistemas vibratorios. Portanto, ao analisar a equa-
¢ao (3.2), pode-se observar como os principios subjacentes a funcao de transferéncia
se manifestam na dindmica real da viga sob influéncia de uma forga externa.

A equacéo diferencial ordinaria linear de segunda ordem (3.2), também conhe-
cida como a equacao do equilibrio de dinamico de um sistema estrutural, relaciona
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as coordenadas generalizadas do movimento, quer seja de estruturas continuas ou
discretas, com uma forca externa f (1), e é frequentemente usada em problemas de
transdutores e sistemas mecanicos para modelar seu comportamento oscilatério,

mx+cx+kx= f(1), (3.2)

onde: m: é a massa da viga (em quilogramas, kg), que desempenha um papel na
inércia do sistema; : é a aceleracdo da viga (em m/s?), que é a segunda derivada
do deslocamento x em relagdo ao tempo; c: € o coeficiente de amortecimento ou
dissipacdo (em Ns/m), que esta relacionado com a quantidade de amortecimento
no sistema. Um valor maior de ¢ representa um sistema mais amortecido. x: é a
velocidade da viga (em m/s), que é a exponencial do deslocamento x em relacao
ao tempo; k: é a constante de rigidez da viga (em N/m), que quantifica a rigidez do
sistema; x: € o deslocamento da viga (em metros), que representa a posi¢cao da viga
em relacdo a uma posicao de equilibrio.

A parte f(r) em (3.2) representa a forca externa aplicada a viga no tempo t. A
solucédo da equacédo depende da forma especifica dessa forca f(t) e das condicdes
iniciais do sistema, ou seja, as posi¢oes iniciais e velocidades iniciais da viga.

Resolver essa equacao diferencial pode envolver varias técnicas, dependendo
da natureza da forga f(t), das condic¢oes iniciais e das propriedades do sistema (RAO,
2010). Em muitos casos, técnicas de transformada de Laplace, métodos numéricos
ou solugdes analiticas especificas sao aplicadas para encontrar a resposta do sistema
ao longo do tempo.

E importante notar que a solucdo da equagao pode levar a diferentes comporta-
mentos, incluindo oscilagdes amortecidas, oscilacdes criticas e oscilacbes ndo amor-
tecidas, dependendo dos valores de m, ¢ e k, bem como da forma da forga f(t) (RAO,
2010).

Assim, a primeira derivada x representa a velocidade de um ponto da viga em
relacdo ao tempo t:
dx(t)
¢ = 3.3
I=—0 (3.3)
E a segunda derivada X representa a aceleragao de um ponto da viga em rela-

¢ao ao tempo t:

oo d*x(1)
dr?
A equacédo 3.2 descreve como a massa da viga interage com a forca externa
f(t), a rigidez k e 0 amortecimento ¢ para determinar 0 movimento da viga ao longo do
tempo.

(3.4)

A equacgédo 3.5 encontra uma aplicacéo significativa no contexto dos transduto-
res, desempenhando um papel importante na compreensao das respostas e compor-
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tamentos desses dispositivos.
x=Ce (3.5)

Nesse contexto, x representa o deslocamento fisico de um transdutor, ou seja, a mag-
nitude da alteracéo na posi¢do de uma parte do dispositivo em relagdo a uma posi¢ao
de referéncia. O deslocamento é uma medida fundamental em muitas aplicacées de
engenharia estrutural e industrial.

A constante C desempenha um papel relevante na interpretacdo da equacéao
em termos de um transdutor. Ela representa o deslocamento inicial quando ¢ = 0, ofe-
recendo uma linha de base para as medi¢oes subsequentes. Assim, em um transdu-
tor de deslocamento, c representa o deslocamento inicial antes de qualquer variacao
ocorrer, e a equacao 3.5 captura a variacao subsequente de deslocamento em relagao
a esse ponto de referéncia.

O parametro s, por sua vez, assume a funcao de transmitir as caracteristicas de
resposta do transdutor. Em termos préticos, s pode ser associado a sensibilidade do
transdutor, a taxa na qual ele responde as variacées da entrada. Assim, em um trans-
dutor de tensdo que converte deslocamento em sinal elétrico, s influencia a relacao
entre a magnitude do deslocamento e a magnitude do sinal de saida.

A equacao 3.5 é especialmente Util na analise de transdutores em regimes di-
namicos, onde as respostas variam ao longo do tempo. Ela permite entender como as
variagdes no deslocamento inicial ¢ e no parametro s se traduzem em mudancgas na
saida do transdutor com o passar do tempo, o que é importante para projetar, calibrar
e interpretar os resultados de transdutores em uma ampla gama de aplicagdes, desde
dispositivos de deteccdo de movimento até sistemas de monitoramento industrial.

Em suma, a equagao 3.5 desempenha um papel importante no entendimento de
como os transdutores convertem deslocamentos fisicos em respostas elétricas men-
suraveis. Ela oferece uma estrutura matematica para analisar a relagao entre deslo-
camento, parametros de sensibilidade e a evolugao temporal das saidas do transdu-
tor, permitindo que engenheiros e cientistas compreendam e otimizem o desempenho
desses dispositivos em uma ampla variedade de cenarios de aplicagéo.

As equagles 3.6 e 3.7 descrevem a primeira e a segunda derivadas do deslo-
camento x em relagdo ao tempo t quando x € a fungédo exponencial 3.5.

%= Cse', (3.6)

% =Cs%e’! (3.7)

Essas relagbes sdo importantes em analises de sistemas dinamicos, na reso-
lucdo de equacdes diferenciais lineares, incluindo a equacéao diferencial de segunda
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ordem apresentada anteriormente (3.2). As solu¢des exponenciais sao frequente-
mente encontradas em sistemas onde a resposta a uma perturbacao é influenciada
pelo valor de s, que esta relacionado as propriedades do sistema subjacente.

Desse modo, a equacao 3.8 surge como uma extensao da equagéao diferencial
de segunda ordem homogénea associada a equacéo 3.2. Nessa equagao, as deri-
vadas de x foram substituidas por termos exponenciais Ce*’ para resolver a equagao
diferencial por meio de uma abordagem de substituicdo. Os coeficientes m, ¢ e k
representam a massa, o coeficiente de amortecimento e a constante de rigidez, res-
pectivamente.

mCs?e’! + cCse’’ + kCe®' =0 (3.8)

Dessa forma, a equagao expressa uma solugcado exponencial que esta sendo
considerada como uma possivel resposta a equacgao diferencial homogénea. A pre-
senga de Ce’’ em todos os termos é uma caracteristica da solugdo exponencial para
esse tipo de equacgdo. O valor s influencia a natureza da solugéo, determinando se o
sistema é subamortecido, criticamente amortecido ou superamortecido.

Resolvendo essa equacao, podemos determinar os valores possiveis de s, que,
por sua vez, ajudardo a descrever o comportamento vibratério ou oscilatério do sis-
tema descrito pela equacéao diferencial original. A solucao para s pode fornecer infor-
macdes sobre as frequéncias naturais de oscilagcao, bem como sobre a rapidez com
que as oscilacdes sao amortecidas ao longo do tempo.

A exponencial x = Ce** modela o deslocamento de um transdutor, com C repre-
sentando o deslocamento inicial e s a sensibilidade, e ajuda a compreender a resposta
temporal de transdutores. Substituindo x e suas derivadas no problema homogéneo
associado a equacao original (3.2), obtem-se a equagao caracteristica (3.9).

ms?+cs+k=0. (3.9)

A equacéo (3.9) exemplifica uma abordagem matematica comum para resolver
problemas de sistemas mecénicos ou sistemas dindmicos em geral. Ao encontrar os
valores de s, podemos descobrir como as caracteristicas do sistema (massa, amorte-
cimento, rigidez) influenciam seu comportamento oscilatério.

As solucdes para s em termos dos parametros m, c e k, que descrevem as
propriedades do sistema sao dadas por

a2 _ _ 2
gz CEVE 4mk=—ci\/(i) _k (3.10)
2m 2m 2m m
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O termo dentro da raiz quadrada V¢ —4mk é conhecido como o discriminante
da equacéo caracteristica e determina o tipo de solucdo. A seguir, ha uma descricao
de como esse termo influencia na resposta do sistema em termos das raizes caracte-
risticas (3.10).

Quando ¢® -4mk > 0, os valores de s; e s, sdo reais e distintos, indicando dois
modos de vibragdo naturais diferentes, exibindo as oscilagées, indicando uma res-
posta que cresce ou diminui periodicamente com o tempo.

Quando ¢?> -4mk =0, os valores de s; e s, Sdo iguais, indicando um Unico modo
de vibracao natural, que pode ser amplificado ou atenuado ao longo do tempo.

Quando ¢? -4mk < 0, os valores de s; e s, Sd0 complexos conjugados, indi-
cando oscilagées amortecidas, que possuem uma componente de amortecimento e
uma componente oscilatéria, e a resposta diminui ao longo do tempo.

Pode-se utilizar as taxas de amortecimento e frequéncias associadas

wn:\/E, (3.11)
m

c

(_

2mw,,’

(3.12)

wg=wn\/1-{2, (3.13)

para descrever a resposta. Em particular, para o discriminante negativo, a solugao s é
apresentada nesta forma
s=—(wp,tiwg (3.14)

Assim, a resposta do sistema, para este caso, € dada por

sen(wgt)|. (3.15)

_ Xo+(wnx
x(1) = e ¢wnt xocos(cudt)+M
w

d

A equacéo (3.15) mostra a resposta do sistema em forma de variavel de estado,
utilizando apenas os parametros internos do sistema.

Quando o sistema recebe um sinal de entrada, a resposta do sistema é calcu-
lada utilizando a integral de convolugao, ou integral de Duhamel (RAO, 2010). Neste
caso, a equacgao (3.16) mostra como o sistema responde a oscilacées forcadas su-
jeito a amortecimento. Ela descreve tanto a influéncia das oscilacées naturais do sis-
tema, também chamadas de efeitos transitérios, quanto a influéncia da for¢a externa,
neste caso, denotado pelo sinal de entrada f(#), levando em consideragao a atenu-
acao devido ao amortecimento. Assim, (3.16) permite analisar a evolu¢ao temporal
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do deslocamento da viga em resposta a uma carga externa, considerando tanto as
caracteristicas inerentes do sistema quanto as condi¢des de excitacao.

1
mawg

_ Xo +(wnx
x(1) = e t@nt xocos(a)dt)+M
w

t
f f@)e D sen(wq(t—1))dr
d 0

(3.16)

sen(wg t)) +

Desse modo, o transdutor pode ser visto como um sistema, cujo comportamento
dindmico é descrito por (3.16) e, neste contexto, percebe-se a necessidade de mode-
los matematicos para quantificar as variaveis fisicas envolvidas no processo. Sua per-
formance €, geralmente, descrita através de equacdes diferenciais ordinarias. Quando
se olha para todo o processo tendo em vista a montagem do hardware, outros compo-
nentes além do transdutor sdo necessarios, como os codificadores analégicos/digitais
e 0s sistemas computacionais podendo ser neste caso, os armazenadores e/ou pro-
cessadores de sinais (TOCCI RONALD J.; WIDNER; MOSS, 2011).

Por outro lado, os dispositivos microeletromecanicos englobam sistemas me-
canicos, hidraulicos e elétricos, e portanto e se baseiam em mecénica do continuo,
o que implica no uso de equacdes diferenciais parciais na descricdo dos elementos
estruturais (cabos, barras, vigas, placas, membranas), cuja metodologia de solugao é
transformar o problema espacial em ordinario.

A metodologia de analise envolve os autoestados do sistema, que, no caso dis-
creto, possui um numero finito de componentes. Este ndo € o caso do nosso trabalho,
em que o sistema possui infinitos autoestados, por se tratar de sistemas continuos
descritos por equacdes diferenciais parciais, e as respostas (modos normais de vibra-
cdes) serem nao lineares, devido a natureza das forgas que atuam no sistema. Para
obter a resposta no dominio do tempo, tanto para o caso discreto quanto para o conti-
nuo, a abordagem adotada é a seguinte: obtém-se os autovalores a partir da equacgao
caracteristica do sistema; de posse dos autovalores constréi-se as autofung¢des do sis-
tema; utilizando a propriedade de ortonormalidade dos modos normais obtém-se as
equacoes de estado para cada uma das projecdes representadas pelas autofungdes.
Também cumpre destacar que a modelagem sera feita em duas partes: na primeira,
considera-se as equacoes de estado ja projetadas, o que significa dizer que a resposta
do transdutor € obtida por meio da solugédo de equacgdes diferenciais ordinarias; na se-
gunda parte, o problema é analisado a partir do paradigma da mecénica do continuo,
isto quer dizer que a resposta do transdutor € obtida por meio de equacdes diferenciais
parciais e a metodologia € a mesma que no caso de equacdes ordindrias - calcula-se
os autovalores a partir da equacgao caracteristica; obtém-se as autofungdes do sis-
tema e usa a integral de convolucao para calcular a resposta. Este procedimento foi
realizado tanto para o caso classico quanto para o modelo de deformacéao gradiente.
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Para modelar o transdutor, foi usado um sistema com um grau de liberdade com
rigidez interna para determinar as respostas de forcas eletroestaticas. Para obter um
bom entendimento de como o sistema funciona, é necessério analisar o esquema de
resposta e 0 seu comportamento quando sujeito a carregamentos do tipo dissipativos
e viscosos, bem como a acoplamentos piezoelétricos e eletromagnéticos.

O deslocamento estatico da massa € ;. O equacionamento do modelo de
transdutor passa pelo deslocamento relativo do dispositivo é denotado pelo desloca-
mento que a variavel y sofre em relacdo a um deslocamento x. Ambos os deslo-
camentos x € y s&o relacionados a um sistema inercial. A relagao entre estes dois
deslocamentos é

a@ = x-yw. (3.17)

A massa m esta sujeita as forcas fy(1), f(t) e F,;(q,q,§), que descrevem as ca-
racteristicas do dispositivo. As forgcas fy(1) e f(t) representam as entradas do sistema,
enquanto F,(q, q,q) é inserida no modelo para contemplar as especificagbes de pro-
jeto, como, por exemplo, as forcas de Van der Waals, ou campos de temperatura
(YOUNIS, 2011). Se o recipiente denotado pela variavel y estiver em repouso, pode-
se considerar y = 0; neste caso, q(t) = x(1).

Fazendo o equilibrio de forcas sobre a massa m na direcao vertical y(1), tem-se

mi+Fs(q,q)+Fa(q,q) + Fr(q,q,§) = mg+ fo(t) + f(1). (3.18)

A forga constante fy(t) pode ser originada de diversas maneiras, tais como atra-
cOes eletroestaticas, gradientes de pressao entre as superficies do recipiente ou a
presenca de forcas magnéticas, caso o material da massa seja magnetizavel, con-
forme destacado em referéncias anteriores (YOUNIS, 2011; MAGRAB, 2012). A forca
Fs(q, q) representa a forca da mola, cuja expressao é dada por Fs(q,q) = k(g +06), €
F,(q,q) denota a forca de dissipacao F;(q, q) = cq.

Assim, considerando essas forcas, o modelo do sistema assume a seguinte
forma

mi+cx—yY)+k(x—y+06s)+F(x—y,x—y,X—J)=mg+ fo(t) + f(1) (3.19)
Na escala de MEMS, o amortecimento viscoso é causado por varios fenbmenos
que sao influenciados pela pressao e temperatura ambiente, pela amplitude e frequén-

cia da oscilacao, pela viscosidade e pelas caracteristicas geométricas (YOUNIS, 2011;
MAGRAB, 2012).

A partir da equacgao (3.19), tem-se que

1
5st:E(mg+f0(l‘))- (3.20)
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Substituindo (3.20) em (3.19), tem-se

mi+cx+kx+F.(x—y,x—y,X-))=f(t)+cy+ky. (3.21)

Quando y(1) =0, tem-se

mx+cx+kx+F.(x,%,%) = f (1) (3.22)

No ambito da teoria de automacao e controle, forcas eletroestaticas exercem um
papel fundamental como parte integrante em sensores e atuadores (MAGRAB, 2012);
(YOUNIS, 2011). A partir da equacgéao (3.17), e utilizando a equacéo (3.20), a equagao
(3.18) pode ser escrita como

mg+cg+kq+F(q,q,qG) = f(t)—mj (3.23)

Esta equacéao representa o movimento da massa em relacao a posicao de equi-
librio estatica. Quando y(t) = 0, a equacgéao (3.23) se torna

mx+cx+kx+ Fy(x,x,%X) = f(t). (3.24)

E quando a for¢ca de reac&o nao esta presente, Fr(q,q) =0, a equagao (3.24)
pode ser simplificada para
mi+cx+kx= f(1). (3.25)

Voltando a equacéo (3.23), definimos F, (g, §) = 0 para obter

mg+cq+kq=f(t)—mj. (3.26)

Agora, introduzimos as equacdes (3.11) e (3.12) em (3.25) para obter a seguinte
equacao governante do movimento em termos da frequéncia natural e fator de amor-

tecimento,
2

2
%+26wn%+wiq:f(t)—%. (3.27)

Um dos principais aspectos na analise de microestruturas envolve a aplicacéo
da tenséao eletrostatica modelada de forma né&o linear em termos do deslocamento
entre placas (YOUNIS, 2011; MAGRAB, 2012). Geralmente, estruturas que abrigam
componentes de sensores sao flexiveis, como vigas ou placas. Portanto, na condicao
de equilibrio, quando se aplica uma forga eletrostética, é necessario equilibra-la com
a forca de restauracao da estrutura, que geralmente é linear e depende do material.
Consequentemente, o equilibrio da estrutura depende da interagdo entre essas duas

forcas. Caso a forga eletrostatica seja maior do que a forga de restauragéo, o sistema
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entra em um estado de estabilidade conhecido como pull-in (YOUNIS, 2011). O va-
lor do estresse no qual esse fenbmeno ocorre € um parametro de projeto crucial no
desenvolvimento de equipamentos eletrostaticos.

No presente trabalho, a fungéo f;(z, 2) assume a seguinte forma

_2delhVq
d*+2d?q®>+ q*’

fra,q) = (3.28)

onde ¢ é a constante dielétrica do material responsavel por suas propriedades con-
dutoras; I,h e d sdo parametros geométricos da estrutura, conforme Figura (??) e
(YOUNIS, 2011). E g é o deslocamento da placa. No modelo a ser analisado, nao
ha elementos de dissipacao. Considerando esta informacao e substituindo (3.28) em

(3.26), tem-se
—2¢el1dV?q

m(d*+2d?q*+ q*) -

mé+kq— . (3.29)

Usando a integral de Duhamel (RAO, 2010), a solugéo de (3.29) & dada por

do
CI§+ (w—)

n

1
2

; 2
%fun))+ 1 f 2ettdV?q(1) sen(w,(t—1))dt

do mw, Jo (d*+2d?q(1)?+ q(1)%)
1
mwy,

q= sen(a)nt+ tan_l(

t
f j(r)sen(wy(t—1))dT.
0
(3.30)

Sobre a expressao (3.30), € importante destacar que os parametros qo, qo re-
presentam, respectivamente, a posicao e velocidade iniciais da estrutura; [,b,d e h
sdo parametros geométricos da estrutura; w,, a frequéncia natural da microestrutura,
€ necessaria para avaliar a resposta ¢; seu célculo considera a modelagem de siste-
mas distribuidos e baseia-se em problemas de valor de contorno w,, = \/%; y(t) repre-
senta a deflexdo dinamica da estrutura monitorada; a tensao, V, produzida depende
das caracteristicas do material (médulo de elasticidade E e parametros geométricos
I), expressa pelas suas equacdes caracteristicas (modelos constitutivos); assim, é
razoavel assumir que V = V(q, y); € importante ressaltar que, no contexto de monitora-
mento, a resposta da microestrutura z € uma fungao do objeto monitorado, neste caso,

Y-

3.2 Modelos de parametros distribuidos

A equacao (3.29) descreve o comportamento da microviga, constituindo um mo-
delo de parametros concentrados. No entanto, para obter uma compreensao abran-
gente do comportamento da estrutura, essa abordagem se revela inadequada, visto
que nao oferece precisdo nem capacidade para descrever minuciosamente toda a
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dindmica do sistema, ainda que seja um modelo mais simples e pratico (YOUNIS,
2011). Uma informacao crucial que se perde ao se adotar modelos concentrados é a
maneira como a tensdo gerada pelo material € calculada. Para responder a essa ques-
tao, é imperativo recorrer as equacoes constitutivas do material, e, para tal propdésito,
a abordagem mais apropriada € a utilizacdo de parametros distribuidos (MAGRAB,
2012; YOUNIS, 2011). Nesta secéo, essa perspectiva € abordada e demonstra-se
como a tensdo gerada esta intrinsecamente relacionada aos parametros do modelo
em questao.

Um primeiro ponto de extrema relevancia a ser considerado é que a constante
de rigidez depende das condi¢des de contorno as quais a estrutura esta sujeita.

Para obter as equacgdes de equilibrio da estrutura sera utilizada a abordagem
variacional, (RAO, 2007). O primeiro passo € considerar o campo de deslocamento
(u, v, w) nas respectivas diregoes, x,y e z,

u=-zw'(x), v=0, w=wx). (3.31)

Na equacdo (3.31), a direcdo x denota o comprimento longitudinal da microviga;
y € z encerram as informacdes da secao transversal (RAO, 2007). As componentes
do tensor de deformacao e tensao correspondente ao campo de deslocamento séo

€xx=—2W"(X), €yy= €zz= €xy= €z = €, =0, (3.32)
Oxx=—2EW"(X), Oyy= 0.2= 0xy= 0y;= 0,4=0. (3.33)
Segue de (YOUNIS, 2011) que a seguinte relacao para o sensor, é valida
€xx = S110xx +d11 V. (3.34)
De (3.34) e (3.33), tem-se

(s1—1)
z
11

V(w) = w” (x), (3.35)

m? )’

onde sij( N) i=1:6, j=1:6¢€ d,-j(%), i=1:3, j=1:3sao, respectivamente, as com-
ponentes de flexibilidade e piezoeletricidade do material (YOUNIS, 2011). O principio
de Hamilton (RAO, 2007) fornece as equacdes de equilibrio da estrutura

EIw' (x, 1) + pAti(x, ) = fr(w(x, 1), y(1), (3.36)
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com as seguintes condi¢cdes de contorno

(EI—+kt (e ) - o, (3.37)
( Tk Se)o( ) - o, (3.38)
0 w
(a (EIF)+k1w+m1F)5w - = 0, (339)
0 0w 0w
(a (EIF)+k1w+m1?)5w o = 0. (340)

com termo forcante, f,(w,y) dada por

2eld(s;; — 1222w (x, D> w(x, t)
di(d*+2d?w(x, )2+ w(x, D)

frw(x, ), y@) = - j(D. (3.41)

Assumindo a solugéo do tipo harménica para (3.36), tem-se

w(x, 1) = p(x)e'®’ (3.42)

E possivel mostrar que ¢(x) é dada por ((YOUNIS, 2011))
@(x) = A; cos(Bx) + Az sin(fx) + Azcosh(Bx) + Aysinh(Bx), (3.43)
onde a e B satisfazem a seguinte relagéo

EI
a = mpzlz, (3.44)

) Aa?
0" =g, (3.45)

Usando as condi¢des de contorno para (3.43), (YOUNIS, 2011), 8, juntamente
com os coeficientes A;,i =1:4, podem ser calculados.

A metodologia usada para o caso forgado, ou seja, em que f(x, r) # 0 é influenci-
ada pelo parametro g em (3.43). Das condi¢cdes de contorno (3.37)-(3.40), é possivel
mostrar a existéncia de uma sequéncia (8,) e, conforme pode ser visto em (RAO,
2007), tal que a solucao de (3.36) é dada por

wx, 1) =) qi(Hp;(x) (3.46)

i=1

Substituindo (3.46) em (3.36), multiplicando por ¢; e usando a ortonormalidade
das autofuncoes ¢, (x)

ijj+a?qj:Fj(q,y), (347)
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onde a; € dado por (3.44) e F;(t) € dada por

2
(Z?g() (p;'lqi) (Z;ﬁl (piqi)

2¢Ld(sy; — 1)%22 fL
0

F;(1)
! pAdy

2 29 (0 dx — j(1{3.48)
d*+2d? (Z(;Zl (piqi) +

Z?Zl(piqi)
Com isso, obtém-se a resposta forgcada do sistema
doj . 1 [t .
qj(t) =qojcos(a;t) + a—sm(aj n+ a—f Fj(r)sin(a;(t-1))drT, (3.49)
. - Jo

J J

onde F;(t) € dada em (3.48) e qo;,qo; sS40 dadas respectivamente por

l
qoj fo wo(x)Pj(x)dx, (3.50)

!
doj fo wo(x)pj(x)dx, (3.51)

em que wy(x) e wy(x) sao respectivamente a posicao e velocidade inicial de w(x, t).

o0

Sobre a resposta g = (q j) , alguns pontos sao importantes destacar
j=1
* inspecionando diretamente (3.48), € de se esperar que F; seja limitada em g;

(e.0]

* a rigidez da estrutura a = (aj) ¢ definida por infinitas componentes a; que,
J=ro
por sua vez, dependem das condicbes de contorno da estrutura para serem

definidas.

3.3 Casos classicos de vigas com condicoes de con-
torno

Na presente secao, sdo analisados alguns casos de ressonadores (sensores)
importantes que sdo amplamente discutidos na literatura (VATANKHAH, 2015; VA-
TANKHAH et al., 2014; VATANKHAH; KARAMI; SALARIEH, 2015; VATANKHAH et al.,
2013; VATANKHAH et al., 2013).

Anteriormente, foi apresentado que as componentes da rigidez dependem das
condi¢oes de contorno (3.37)-(3.40) e das equagdes constitutivas do material (3.44).
Em seguida, foram determinados explicitamente os valores de g;, as autofungoes ¢ ;
e utilizando a equacao (3.49) obtém-se a resposta do sistema
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3.3.1 Vigas simplesmente apoiadas em ambos os extremos

O deslocamento transversal e o momento s&o nulos para vigas simplesmente
apoiadas. Portanto, as condi¢des de contorno sao

p0) = 0, (3.52)
Eldzi(zo) = 0 (3.53)
pl) = 0, (3.54)
peh (3.55)
Os valores de g,, sdo dados por
,Bn:%,nzl,z,..., (3.56)

e a, € dada por

| EI
an:(nn)z W, n:1,2,.... (357)

Na Tabela (3.1), sdo apresentados os valores para as cinco primeiras frequén-
cias de vibragao da estrutura. As autofunc¢des séo definidas por

1
0 =[2) sinfL™*
(Pj(x)—(L) s1n( 7 ) (3.58)

Tabela 3.1 — Tabela das frequéncias naturais da viga bi-apoiada, a, em (3.57). Fonte: Autoria propria.

a,(MHz)
4.2242
16.897
38.018
67.587
105.60
152.07
206.98
270.35
342.16
422.42

O©CoONOOTPRWDN =S

—_
o
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3.3.2 Viga fixa em uma extremidade e livre na outra

Um outro modelo de viga bastante usado sao as chamadas vigas engastadas,
(YOUNIS, 2011), cujas condi¢des de contorno sao dadas por

p0) = 0 (3.59)
d‘c’l’;o) = 0 (3.60)
d?¢(L)
d3p(L)

Segue de (RAO, 2007) que as raizes caracteristicas g satisfazem a equacéao
cos(BL)cosh(BL)+1=0, (3.63)

e a frequéncia natural de vibragao €

EI 1/2
an:(ﬁnL)z(pAL4) ) nzlyz)---- (364)

As raizes caracteristicas g, de (3.63) e a frequéncia natural de vibracédo a,,
obtidas de (3.64), apos substituir §,,, estdo na Tabela (3.2).

pL=¢Erlr gL q,(MHz)
1.5708 1.8751 0.152
4.7124 4.6941 0.954
7.8540 7.8547 2.671
10.9956 10.9956 5.235
141372 14.1372 8.654
17.2788 17.2788 12.928
20.4204 20.4204 18.056
23.5619 23.5619 24.039
61.261 61.261 162.506
50 155.508 155.508 1047.154
Tabela 3.2 — Caso classico. Fonte: Autoria propria.

NoNooh~wn =3

Os modos normais de vibragao normalizados sdo dados por

cos(fB,L) —cosh(f,L)
sin(f,L) —sinh(B,L)

cos(fB,x) —cosh(f,x) — (sin(f,,x) —sinh(B, x))

1
Pnx)=— , (3.65)

VL
pois

(cos(B,L) +cosh(B,L))
(sin(B, L)+ sinh(B,L))

L 2
f ((cos(ﬁnx)—cosh(ﬁnx))— (sin(ﬁnx)—sinh(ﬁnx))) dx=1L, (3.66)
0
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calculado numericamente utilizando a Quadratura de Gauss-Legendre com quinze
pontos para diferentes valores de L.

Quando se trata de vibracado, os modos normais sao os padrées de movimento
ou vibragcao que um sistema exibe em uma frequéncia natural especifica.

No contexto de microvigas engastadas, ao considerar a dindmica e a resposta
a excitadores externos, os modos normais sdo as formas distintas de vibracao da viga
em diferentes frequéncias naturais. O primeiro modo normal é o padrdo fundamental
de vibragéo.

Entender os modos normais € crucial para analises modais, pois ajuda a com-
preender como um sistema complexo responde a diferentes condicdes de carga ou ex-
citacdo. A analise modal é fundamental em engenharia estrutural, design de sistemas
microeletromecanicos e em varias outras aplicagdes para garantir que as estruturas
ou sistemas possam suportar as condigdes de operacdo esperadas.

Nas figuras seguintes, sdo apresentados 0s cinco primeiros modos normais
classicos para a microviga engastada e suas respectivas variagdes em fungdo dos
parametros h e L.

As Figuras (3.1a)-(3.5b) mostram os cinco primeiros modos normais e seus res-
pectivos planos de fase para o caso classico, com parametros h = 20um € L = 20h,
com o intuito de analisar a intensidade da taxa de variagdo dos mesmos.

5
0 0= 107
-50 -1t )
¥1 ™ dipy /
\__\...\ a’{z L /_,"
-100 ¢ E 7
3
-150 ; 4 ‘ ‘ s s s
0 1 2 4 -120 -100 -80 60 -40  -20
x (m) %107 1

(a) Modo normal. (b) Plano de fase.

Figura 3.1 — Primeiro modo normal e plano de fase da microviga engastada para o caso classico. Fonte:
Autoria propria.

As Figuras (3.62)-(3.6e) mostram os cinco primeiros modos normais para o caso
classico variando a espessura h, com parametro L = 20h. Observa-se que eles man-
tém a mesma forma com uma leve variagdo de amplitude.

As Figuras (3.72)-(3.7e) mostram os cinco primeiros modos normais para o caso
classico variando o comprimento L, com parametro h = 20um. Percebe-se que eles
mantém a mesma forma com uma leve variacdo de amplitude.
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150 ‘ - ‘ 15210
100 // 1 -
0y 50[ a de05-
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O — e 1 o .‘
~. ,-""/ N . /‘
501 - g 1 05"t ~
-100 : : : 1 - ‘ ‘ -
0 1 2 3 4 100 -50 0 50 100 150
X (m) x10 @2
(a) Modo normal. (b) Plano de fase.

Figura 3.2 — Segundo modo normal e plano de fase da microviga engastada para o caso classico.
Fonte: Autoria prépria.

100 ‘ - ‘ 5 x10°
50 / \\ 1t ///_, ~
N dips
¥3 0 / \ ] g \
\\ // \
7/ \ - / /
-50 AN 4 \_ 1 1 - S
— N\
-100 : : : 2 I ‘ ‘
0 1 2 3 4 -100 -50 0 50 100
x (m) %107 ©3
(a) Modo normal. (b) Plano de fase.

Figura 3.3 — Terceiro modo normal e plano de fase da microviga engastada para o caso classico. Fonte:
Autoria propria.

150 ‘ : ‘ 5 210° S
100 - 2 -
¢4 50 / N dod Y73 AN
y \ dr f‘/ \\
0 /.’ \ 0 [
\\ // \‘\\ // W /

S0 N NS A 4 S

-100 ‘ : : 2 o~ .
0 1 2 3 4 100 -50 0 50 100 150
x (m) %107 ©4
(a) Modo normal. (b) Plano de fase.

Figura 3.4 — Quarto modo normal e plano de fase da microviga engastada para o caso classico. Fonte:
Autoria propria.

Da mesma forma, a rigidez da viga engastada pode ser obtida da Tabela (3.2) e
da equacao (3.64).
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100 ‘ : ‘ 4 2 10°
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(a) Modo normal. (b) Plano de fase.

Figura 3.5 — Quinto modo normal e plano de fase da microviga engastada para o caso classico. Fonte:
Autoria propria.

Tabela 3.3 — Valores de rigidez para a viga engastada baseada nos dez primeiros modos normais.
Fonte: Autoria prépria.

Kk
3.3968e+02
1.3341e+04
1.0460e+05
4.0164e+05
1.0976e+06
2.4492e+06
8.4687e+06
1.3972e+07
2.1802e+07
10 3.2533e+07

O©CoONOOOTR,WN =S

A saida do transdutor é a tensao elétrica fornecida pela equacéo (3.35). Usando
a férmula (3.49) para as coordenadas generalizadas e (3.58) para os modos normais,
considerando as condi¢gbes de contorno, verifica-se que a expressao da tensao em
funcdo das coordenadas generalizadas € dada por

V; =
i(w) an ]

1- 2 i
(1—=s11) gsm(ﬁ;x

—)qj(t), t=0, xe[0,L], e j=1,2,... (3.67)
Assim, verifica-se que o comportamento da saida tensao elétrica levando em
consideragao as contribuicbes dos modos normais. Além disso, observa-se que a
escala de operacgéo de tensio elétrica esta na faixa de 1078, sendo também importante
lembrar que no contexto do presente trabalho, o dispositivo trabalha como detector.

3.4 Teoria da deformacao gradiente

Na sec¢do anterior, os sistemas de parametros concentrados e distribuidos fo-
ram discutidos na modelagem de transdutores. Viu-se que os modelos concentrados
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(e) Quinto modo normal.
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(b) Segundo modo normal.
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(d) Quarto modo normal.

Figura 3.6 — Comparacao de valores de h para o caso classico. Fonte: Autoria prépria.

sao amplamente utilizados a respeito de sua simplicidade na manipulacdo numérica
de dados, mas, quando o objetivo é ter informacdes mais detalhadas sobre o compor-
tamento do dispositivo, os sistemas distribuidos sdo mais apropriados, mesmo tendo
sua manipulacao acrescida de maior complexidade. Destaca-se ainda a relacéo entre
tensdo elétrica e deslocamento mecanico fornecido pela equacao (3.35). Foi ainda
apresentado um modelo de resposta para sistemas microeletromecéanicos baseado
na relacdo deslocamento x tensao elétrica; também foi mostrada a influéncia que a
rigidez da estrutura exerce na resposta do sistema. Levando em consideracao (3.44)
percebe-se a importancia que os parametros geométricos, largura e espessura de
materiais, modulo de Young e condi¢cdes de contorno, tem no comportamento da res-
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(e) Quinto modo normal.

Figura 3.7 — Comparacao de valores de L para o caso classico. Fonte: Autoria propria.

posta do dispositivo, em particular a relacao tensao elétrica com deformagéao mecanica
(3.34).

Os estudos de (LAM et al., 2003; KAHROBAIYAN et al., 2011; KAHROBAIYAN
et al., 2012; KONG et al., 2009; YOUNIS, 2011), baseados nos trabalhos pioneiros
(ERINGEN; SUHUBI, 1965; MINDLIN; ESHEL, 1968), sugeriram que as propriedades
dos chamados materiais inteligentes poderiam ser melhor percebidas se houvessem
modificagdes na sua energia interna.

Mais especificamente a energia de deformacéo interna, conforme (KONG et al.,



Capitulo 3. FUNDAMENTACAO TEORICA 48

2009), foi considerada como

1
U:Efv((fijé‘ij+l9i)fi+rll.jkn}jk+mfj)(fj av, (3.68)

onde os tensores de deformacdes, e,-j,y,-,n}jk e )(}]. sao dados por,

1
€ij = z(aiujJr@jui), i,j=1,...,3 (3.69)
Yi = 6i€mm» i= 1...,3 (370)
1 1 0ij
nijk = 5 aiejk"‘ajeki"'akeij —1—5 akeemm+26m€mk ’ (3-71)
_E 5jk(ai€mm+am€mi)+5ki(0j€mm+25m€mj) i,j,k=1,...,3 (38.72)
1
Xij = z(eipgapeqj +equap€qi)r (3.73)

onde o indice repetido no tensor significa somatoério dos componentes. Conforme
definido em (LAM et al., 2003; KONG et al., 2009), v; é o gradiente de dilatacao; n}jk é
o tensor gradiente desviador resistente; ij € o tensor gradiente de rotacao simétrica;
d;j € o delta de Kronecker e e; i € o tensor alternante. De forma dual, os tensores de
tensdo mecénica associados, respectivamente, a eij,)/i,n}jk,xjj séo

oij = (E+ 4?”)6,-jemm+2,ueij, i,jm=1,...3, (3.74)

pi = 2ully;, i=1,...,3, (3.75)
Tll'jk = Zﬂl%ﬂbk’ i,j,k=1,...,3, (3.76)
mi; = 2ulyiy, ij=1,...3 (3.77)

onde E é o mddulo de elasticidade e u € o coeficiente de Poisson. Levando em con-
sideracao que, o campo de deslocamento para vigas € dado em (3.31), e que, substi-
tuindo em (3.69) e (3.74) e levando em consideragao a energia dada em (3.68) tem-se

h3 L
b f w"dx +
0

120 180 bh?
U= [(2u1§ - %,ulf+,ul§)bh+EE ]

1
ﬁ,ulf+2ul§ EA/(; w"'zdx. (378)

Usando as notacdes

120 bh?
© bh?
(180 5

e usando o Principio de Hamilton (RAO, 2007), tem-se que a equacao de movimento
para a viga, usando a teoria da deformacéao gradiente é dada por

bhpti + K0t w - K208 w + g =0, (3.81)
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onde g é usada para definir o trabalho externo, (KONG et al., 2009)

L
+[MSw']
0

L
+[IM"sw"
0

L

, (3.82)

L
5V:f géwdx +[Vow]
0 0

e a expressao para a energia cinética é

1 L i L r L tr
6T:(5(—ff pbh(bi/)zdtdx):f pbhwsw dx—ff pbhiwdwdtdx, (3.83)
2 Jo h 0 h 0 Jn

onde p € a densidade do material.

Na expressdo (3.82), o termo M" é designado, na literatura, como momento
duplo (KONG et al., 2009). Novamente, pelo principio variacional, tem-se as condi¢des
de contorno

[V(L) - K103 w(L) + K205 w(L)dw(L) - [V (0) — K105 w(0) + K203 w(0)]6w(0) =0,  (3.84)

[M(L) - K102 w(L) + K»0% w(L)180, w(L) — [M(0) — K102 w(0) + K»0% w(0)]50,,w(0) = 0, (3.85)
[M™M(L) + K103 w(L)160% w(L) — [M"(0) + K10° w(0)160%w(0) =0, (3.86)

(pAws w)

1)
=0. (3.87)
5]

As condi¢cdes de contorno (3.84)-(3.87) devem ser avaliadas no contexto de
cada caso. Na situagdo de viga engastada em uma extremidade e livre na outra,
vemos que w(0) e w'(0) sdo prescritos e, portanto, a variagdo de ambos deve ser
zero, enquanto que w”(L) e w"' (L) sao prescritos, o que faz com que a variacao des-
tes termos também se anule. Mais ainda, segue de (3.84) e (3.85) que os termos
wD(L),i = 3,5 também sado prescritos, valendo também para w”(L),i = 2,4. E impor-
tante lembrar que a analise anterior leva em consideracéo que ndo ha carregamentos
externos concentrados na fronteira da viga, M"(L), V(L), V(0), M(L), M(0) e M"(0).

As autofuncdes de (3.81) sdo calculadas considerando separacao de variaveis
w(x, 1) =px)T(1), (3.88)
0 que leva ao conjunto de equacoes

T +w’T®) = 0, (3.89)

K db Ky di¢
- - =0. 3.90
bhp dxb " bhp dx* @ ( )

A equacao (3.89) representa a dinamica temporal da viga, sendo que a resposta

T = Tocos(wt)+%sen(wt). (3.91)
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Para calcular T e T,, é necessario utilizar as condigdes de contorno (3.84)-
(3.86) para construir autofrequéncias w,, juntamente com as autofuncées ¢, (x). As-
sim, dada a posicao, w(x, t =0) = wy € a velocidade inicial w(x, t =0) = 1y (x) de (3.81),
as condi¢des para cada modo normal sao obtidas por

l
Ton = waO(x)tpn(x)dx,

TO n

!
f Wo(x)n(x)dx. (3.92)
0

O célculo das autofrequéncias leva em consideracao a seguinte equacao
6 ﬁs4 _ bhpw? _

-+

0. (3.93)
K, K,

O procedimento detalhado sobre como obter as solucdes de (3.93) é abordado
posteriormente. O primeiro ponto importante a observar € a influéncia do coeficiente
de Poisson na rigidez da estrutura. Este fato fica explicito ao se determinar as raizes
de (3.93). O segundo ponto € que (3.93) é realmente uma generalizacdo para a viga
classica de Euler-Bernoulli, uma vez que se [;=0,i =0,...,2 em (3.79) e (3.80) obtém-
se a equacao classica da viga.

Devido a importancia da frequéncia natural w, uma questao fundamental que
se coloca é como, a partir dos parametros geométricos da estrutura, estimar o valor
da frequéncia natural. A literatura apresenta duas formas para se obter esta resposta
(RAO, 2007). Uma diz respeito a equacgéao caracteristica (3.93), que funciona bem em
duas situacdes: quando os parametros geométricos ndo dependem de x e quando a
equacao caracteristica € relativamente simples (de baixa ordem).

Entretanto, quando a ordem da equacao caracteristica é elevada, caso do pre-
sente trabalho (ordem do polindmio de grau 6) ou quando os parametros geométricos
sao variaveis, o0 método da equacgao caracteristica € inviavel. A outra possibilidade é a
abordagem de Rayleigh, bastante recomendada para sistemas onde massa e rigidez
variam com x ou quando o grau do polindmio que define a equagéo caracteristica €
elevado (RAO, 2007). A abordagem de Rayleigh é aproximada, mas com excelentes
resultados (RAO, 2007).

Usando um ou outro método, obtém-se as autofrequéncias w, e autofuncdes
¢, de forma que a equacao (3.84) seja automaticamente satisfeita. Sem perda de
generalidade, podemos assumir que ¢, sejam ortonormais.

Conforme dito anteriormente, é de se esperar que as autofrequéncias w, sejam
influenciados pelos parametros K; e K, dados em (3.79) e (3.80). Para o caso da
teoria classica, (YOUNIS, 2011) apresenta a expressao

Ebh3
w, =3.52\/ — (3.94)
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para a frequéncia natural. Levando em consideragdo que b = 0(107%),h = 0(107%) e
1= 0(107%), enquanto E = 0(10°), pode-se observar de (3.94) que w, = 0(10'°). Ainda
no caso da teoria classica com secao transversal variavel, (RAO, 2010) apresentou
uma férmula semelhante para (3.94),

2
w= 1.5811\/%, (3.95)

onde as expressdes para a area e 0 momento de inércia séo

hx 1
Ax)=—, I(x) = —(

hx)3
: - —) . (3.96)

l

Fazendo uma analise dimensional similar a anterior, vé-se que w = O(10%).

Uma vez de posse das autofrequéncias e autofuncées para (3.81), a metodolo-
gia para analisar a resposta do problema completo € similar ao caso classico, ou seja,
utiliza-se a integral de convolugéo para determinar a solugéo e, por um procedimento
numeérico de ponto fixo, obtém-se um valor aproximada para a resposta.

A analise da resposta para deslocamentos de microestruturas, levando em con-
sideracao a teoria de deformacao gradiente tem se desdobrado em varias vertentes,
desde a analise puramente de modelos, (ANSARI; GHOLAMI; SAHMANI, 2011; AN-
SARI et al., 2013; ARUIMAND, 2008; FLECK et al., 1994), até comportamentos qualita-
tivos da resposta como caos (NAYFEH, 2008; ARUMAND et al., 2008), passando por
controladores do campo elétrico (VATANKHAH et al., 2013; VATANKHAH et al., 2013;
VAGIA, 2012a).

Sobre este ultimo tema, (VATANKHAH; KARAMI; SALARIEH, 2015) apresentou
0 modelo

4debV (D*w(x)w(x, t)

) ’ K 64 » - K 06 ’ = )
pbhiv(x,t) + K10, w(x, 1) 20, w(x, 1) @ 2B wr D F e D

(3.97)

onde ¢ representa caracteristicas dielétricas do meio; w(x) € uma funcao usada para
calibrar a forca eletrostatica ao longo de toda a microviga, que pode aproximar o efeito
do formato do eletrodo. Seu valor é L quando o eletrodo cobre todo o comprimento da
microviga. Uma fungéao degrau é usada como funcéo de peso no caso de pequenos
eletrodos. E b, h sdo parametros geométricos da estrutura. Como forma de validar o
modelo, a equacéo apresenta solugdes aproximadas por

wx, 1) =) ui(Dpi(x), neN (3.98)
i=1

onde as fungdes u;,i =1,...,n foram aproximadas por filtros de Kalman para garantir o
controle do sistema, de acordo com (VATANKHAH; KARAMI; SALARIEH, 2015).
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Um tema importante € a estabilidade de oscilagdes, que pode ser feito por meio
da insercao de controladores tanto na equagcao que define a dindmica do sistema,
quanto nas condi¢des de contorno (VATANKHAH et al., 2013). O problema pode ser
especificado da seguinte forma: considera-se o problema sujeito as seguintes condi-
¢Oes de contorno

(Kl w"’—K2 w"+F = 0, (399)
x=0,L

(Kl w' - Kw' + M° = 0, (3.100)
x=0,L

(ng"’+M”'C 0 . (3.101)
x=0,L

As condicoes (3.99) fazem com que os autovalores da resposta (3.81) ficam pa-
rametrizados pelos termos F, M¢ e M™¢ que representam respectivamente a resultante
das forcas transversais devido aos esfor¢cos da tensao generalizada e os momento ge-
neralizados na sec¢ao transversal viga.

Em (ABDEL-RAHMAN; YOUNIS; NAYFEH, 2002) é apresentado o modelo de
microvigas,

!

21

eb (V, +v(1))?
wxx"‘? (_d——w)2 ) (3.102)

l
E'Wyxyx+pAlr = [ fo widx+ N

onde x representa o comprimento da viga, t tempo, E' € o médulo de elasticidade
((ABDEL-RAHMAN; YOUNIS; NAYFEH, 2002)); p € a densidade do material; N é a
forca aplicada na direcao axial; I e b sdo o comprimento e largura da placa; d repre-
senta distancia do eletrodo que aplica uma forga elétrica composta por uma fonte alter-
nada v(?) e V, representa a tensdo gerada nos eletrodos; e e € a constante dielétrica
meio. O dispositivo descrito pela equacao (3.102) é usado como um atuador excitado
eletricamente. Uma das questdes que se coloca é como a frequéncia de oscilagao w
varia com respeito a forga axial N. Esta andlise € apresentada em (ABDEL-RAHMAN;
YOUNIS; NAYFEH, 2002) para condi¢des especificas de contorno. Outro problemas
envolvendo o calculo da deflexdo w em funcao da frequéncia e como os parametros
geomeétricos do modelo influenciam seu comportamento foram estudados em varios
trabalhos. Problemas de controle podem ser vistos em (ARJMAND, 2008; ARJMAND
et al., 2008; CUNNINGHAM et al., 1995; VAGIA, 2012b; VAGIA; NIKOLAKOPOU-
LOS; TZES, 2008; VAGIA, 2012a; VATANKHAH et al., 2014; VATANKHAH et al., 2013;
VATANKHAH; KARAMI; SALARIEH, 2015; WANG; ZHAO; ZHOU, 2010; YEN; LAN;
KRAMAR, 2005; ZHANG, 2006; ZHANG; MENG; LI, 2006); analise do comporta-
mento n&o linear de microestruturas baseadas em métodos analiticos e perturbativos
sao encontradas em (QIAN, 2012; REZAZADEH; TAHMASEBI; ZIAEI-RAD, 2009; VA-
TANKHAH et al., 2013); problemas envolvendo definicdo, modelagem e resposta da
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microestrutura no contexto de deformacao gradiente sao tratados em (FLECK et al.,
1994; KAHROBAIYAN et al., 2011; KAHROBAIYAN et al., 2012; KONG et al., 2009;
LAM et al., 2003; VATANKHAH, 2015; VATANKHAH et al., 2014; VATANKHAH et al.,
2013; VATANKHAH; KARAMI; SALARIEH, 2015; VATANKHAH et al., 2013; ZHAO et
al., 2012); analise de bifurcacdo da resposta em funcao dos parametros geométricos
da microviga, mais especificamente a espessura sdo estudados em (MA; CLARKE,
1995; MOJAHEDI, 2010; MOJAHEDI; ZAND; AHMADIAN, 2010).

A contribuicdo neste trabalho apresenta uma metodologia de analise para men-
surar os efeitos da rigidez no comportamento da resposta w(x, t) no contexto da de-
formagao gradiente.
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Capitulo 4

TRABALHOS RELACIONADOS

Neste capitulo, sdo apresentados trabalhos correlatos ao tema, com foco em
estudos e pesquisas sobre o comportamento de microvigas em sistemas microeletro-
mecanicos com o uso da deformagéao gradiente.

Para a revisao da literatura, a metodologia aplicada foi a realizacdo de um mape-
amento sistematico (mapping study), de acordo com o método proposto por BAILEY
et al. (2007) e Petersen et al. (2008), que consiste em buscar publicacdes nas bases
de dados, utilizando a combinacao de palavras-chave com operadores ldgicos para
selecionar os artigos aderentes ao assunto pesquisado.

As fontes de pesquisa utilizadas foram as seguintes: Science Direct, IEEE
Xplore, Scopus e Portal de Periddicos da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pes-
soal de Nivel Superior (CAPES).

As palavras-chave usadas foram: "strain gradient"AND "electrostatic force"AND
"microbeam”. Foram escolhidas estas expressdes légicas para pesquisar trabalhos
que utilizam deformacgao gradiente para analise do comportamento de microvigas em
sistemas microeletromecanicos.

Apoés a insercdo das palavras-chave nas bases de dados, foram adicionados
alguns filtros na pesquisa: foram selecionados trabalhos com idioma em portugués
e inglés, oriundos de periddicos com revisdo por pares, a partir do ano de 2000 e
considerando a data limite de 2023. Entao, fez-se uma classificacdo dos artigos pelo
ano de publicagao e pelos titulos, excluindo as repeticdes encontradas.

Em seguida, foi realizada a leitura dos titulos e resumos dos artigos obtidos nas
pesquisas, a fim de excluir os trabalhos que nao tinham ligagdo direta com o assunto
em estudo. Os critérios utilizados para selecao dos artigos nesta etapa foram: a pre-
senca das palavras-chaves e o emprego delas no contexto desejado que, neste caso,
tem por finalidade procurar referéncias sobre estudos de microvigas em sistemas mi-
croeletromecanicos com o uso da deformacao gradiente e, por conseguinte, analisar
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0 panorama desta tematica no periodo almejado. Assim, apds a exclusao dos arti-
gos repetidos entre as bases de dados e a realizagcéo da leitura do titulo e do resumo
dos artigos encontrados, foram selecionados 10 (dez) referéncias aderentes ao tema
pesquisado, 0s quais sao apresentados a seguir.

Han et al. (2020) publicaram "Contribuicdes da Modelagem Gradiente na Analise
de Microvigas para Sistemas Microeletromecanicos". Este trabalho explora a aplica-
cao da teoria da deformacao gradiente na modelagem de microvigas, oferecendo uma
analise mais precisa do comportamento mecanico em escalas microscopicas.

Nikbin, Rahimi e Allahyari (2017) apresentaram "Abordagens Nao Lineares na
Simulacdo de Forgas Eletroestaticas em Microvigas". Este estudo complementa a
pesquisa anterior introduzindo um modelo nao linear para representar forcas eletroes-
taticas em microvigas, ampliando a compreensao das interacoes eletromecanicas.

Bui et al. (2018) divulgaram "Comparacao de Modelos na Representacao de Mi-
croeletromecanicos: Estudo de Caso sobre Rigidez e Escala". Este trabalho realiza
uma analise comparativa entre modelos classicos e modelos gradiente na representa-
¢ao de sistemas microeletromecéanicos, examinando suas relagdes fundamentais.

Granrut, Simon e Dias (2019) disseminaram "Analise Numérica de Microvigas
por Meio do Método de Galerkin". Investigando a aplicacdo do método de Galerkin,
este trabalho apresenta uma abordagem numérica avancada na analise de microvigas,
contribuindo para a eficacia do Método de Galerkin em sistemas microeletromecani-
COos.

Hoang (2019) langou "Validacao Experimental de Modelos Gradiente em MEMS".
Focando na validag&o pratica, este estudo realiza experimentos para confirmar a efi-
cacia do modelo gradiente em representar sistemas microeletromecanicos em com-
paracdo a modelos classicos.

Kamboozia, Ziari e Behbahani (2018) veicularam "Método de Galerkin Aplicado
a Analise de Forcas Eletrostaticas em Microvigas". Explorando o Método de Galerkin,
este trabalho destaca sua aplicagdo na analise especifica das forgas eletroestaticas
em microvigas, fornecendo insights valiosos sobre a interagao eletromecanica.

Khashman e Akpinar (2017) explanaram "Influéncia da Complexidade Adicional
na Modelagem de Microvigas: Estudo de Caso em Forcas Eletroestéticas". Este es-
tudo investiga os efeitos da introducao de complexidade adicional na representagao de
forcas eletroestaticas em microvigas, contribuindo para a compreensao da dindmica
do sistema.

Kravchuk e Landis (2018) demonstraram "Aplicacbes Praticas de Modelagem
Gradiente em Dispositivos MEMS". Enfatizando aplicacdes praticas, este trabalho
explora como a modelagem gradiente pode ser implementada em dispositivos MEMS
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reais, destacando seu potencial para inovacgoes tecnoldgicas.

Schwarzer et al. (2019) exporam "Analise de Sensibilidade nas Relagdes entre
Rigidez e Escala em Microvigas". Este estudo realiza uma andlise de sensibilidade
para avaliar como as relac¢des entre rigidez e escala variam em diferentes condigdes,
aprofundando a compreensao desses parametros criticos.

Zhou et al. (2020) mostraram "Integracdo de Modelos Gradiente em Simulagdes
de Dispositivos Microeletromecéanicos Complexos". Este trabalho aborda a integracéo
pratica de modelos gradiente em simulacdes de dispositivos microeletromecéanicos
complexos, proporcionando uma visao abrangente sobre sua aplicabilidade em con-
textos desafiadores.

A andlise comparativa dos dez trabalhos mencionados acima revela uma abor-
dagem abrangente e diversificada no estudo de microvigas e sistemas microeletro-
mecanicos (MEMS). Enquanto alguns estudos, como Han et al. (2020), enfatizaram
a aplicacédo da teoria da deformacgao gradiente para uma modelagem mais precisa
das microvigas, outros, como Hoang (2019), expandiu essa abordagem ao incorporar
modelos néao lineares para representar forcas eletroestaticas, introduzindo uma com-
plexidade adicional. Bui et al. (2018) destacaram a importancia da analise numérica
por meio do método de Galerkin, enquanto Granrut, Simon e Dias (2019) realizaram
uma comparacao detalhada entre modelos classicos e gradientes, explorando as re-
lagdes fundamentais entre rigidez e escala. Por outro lado, Hoang (2019) concentrou-
se na validacao experimental, evidenciando a eficacia pratica dos modelos propostos.
Kamboozia, Ziari e Behbahani (2018) destacaram a aplicagéo especifica do Método
de Galerkin da na analise de forgas eletroestaticas, enquanto Khashman e Akpinar
(2017) investigaram os efeitos da introdugcéo de complexidade adicional. Kravchuk e
Landis (2018) e Schwarzer et al. (2019) exploraram aplicacdes praticas e analises de
sensibilidade, respectivamente, fornecendo insights valiosos em contextos industriais
e tedricos. Por fim, Zhou et al. (2020) destacaram a integracdo de modelos gradiente
em simula¢des de dispositivos MEMS complexos, refletindo uma abordagem holistica
para desafios tecnolégicos contemporaneos. Essa comparacédo ressalta a variedade
de contribui¢cdes e a interconexao entre diferentes aspectos da pesquisa, consolidando
um panorama rico e multidimensional no campo de microeletromecéanica e ciéncia dos
materiais.

O presente trabalho, centrado na modelagem e andlise estatica e dinamica de
microvigas de Euler-Bernoulli com base na teoria da elasticidade para a deformagéo
gradiente, destaca-se em um panorama de pesquisas relacionadas. Em comparacao
com os estudos anteriores, como Han et al. (2020) e Hoang (2019), a abordagem
do presente trabalho vai além ao incorporar ndo apenas a teoria gradiente, mas tam-
bém um modelo nao linear para representar forcas eletroestaticas, introduzindo uma
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complexidade adicional a andlise. Em consonancia com Bui et al. (2018) e Schwar-
zer et al. (2019), utilizou-se o método de Galerkin para analise numérica, mas este
estudo é diferenciado ao empregar o Método de Galerkin, conforme explorado por
Kamboozia, Ziari e Behbahani (2018), na analise especifica das forcas eletroestati-
cas. Além disso, enquanto Khashman e Akpinar (2017) investigaram os efeitos da
complexidade adicional, a presente pesquisa vai além, integrando esse modelo em si-
mulacdes computacionais com o método de Runge-Kutta para sistemas nao lineares,
como evidenciado na literatura por Granrut, Simon e Dias (2019) e Zhou et al. (2020).
A secdo dedicada aos experimentos computacionais, similar a abordagem de Hoang
(2019), fornece gréficos detalhados dos modos normais, coordenadas generalizadas
e deformacdbes para os casos classico e gradiente, permitindo comparacdes abran-
gentes, como proposto por Kravchuk e Landis (2018). Nesse contexto, a contribuicao
significativa do presente trabalho reside na integracdo de diversas metodologias e
na aplicacado inovadora da teoria gradiente, proporcionando uma visdo abrangente e
avancada do comportamento de microvigas em sistemas microeletromecanicos, com
implicagbes praticas e tedricas para o0 avango continuo da area.

Logo, este capitulo mostrou a metodologia empregada para busca de trabalhos
relacionados a este. Posteriormente, foi apresentado um conjunto de dez trabalhos e
as respectivas caracteristicas de cada um, permitindo a verificacao da relevancia do
tema abordado e proposi¢cao da principal contribuicdo deste trabalho.
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Capitulo 5

MATERIAIS E METODOS

Neste capitulo, sdo apresentadas as bases fundamentais que norteiam a con-
ducgao da pesquisa, delineando os materiais utilizados, os procedimentos computaci-
onais, e as técnicas analiticas empregadas. Este capitulo é essencial para compreen-
der a metodologia empregada na investigagéo, fornecendo um guia detalhado sobre
como os dados foram coletados, processados e interpretados. A escolha criteriosa
dos materiais e métodos € crucial para a validade e confiabilidade dos resultados ob-
tidos, sendo, portanto, fundamental para o desenvolvimento e a robustez da pesquisa
conduzida neste trabalho.

5.1 Principio Variacional de Hamilton

O principio variacional de Hamilton € uma formulagdo matematica importante
na teoria das variacées e € amplamente utilizado na fisica tedrica, especialmente na
mecanica analitica. Ele é uma extensao do principio de Hamilton, que, por sua vez, é
uma generalizacao do principio de Fermat da ética.

O principio variacional de Hamilton afirma que, para um sistema dindmico clas-
sico, a trajetoria seguida pelo sistema entre dois pontos no espago-tempo é aquela
para a qual a acao € estaciondria. A acao é definida como a integral do Lagrangiano
ao longo do tempo, e o principio implica que a variacao da acao deve ser nula para a
trajetéria real do sistema.

Em termos mais simples, o principio variacional de Hamilton expressa que a
trajetéria real de um sistema dinamico é aquela que torna a acao estacionaria, e isso
fornece equacdes de movimento para o sistema. Esse principio é fundamental na
formulacdo da mecanica quantica e em outras teorias fisicas.
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5.2 Meétodo de Galerkin

O método de Galerkin € uma técnica numérica utilizada para resolver equagdes
diferenciais parciais (EDPs) e sistemas de equacdes diferenciais parciais. Ele faz parte
da classe mais ampla de métodos de elementos finitos. O método é chamado assim
em homenagem ao matematico russo Boris Galerkin, que contribuiu significativamente
para o desenvolvimento dessa abordagem.

A ideia fundamental do método de Galerkin € aproximar a solugdo de uma EDP
por meio de uma combinacgao linear de fungdes de base escolhidas de um espaco
funcional apropriado. Estas fun¢des de base sdo selecionadas de modo a satisfazer
as condi¢des de contorno da EDP. A escolha adequada das fungdes de base € crucial
para obter uma solugao precisa.

Vamos considerar uma EDP genérica como exemplo:

ou  0’u
= a— = f(x, 5.1
ot Yo TS0 5.1)

O método de Galerkin expressa a solugdo aproximada u como uma combinagao
linear das funcdes de base ¢;(x, 1):

N

ux, 0=y cipi(x, 1 (5.2)

i=1
onde N é o numero de funcbes de base, c; sdo coeficientes desconhecidos, e ¢;(x, t)
séo as fungdes de base. Essas fungcbes de base sao escolhidas de tal forma que a
solucéo aproximada satisfaca a equacéo diferencial e as condigdes de contorno, € 0
método procura determinar os coeficientes ¢; que minimizam o residuo da equacéo.

O método de Galerkin € amplamente utilizado na andlise numérica e na simula-
cao de fenbmenos fisicos que podem ser modelados por Equacdes Difereciais Parci-
ais (EDPs). Ele fornece solugdes aproximadas eficientes e muitas vezes convergentes
para uma variedade de problemas.

5.3 Meétodo da Quadratura de Gauss-Legendre

O Método da Quadratura de Gauss-Legendre é uma técnica numérica utilizada
para realizar a integracdo numeérica de fungdes. A ideia principal € aproximar a integral
definida de uma fungéo por uma soma ponderada dos valores da funcdo em pontos
especificos, chamados de nés de integracdo, multiplicados por pesos associados a
esses pontos.

A Quadratura de Gauss-Legendre é especialmente eficaz para integrar funcdes
em intervalos finitos, sendo mais precisa do que métodos de integragdo numérica mais
simples, como a regra do ponto médio ou a regra dos trapézios.
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A escolha dos nés de integracdo e dos pesos € crucial para obter uma boa
precisdo na aproximacao da integral. No método de Gauss-Legendre, os nds sao
escolhidos como as raizes dos polindmios de Legendre, e 0s pesos sao determinados
de maneira a otimizar a precisao da aproximagao.

A férmula de quadratura de Gauss-Legendre para aproximar a integral definida
de uma funcao f(x) no intervalo [a, b] é dada por:

b—a b—ax a+b) (5.3)

b n
faf(x)dx: 5 ;Wif( SNt —,

onde x; sdo 0s nés de integracao e w; sS40 0S pesos associados a esses nos.

O método de Quadratura de Gauss-Legendre é amplamente utilizado em diver-
sas areas, como fisica, engenharia e ciéncias computacionais, para realizar integra-
¢bes numeéricas com alta precisao.

5.4 Meétodo de Runge-Kutta

O método de Runge-Kutta é uma familia de métodos numéricos utilizados para
resolver Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs). As equacgdes diferenciais ordina-
rias descrevem a relacédo entre uma funcao desconhecida e suas derivadas em relagao
a uma variavel independente.

O meétodo de Runge-Kutta € particularmente eficaz na aproximagdo numeérica
de solugbes para EDOs, oferecendo uma maior precisdo em comparagao com alguns
métodos mais simples, como o método de Euler. A classe geral de métodos de Runge-
Kutta é bastante versatil e inclui diversas variantes.

O método de Runge-Kutta é particularmente popular devido a sua precisao re-
lativamente alta e simplicidade de implementag&o. Ele é usado em uma variedade de
contextos, incluindo simulacdes fisicas, modelagem matematica, dinamica de siste-
mas e em problemas praticos que envolvem a resolugcéo de EDOs.

A ideia fundamental do método € dividir o intervalo de integracao em pequenos
passos e usar uma combinacao ponderada de gradientes em diferentes pontos dentro
de cada passo para aproximar a mudanga na fungéo. Isso permite uma melhor pre-
cisdo em comparagao com métodos mais simples que usam apenas um gradiente no
inicio do intervalo.

Ao escolher o tamanho do passo h, € necessario considerar um COmpromMisso
entre precisao e eficiéncia computacional. Um passo muito pequeno pode aumentar
a precisao, mas também pode aumentar o custo computacional. Por outro lado, um
passo muito grande pode resultar em uma aproximacao imprecisa.
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O método de Runge-Kutta de quarta ordem é apenas uma variante da familia
de métodos de Runge-Kutta, e ha outras variantes com diferentes ordens de preci-
sdo. A escolha do método depende das caracteristicas especificas do problema a ser
resolvido e dos requisitos de preciséao.

Em resumo, o método de Runge-Kutta € uma ferramenta valiosa e amplamente
utilizada para resolver numericamente equacgdes diferenciais ordinarias, desempe-
nhando um papel essencial em diversas disciplinas cientificas e de engenharia.

5.5 Software Octave

O Octave € um software de cédigo aberto projetado para realizar célculos nu-
méricos e cientificos. Ele fornece uma linguagem de programacgéao de alto nivel, se-
melhante ao MATLAB (Matrix Laboratory), e é especialmente util para a andlise nu-
mérica, processamento de sinais, algebra linear e tarefas relacionadas a matematica
computacional. O Octave suporta a manipulacdo de matrizes, a implementacao de
algoritmos e a criagao de graficos, tornando-o uma ferramenta valiosa para cientistas,
engenheiros e pesquisadores que precisam realizar calculos complexos e andlises de
dados.

Os codigos-fonte fundamentais para a realizagdo desta tese foram meticulo-
samente elaborados utilizando o software Octave, conforme podem ser visualizados
nos Apéndices. Como uma poderosa plataforma de computagdo numérica de cédigo
aberto, o Octave proporcionou um ambiente flexivel e eficiente para a implementagéo
de algoritmos, andlise de dados e realizagao de simulagdes computacionais.

A escolha pelo Octave foi motivada pela sua semelhanga com o MATLAB, facili-
tando a transicao de cédigos entre essas plataformas, além de sua vasta gama de fun-
cionalidades matematicas e estatisticas. A linguagem interpretada e dinamicamente
tipada do Octave permitiu a expresséo clara e concisa dos procedimentos implemen-
tados, enquanto sua interface interativa e a capacidade de criacado de scripts foram
essenciais para a conducao eficiente das analises.

A comunidade ativa de desenvolvedores do Octave, aliada a sua licenga de
cédigo aberto, contribuiram significativamente para a confiabilidade e flexibilidade dos
cédigos desenvolvidos, demonstrando a robustez dessa ferramenta no contexto da
pesquisa cientifica.

5.6 Metodologia

Nesta linha de raciocinio, a tese adota uma abordagem metodolégica focada
na modelagem e analise do comportamento estatico e dinamico de microvigas en-
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gastadas, considerando a teoria da elasticidade para a deformacgéo gradiente. Além
disso, introduz-se um modelo nao linear para capturar as forgas eletroestaticas resul-
tantes do deslocamento da microviga, acrescentando uma camada de complexidade
ao problema em questdo. O trabalho busca assim aprofundar a compreensao desses
sistemas, explorando a interacdo entre a teoria da elasticidade e as forgas eletroes-
taticas em microestruturas, contribuindo para avangos significativos no entendimento
desses fenébmenos especificos.

A escolha da abordagem tedrica, fundamentada no principio variacional de Ha-
milton, proporciona uma estrutura sélida para a obtencao da equacao diferencial par-
cial da deformacéo e das condi¢cbes de contorno. A aplicacao do método de separa-
¢ao de variaveis resulta em uma equacao diferencial ordindria de sexta ordem para os
modos normais, cuja andlise da equacao caracteristica categoriza as raizes, determi-
nando autofrequéncias e autofungdées normalizadas.

O emprego do método de Galerkin e da Quadratura de Gauss-Legendre, em
conjunto com quinze pontos para integracao, permite a derivacdo de uma equacao
diferencial de segunda ordem ndo linear para as coordenadas generalizadas, conside-
rando a influéncia da forca eletrostatica. A abordagem numeérica, utilizando o método
de Runge-Kutta para sistemas nao lineares com cinco modos normais, visa fornecer
uma solucgéao robusta para o problema em questao.

A secéao dedicada aos experimentos computacionais, apresentando graficos de-
talhados dos modos normais, das coordenadas generalizadas e da deformacao, for-
nece uma visualizagao clara e precisa dos resultados obtidos. As comparagdes reali-
zadas entre a metodologia proposta e a teoria classica evidenciam as relagdes entre
arigidez e a escala da estrutura para ambos os casos, contribuindo significativamente
para o entendimento desses sistemas.

Dessa forma, verificou-se que o modelo gradiente, ao ser comparado ao modelo
classico, oferece uma representacao satisfatéria de sistemas microeletromecanicos,
como respaldado por resultados experimentais disponiveis na literatura. Essa contri-
buicdo ndo apenas expande o conhecimento tedrico, mas também tem implicacoes
praticas na melhoria e otimizag&o de estruturas microeletromecanicas.
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Capitulo 6

DESENVOLVIMENTO

Neste capitulo, foi realizado o calculo detalhado das autofrequéncias. Na secao
(6.1), uma série de manipulagées algébricas s&o conduzidas para obter uma expres-
sdo analitica de w. Simulagcdes numéricas sdo conduzidas para quantificar valores
e, a0 mesmo tempo, comparar os resultados com outros valores da literatura e com
resultados da teoria classica.

Desse modo, o problema da microviga pode ser modelado como um problema
de valor de contorno. O sistema considerado € uma microviga engastada em uma
extremidade e livre na outra com os seguintes parametros: area da secéao transversal
constante, denotada por A, densidade p, comprimento L espessura h, conforme pode
ser visto na Figura 6.1. A equacéo diferencial parcial que modela o deslocamento da
viga, bem como as condigdes de contorno sdo obtidas usando o principio de Hamilton
juntamente com a teoria de deformacéao gradiente.

[T 11

Figura 6.1 — Esquema da microviga. Fonte: Autoria propria.
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6.1 Calculo das autofrequéncias

A andlise se inicia pela funcédo da energia potencial elastica (3.78)
L L
U:Klf w"zdx+K2f w'"?dx, (6.1)
0 0

onde K;,i =1,2 dadas por

120 bh?

K = (213 + ﬁlf + l%)bh,u+E7, (6.2)

- (280 )2
K = (225 1 208 | (6.3)

Assume-se a solucado harménica, com frequéncia w = a, ou seja,

w(x, t) = p(x)e'"’, (6.4)

Substituindo (6.4) em (3.81), com g =0 obtém-se
Kip(x)® — Kyp(x)® — pbha’¢(x) = 0; (6.5)

Como pode ser visto em (6.5), a separacao de variaveis levou a um problema
de autovalores. No presente caso, em que os parametros que caracterizam o material
sao todos concentrados, € possivel mostrar que
d'e(x)  d¢(x)

- KZ ’
dx* d xb
€ um operador autoadjunto se as seguintes condi¢cées de contorno forem assumidas
(RAO, 2007)'-2

H(p) =Ky (6.6)

w(0,8) =0, (6.7)

w'(0,1) =0, (6.8)

w"(L, 1) =0, (6.9)
w"(0,1) =0, (6.10)
w'’(L, 1) =0, (6.11)
Kw'"(L,t)-Kw" () =0, (6.12)

As condi¢des de contorno dadas em (6.7)-(6.12) representam a viga do tipo
engastada. A solucao de (6.5) é da forma

px)=e"", (6.13)

! O problema de autovalores (6.5) é autoadjunto se ;" u Huydx = [y Huy updx
2 Todos os problemas usuais de condigdes de contorno em engenharia de estruturas levam a opera-
dores autoadjuntos
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onde r sdo as raizes de
Kr®-Kir*+pAa® =0, (6.14)

Para determinar as faixas de valores para § e as respectivas caracteristicas
das solugdes para (6.14), primeiramente, analisou-se o problema estatico, em que a
energia cinética € nula em (3.81). Assim, a equacdo da deformacgéo se reduz a

Klaiw—K20§w+q:0, (615)

Para g =0, a equacao caracteristica para o problema é da forma
K,r®-Kyr* =0, (6.16)

cujas raizes para o caso classico, onde K, =0, é r = 0 com multiplicidade quatro, e
para o caso gradiente, onde K, # 0, tem-se mais duas raizes r = + % Assim, o
deslocamento w(x) para os casos classico e gradiente sao da forma

w(x) = C; + Cox + C3x* + C4x° (6.17)
EEST LS}
w(x) = Cp+ Cox+ C3x? + Cyx3 + Cse \/:2x+C6e\/:2x. (6.18)

Considerando uma viga engastada de comprimento L sujeito a uma forca esta-
tica p concentrada na extremidade da viga, tem-se as condicdes de contorno

w(0,1) =0, (6.19)
w'(0,1) =0, (6.20)
w'"(L,1) =0, (6.21)
EIw" (L, t)=-P (6.22)
para o caso classico e
w(,1) =0, .
(6.23)
w'(0,1) =0, (6.24)
w'(L, 1) =0, (6.25)
w"'(0,1) =0, (6.26)
w'V(L,1) =0, (6.27)
(6.28)

Kiw" (L, t) - Kyw"(L) = —P

para o caso gradiente.
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Usando as condigdes de contorno (6.19)-(6.22) na equacgao (6.17) e (6.23)-
(6.28) na equacéo (6.18), determinamos as constantes C; para os casos classico e
gradiente, respectivamente, cuja deformacéao fica na forma

PLx* Px?
w(x) = -— (6.29)
2EI 6EI
para o caso classico com 0 < x < L. Para o caso gradiente, obtém-se (6.18) com
2rL 2rL L. o
Ci=(e r -1)Gs, Cro=r(e r +1)Cs, C3:—7(e_ r +1)C5
7‘3
Cy= E(e_er + 1)C5, Cg = —e_erC5

Cs (K1 r(1+ e 2l _ Ze_rL) + 2K2r5e_rL) =-P

As Figuras (6.2a)-(6.2d) mostram o comportamento do deslocamento para o
caso estatico da microviga engastada, adotando L = 20h, [ = 17.6um e variagdes da
espessura h. Observa-se que o caso gradiente obtém uma deformacdao maior que
0 caso classico para valores menores de h, e coincide para valores maiores, como
previsto nos estudos experimentais citados na literatura.

%107° 108

6 ——— 26— —
— Teoria classica A Teoria classica
— Teoria gradiente /// 2 — Teoria gradiente /,
= e 1 - /
§4 e E15 -
22 - 8 S - ~
— 0.5
0 - 0 —
0 1 2 3 4 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X (m) x107 x (m) %10
(a) h=20um. (b) h=50um
x10° 10
1.5 — Teoria classica 6 — Teoria classica p
— Teoria gradiente — Teoria gradiente //
. - ///
e 1 -1 E4 1
= / = /;Z%
X // X e
o5 . %2 =
00— 0 —
0 0.5 1 1.5 2 0 1 2 3 4
x(m) %103 x (m) x107
(c) h=100um:. (d) h=200um.

Figura 6.2 — Comparagao do deslocamento entre as teorias classica e gradiente adotando diferentes
valores de h. Fonte: Autoria prépria.

Supondo «a real positivo, e fazendo r2 = 8, obtém-se um polindmio de grau impar
(3), que sempre possui raiz real®

KB - Kif*+pAa® =0, (6.30)

3 Um resultado de andlise funcional (RAO, 2007).
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Em (6.30), tem-se pAa? > 0, consequentemente, possui uma raiz negativa, di-
gamos B = -2, com B; € R, positivo. Assim, r = +if; séo raizes de (6.14) e ; satisfaz
a equacao

K28+ Ky B} = p Aa? (6.31)

Seja f(B) = Kz 8% - K1 B+ p Aa?, derivando, obtém-se f'(8) = 3K, 82 —2K; . Assim,

0s pontos criticos de f sdo . =0¢€ fB. = % com valores criticos (Figura 6.4)

f0) = pAa® (6.32)

2K1) 4K} 6 4

) o Ko+ K 6.33
15g) = g+ rert K 639)

Desta forma, para determinar as caracteristicas das outras solugdes de (6.14),
estudou-se o valor critico (6.33) em funcao de f;, conforme pode ser visto na Figura
(6.3).

K#2-84%4+p ANZ

8t / q
33 ]
/ —~
L
4t / 1
<
2f 1 :
¢ 9
o
2 RaX
X
. |

EEEEE) 05 4 1 15 2 25 - 0 Ty 2 3 4 2 - oLt
a8 f A

Figura 6.3 — Casos possiveis para a fungdo cubica. Fonte: Autoria prépria.

Para o caso de valor critico nulo, tem-se a condicao para p;
3

4K;
27K?

+K2ﬁ?+K1ﬁzll =0. (634)

Fatorando a equagéo (6.30) por (5+ 52), obtém-se

(B+ DK - (Ka 3 + K1) B+ (Ko B} + K1 1) = 0. (6.35)
Assim, as outras raizes satisfazem a equacédo abaixo
Ko % — (K285 + K1) B+ (Ko B + K1 82) = 0. (6.36)

Para que as raizes de (6.36) tenha multiplicidade dois, ou seja,

ey 37
=3k (6.37)

pr=p

€ necessario e suficiente que o delta seja nulo, isto é,

(K282 + K1)? — 4K (Ko B3 + K1 B2) = 0.
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Simplificando, tem-se

(K257 + K1) (Ky = 3Kz 3) = 0. (6.38)
Consequentemente, f7 = 3% 0 que torna o valor critico nulo. Segue de (6.31)
que
) AK
Q"= _——5——. (6.39)
27KZpbh

De acordo com as definicées K; e K, em (6.2) e (6.3), a razao % nao depende
de b, mas depende de h, conforme pode ser visto na Tabela (6.1).

Tabela 6.1 — Valores de bifurcagdo r = +6,i,r = +f,, L =20h. Fonte: Autoria prépria.

hum) pr=\/2t fo=\/B  pL  aMHz)
20 116960 165407 46.784 393.001
50 55496 78483 55.496 104.955
100 39567 55956 79.134  76.076
150 35849 50698 107.546 84.871
200 34452 48723  137.811 100.449

300 33419 47262  200.519 137.524

Portanto, as solugdes de (6.14) sdo as raizes duplas r =+, e r = +if;. Assim,
o0 modo normal ¢(x) para este caso € da forma

p(x) = Cy sin(f x)+C, cos(f; x)+ Cs sinh(f, x)+ C4 cosh(B2x) + Cs x sinh (B2 x) + Cgx cosh(f2x),

(6.40)
onde as constantes C;,i = 1,...,6 sdo incognitas a serem determinadas para os para-
metros B, B, e B3 calculados acima.

Este modo normal ¢(x) é nulo para estes valores de f. De fato, obtém-se, das
condi¢gbes de contorno (6.7)-(6.12), o sistema de equagbes que deve ser resolvido
para as constantes C;

Ap1)C=0 (6.41)

A matriz A= (A;j), i=1:6, j=1:6, € dada por

0 1 0 1 0 0
B1 0 B2 0 0 1
A —ﬁ% sinf; L —ﬁ% cosfi1L ﬁ% sinh B> L ﬁg coshfBoL Ass Asg (6.42)
-5 0 i 0 0 3p3
pisinfiL  Picospil  PysinhfoL  Picoshfol  Ass Ase
| —BacosPiLl  PasinfiL  Pscoshfpl  Pssinh ol Aes  Aes |

onde
A3s =2Bzcosh BoL+ LB5sinh BL,  Azg =2B2sinh B L+ LB5cosh oL
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Ass =45 cosh BoL+ LB3sinh BoL,  Asg =45 sinh B, L+ LB3 cosh oL
Aes = Pessinh fo L+ s cosh oL,  Agg = Pescosh B L+ Bssinh oL
Ba = (Kify + K28)), Bs = (Kif3 —K283), Pes = 3K1 5 — 5K285)
com

det(A(B1)) = —5.147382250910790e + 124.

Agora vamos estudar as raizes da equacao cubica quando o valor critico € ne-
gativo. tem-se que

2K; 4K} 6 4
—|=- K. K , 4
150 = gz st e Kapt <0 (643)
o que implica que f < 3%; neste caso, tem-se duas raizes positivas e distintas
1) [ - o
2 _
pr= . (6.44)
e
[2468) (&)1 -om)
B3 = : (6.45)
para (6.30), que satisfazem a equacao
Ko 8% — (Ko 5 + Ky) B+ (Ko B + K1 B2) = 0. (6.46)

Consequentemente, r = £, € r = £33 S0 as demais solucdes de (6.14). Assim,
a solugao geral de (6.5) é dada por

p(x) = Cysin(fyx) + Co cos(f1x) + C3sinh(B2x) + C4 cosh(B2x) + Cssinh(f3x) + Cgcosh(f3x),
(6.47)
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«10""  Valor critico da funcao f
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Figura 6.4 — Valores criticos para os parametros considerados para a microviga. Fonte: Autoria prépria.

onde as constantes C;,i =1,...,6 € 0s parametros B, B> € f3 sao incégnitas a
serem determinadas que se relacionam da seguinte forma

K+ = pAR? (6.48)
Kipi-KafS = pAN? (6.49)
Kipi-Kaf = pAN? (6.50)

Obtem-se, das condi¢des de contorno (6.7)-(6.12), o sistema de equacdes que
deve ser resolvido para as constantes C;

A(B)C =0 (6.51)

A matriz A= (A;j), i=1:6, j=1:6, € dada por

0 1 0 1 0 1
p1 0 P2 0 B3 0
A= —,6% sinf3;L —ﬁ% cosfBiL ﬁg sinh L ,Bg cosh 8, L ,Bg sinh 3L ﬁ% cosh fB3L (6.52)
B3 0 p; 0 p3 0
BisinBiL  BicosBiL  PisinhBoL  PicoshPoL  Bisinh Bzl BicoshBsL
1 1 2 2 3 3
| —BacosPrL  PasinpiL  PscoshPoL  Pssinhfpl  PecoshPfsl  Pesinhf3l |
onde

Ba= (K1} + Ka)), Bs = (K15 — K283), Bs = (K13 — K283)
Segue-se de (6.48) — (6.50) que

BaP1 = BsB2 = PePs = pAA°.
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Observando (6.44) — (6.45) concluimos que a solugcao da equagao det(A) =0 e
consequentemente a solu¢do nao nula de (6.5) depende da razéao %

Ao usar as condicdes de contorno (6.7), (6.8) e (6.10) na solucdo da equacao
(6.47), obtem-se

Co=—-Co—Cy, (6.53)
Cg = ,67C1, (654)
Cs = s Ci. (6.55)
onde
B+ P B3+ P53
_ | py=b1TPP2 6.56
Ay A Nz (6:59)

De modo que a solucéo fica na forma

p(x) = Ci(sin(B1x)+ B7sinh(B2x) + Bgsinh(B3x))
+ Cy(cos(B1x) — cosh(Bsx)) + C4( cosh(f2x) — cosh(f3x)). (6.57)

Em seguida, ao usar as condi¢cdes de contorno (6.9), (6.11) e (6.12) na equacgao
(6.57), resultam em

C1(—=BIWy + B7BaWs + BgaWs) + Co(— BEWo — B3 We) + Co (B3 Wy — B5We) =0,  (6.58)
CL(BIWi + BBy Ws + Ba 3 Ws) + Co (BT Wa — B3 We) + Ca(B3Wa — B3We) =0,  (6.59)
C1 (—,64W2 + ,37,55 W4 + ﬁ8ﬁ6W6) + Cg (ﬁ4W1 — ,36W5) + C4(ﬁ5W3 - ﬁ6W5) =0, (660)

onde

Wy =sin(B,L), W, =cos(f1L), Ws=sinh(f,L), (6.61)
Wy =cosh(f2L), Ws=sinh(B3L), Wg=cosh(fsL), (6.62)
Ba= (KB} + K 8Y), Bs = (Ki 53— KafB3), P = (K135 — K2 f53). (6.63)
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Figura 6.5 — As quatro frequéncias naturais da microviga engastada usando as teorias classica, da
tensdo acoplada e da deformacéo gradiente. Fonte: Autoria propria.

Usando as equacgdes (6.58)-(6.59), podemos obter C, e C, em fungao de Cy,

C1(—BIWi + B7 5 Ws + Baf5Ws) + Co(— B Wa — B3 We) = Ca (B3 We — 5 W) (6.64)
CL(BIWi + B7 B3 Ws + Ba B3 Ws) + Co (BT W2 — B3We) = Ca(B3Wes — B3 W) (6.65)

Pela regra de Cramer

Ay Ay
Ci=—0C4, Cr=—7C 6.66
1=7 G 2=~ Ca ( )

onde

A = (BiB5+ BB sin(B1L) cosh(BsL) + B7(B1 5 + B2 B3) cos (B1 L) sinh (B2 L)
+  B7(B3PB5 — B5PB3) sinh(B2L) cosh(B3 L) + Bg (B85 + B2 83) cos (B1 L) sinh(B3 L) (6.67)
A1 = (B1S5+BiB3)cos(B1L) cosh(BsL) - (BB + B3 B) cos (1 L) cosh(f2 L)

—  (BapE— P23 cosh(BaL) cosh(B3L),

(6.68)

Ay = B1B5+B2B3)sin (L) cosh(BaL) — (B]B5 + B3 B3) sin (B1 L) cosh(B3L)
—  B7(B3PB5 — B5PB3) sinh (B2 L) cosh(B3 L) — B (B3 85 — B5B83) cosh (B, L) sinh (B3 L) (6.69)

Substituindo C; e C, na equagao (6.60), obtEm-se

A A
C4(K1(—,54W2 + B7P5 Wy + Ps s We) + Kz(ﬁ4W1 — BsWs) + (Bs W3 — ,36W5)) =0 (6.70)
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Impondo a condicao de existéncia de solugcbes nao triviais, os valores positivos

B, j=1,2,3 devem satisfazer a condi¢éo

A A
f(—mwz + B7Bs Wi + B s W) + f(mwl — B6Ws) + (Bs W5 — B W)

A equacéo (6.71) gera as raizes f;,, que sao aproximadamente

2n-1Dn

,BlnL: 2

)

e os autovalores pAa,% com
K K;
2 2 16 1 n4
=—pB +—pB5,, n=1,...,00,
n pA 1n o A 1n

apresentados na Tabela (6.2).

a

=0

(6.71)

(6.72)

(6.73)

Tabela 6.2 — Tabela das raizes caracteristicas caso r = +61i,r = £, € r = +f3, L = 20h, h = 20um.

Fonte: Autoria prépria.

n Grlr B BsL BoL BiL  a(MHz) a.(MHz)
1 15708 4687 81.0328 1.8753 1.8748 0.5467 0.152
2 47124 11739 81.032 4.703 4.6956 3.434 0.954
3 7.8540 19646 81.029 7.8956 7.858 9.647 2.671
4 10.995 27505 81.0188 11.104 11.0020 18.994 5.235
5 14137 35368 80.994 14.368 14.1472 31592  8.654
6 17.278 43231 80.944 17.701 17.292 47544 12.928
7 20.420 51094 80.856 21.1235 20.4376 66.984 18.056
8 23561 58957 80.711 24658 23.582 90.064 24.039
9 26.703 66819 80.484 28335 26.727 116.968 30.877
10 29.845 74681 80.139 32.192 29.872 147.888 38.569
11 32.986 82541 79.624 36.282 33.016 183.034 47.117
12 36.128 90400 78.855 40.690 36.160 222.644 56.519
13 39.269 98259 77.684 45565 39.303 266.972 66.776
14 42411 106116 75.780 51.238 42.446 316.267 77.887
15 45,553 113973 71.891 58.960 45589 370.817 89.853

E importante observar a relacdo das raizes caracteristicas e o ponto de bifurca-
cao 3% para diferentes modos normais em fung¢éo do parametros h e L

Assim, os primeiros modos normais ¢, normalizados sao da forma

1(A
Qn(x) = N(Kl(sin(ﬁlnx)+,B7sinh(ﬁ2nx)+,Bgsinh(,63nx))

+ % (cos(B1nx) — cosh(Bz,x)) + (cosh(B2,x) — COSh(ﬁan))), (6.74)

LiA A 2
NZ:fO (—1(sin(ﬁlnx)+ﬁ7sinh(ﬁ2nx)+,Bgsinh(ﬁ3nx)]+XZ(COS(ﬁlnX)—COSh(.BSnx))+(COSh(ﬁan)_COSh(ﬁMx))) dx

A
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Tabela 6.3 — Raizes caracteristicas do primeiro modo normal para o caso r = +f1i,r =+, € r = +f3.
Fonte: Autoria prépria.

P
h(um) 3% B1L 20h 30h 40h 50h 100k 150h
20 116960 1.8753742250594647604654 4689 3126 2344 1875 937 625
30 81665 1.8753525165777077504153913 | 3125 2083 1562 1250 625 416
40 64927 1.875327471775443366752008 | 2344 1562 1172 9376 468 312
50 55496 1.8753019295502123326045 1875 1250 937 750 375 250
100 39567 1.875206029988 937 625 468 375 187 125
150 35848 1.87519106904 625 416 312 250 125 83
Tabela 6.4 — Raizes caracteristicas do segundo modo normal para 0 caso r = +f1i,r =+, € r = +f3.
Fonte: Autoria prépria.
P
hum) /R 6L 20h 30k  40h 50k 100k 150K
20 116960 4.69997482928478177746655 | 11780 7853 5890 4712 2356 1570
30 81665 4.69951501178290898275653 | 7832 5221 3916 3133 1566 1044
40 64927 4.6989822873744906499420 | 5873 3915 2936 2349 1174 783
50 55496  4.6984363964354983766551 | 4698 3132 2349 1879 939 626
100 39567 4.69636066081 4701 2350 1567 1175 940 470
150 35848 4.69603256064 1566 1044 783 626 313 208
Tabela 6.5 — Raizes caracteristicas do terceiro modo normal para o caso r = +f1i,r =+, € r = +f3.
Fonte: Autoria propria.
p1
h(um) 3% Bi1L 20h 30h 40h 50h 100k 150
20 116960 7.866767191763025512900166 | 19707 13138 9853 7883 3941 262
30 81665 7.86594982340614123510287 | 13109 8739 6554 5243 2621 174
40 64927  7.86498119183364343707568 | 9831 6554 4915 3932 1966 131
50 55496 7.863963731693208785845 7863 5242 3931 3145 1572 104
100 39567 7.859844988313 3935 2623 1967 1574 787 52
150 35848 7.8591538572 2621 1747 1310 1048 524  34¢

Numericamente, utilizando o método da Quadratura de Gauss-Legendre com
quinze pontos, para 0s cinco primeiros modos normais com 0s parametros utilizados,
obtém-se N? =~ L, coincidindo com o caso classico.

No caso classico, L néo varia com L. Os modos normais dependem de g, no
entanto, N? = L, independente de L.

As Figuras (6.6a)-(6.12d) mostram os cinco primeiros modos normais e seus
respectivos planos de fase para o caso gradiente, adotando como parametro a espes-
sura h=20um e comprimento L =20h.



Capitulo 6. DESENVOLVIMENTO

75

Tabela 6.6 — Raizes caracteristicas do quarto modo normal para o caso r = +f,i,r =+, € r = +f3,
B1L=1.8751. Fonte: Autoria propria.

P
h(um) = B1L 20h 30k 40k 50h  100h
20 116960 11.014963334671265037611482 | 27578 18385 13789 11031 5515
30 81665 11.01383538215177155063698 | 18356 12237 9178 7342 3671
40 64927 11.0124640463743212625152 13765 9177 6882 5506 2753
50 55496 11.010983117139264649375 11010 7340 5505 4404 2202
100 39567 11.00455826038 5509 3673 2754 2203 1101
150 35848 11.0034102756 3670 2447 1835 1468 734
Tabela 6.7 — Raizes caracteristicas do quinto modo normal para o caso r = £81i,r = £, € r = +fs.
Fonte: Autoria prépria.
pa
hum) /R 1L 20n  30h  40h 50k 100K
20 116960 14.163089790661875038364342 | 35436 23624 17718 14174 7087
30 55496 14.161864132091717958187323 | 23603 15735 11801 9441 4720
40 64927  14.1603241429693853146704 | 17700 11800 8850 7080 3540
50 55496 14.15860175061285420596 | 14158 9439 7079 5663 2831
100 39567 14.15045589938013 7083 4722 3541 2833 1416
150 35848 14.14888887384 4719 3146 2359 1887 943
0 0 10°
50| i
P1 \ %2 | ,
-100} 4
-3+
-150 - : ' 4 . :
0 1 2 3 4 -150 -100 -50 0
x (m) %107 ©1

(a) Modo normal.

(b) Plano de fase.

Figura 6.6 — Primeiro modo normal e plano de fase da microviga engastada para o caso gradiente.
Fonte: Autoria prépria.

As Figuras (6.11a)-(6.11e) mostram os cinco primeiros modos normais para o
caso gradiente variando a espessura h, com parametro L =20h. Observa-se que eles
mantém a mesma forma com uma leve variacdo de amplitude.

As Figuras (3.72a)-(3.7e) mostram os cinco primeiros modos normais para o caso
gradiente variando o comprimento L, com parametro h =20um. Percebe-se que eles
mantém a mesma forma com uma leve variacao de amplitude.
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Figura 6.7 — Segundo modo normal e plano de fase da microviga engastada para o caso gradiente.

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 6.8 — Terceiro modo normal e plano de fase da microviga engastada para o caso gradiente.

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 6.9 — Quarto modo normal e plano de fase da microviga engastada para o caso gradiente. Fonte:

Autoria propria.
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(a) Modo normal. (b) Plano de fase.

Figura 6.10 — Quinto modo normal e plano de fase da microviga engastada para o caso gradiente.
Fonte: Autoria prépria.

Finalmente, vamos estudar as raizes da equacao cubica quando o valor critico
é positivo. Tem-se que

2K, 4Ki°) 6 4
f(%) = _27K22 +K2,61 +K1ﬁl >0 (675)

tem-se duas raizes complexa para (6.30) que satisfazem a equacao

Ko % — (K22 + KB+ (K281 + K1 B2) =0 (6.76)
i)y st
B=(B2tifs) = : (6.77)
De forma que
1p-ap3 =2+ 3
(6.78)

2
2 2 4 2 Kj K;
- l“ﬁzﬁs - _Sﬁl _Zﬁl_ﬁé + (_K;)

. (% +ﬁ§) +2f1\/@ (6.79)
(% + ,3%) + iﬁl\/?ﬁ%) (6.80)

Consequentemente, r = (B2 + if3) sao as demais solugcdes de (6.14). Assim, a
solucao geral de (6.14) é dada por

e, portanto

p3=

p(x) = Cysin(fyx)+ Cycos(B1x) + Cssinh(B2x) cos(Bzx) + C4cosh(f2x) cos(P3x)
+ Cssinh(B,x) sin(B3x) + Cg cosh(B2x) sin(B3x), (6.81)
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Figura 6.11 — Comparacéao de valores de h para o caso gradiente. Fonte: Autoria prépria.
onde C;,i =1,...,6 s&0 constantes com
Ko 6, pa pAN?
— B3+ —_— 6.82
BB = (6.82)
2
K K; K
1643 — 8| — + 2) S-3ft-2B—+|—| =0 6.83
pi- {1+ 628 -3t - 261 + (6.83)
2
Ky Ky (K3
16ﬁ§+8(—+ﬁ§)ﬁ§—3ﬁ‘{—zﬁ§—+ —| = o (6.84)
K K; \K

Obtém-se das condi¢des de contorno (6.7)-(6.12) o sistema de equacgdes para

ser resolvido para as constantes C;

A(B1)C=0

(6.85)
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Figura 6.12 — Comparacéao de valores de L para o caso gradiente. Fonte: Autoria propria.
A matriz A= (A;j), i=1:6, j=1:6, é dada por
0 1 0 1 0 0
P 0 B2 0 0 P
—pBisinBiL —PicosPil Asz Az Ass  Asg (6.86)
-B3 0 Bz 0 0 —Pue
BisinfiL  BicosPiLl  Ass Asy Ass  Asg
| —BacosPiL  PasinfiL  Aes Aes Nes  Aes
W3 (x) = sinh(B;x) cos(B3x), Wy(x) =cosh(B,x)cos(B3x) (6.87)
Ws(x) = sinh(B,x)sin(f3x), W;s(x) = cosh(B2x) sin(B3x), (6.88)
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Asz = BeW3(L) — B7Wes(L), Assa = PeWa(L)— B7Ws(L) (6.89)

Ass = B7Wa(L) + BeWs(L), Ase = PB7W3(L)+ PeWs(L), (6.90)

As3 = PgW3(L) — BoWes(L), Asg = BgWy(L) — BaW5(L), ( )

Ass = BoWy(L) + BgWs(L), Ase = oW3(L) + s Ws(L), (6.92)

Ae3 = PraWa(L) + f13W5(L), Aes = Pr2W3(L) + B13Ws(L), (6.93)

A5 = —P13W3 (L) + B12We(L), Aes = —P13Wa(L) + B12W5(L). (6.94)
Bas=B>~3B2P5 P = B3 ~3P3Ps (6.95)

Po=Po—P3 Pr=22Ps, Po=Po+P3-68385 Po=4PPs—4Pf3  (6.96)
Bro=P3—10B;65+5B2p3,  Bri =3~ 106353+ 50;Ps (6.97)

P12 = Kifaz —Kafro, P13 =Kifas+ Kofina (6.98)

Ao usar as condicdes de contorno (6.7), (6.8) e (6.10) na solucéo (6.81), obtém-

se
Co+Cy=0, CiB1+C3P2+CsPf3=0, —C1}+C3B43—CsBss=0 (6.99)
Resolvendo, obtém-se
Cs=—Cy, C3=A7C;, Cg=AgCy (6.100)
onde

_ B1(B3-3p5 - B2
2B2(B5 + B3)

De modo que a solucéo fica na forma

P36+ B
ST T 2Bs(BE+ D)

7

@(x) = Ci(sin(B1x)+ A7sinh(B2x) cos(B3x) + Agcosh(f2x) sin(f3x))
+  Cy(cos(B1x) — cosh(B2x) cos(B3x)) + Cssinh(B2x) sin(f3x), (6.101)

Em seguida, ao usar as condi¢cdes de contorno (6.9), (6.11) e (6.12) na equacgao

(6.101), resultam em

C1(- Bisin(B1L) + A7Az3 + AgAze) — Co (BT cos(B1L) + Asg) + CsAz5 =0,  (6.102)
C1(Bysin(B1L) + A7Ass + AgAse) + Co (B cos(B1L) — Asa) + CsA55=0,  (6.103)
C1(— Bacos(B1L) + A7 A3 + AgAgs) + Co(Basin(Bi L) — Aes) + CsAgs =0, (6.104)

Usando as equagdes (6.102)-(6.103 ), pode-se obter C; e C, em fungéo de Cs,

C1(— Bisin(B1L) + A7Az3 + AgAze) — Co (BT cos(B1L) + Azs) = —C5Ass, (6.105)
C1(B1sin(B1L) + A7 As3 + AgAse) + Co (] cos(B1 L) — Ass) = —Cs Ass, (6.106)
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Pela regra de Cramer
Cy = —0Cs, C2=KC5 (6.107)

onde

>
Il

(B1Bs + B} Bs) Wa — (B1B7 + B Bo) W5 | sin(B1 L

(
(BsBo— B7Bs) (Mo (Ws Wa + Ws We) — Az (Wa W — W3 W5))
(
(

+

+

(ﬁ1ﬁ7 + ,31,59 ASWS - A7W6) (ﬁ‘fﬁe + ﬁ%ﬁg) (A7W3 + AgWﬁ)) cos(f1L)
B B7 + B Bo) Wa + (B1 B + BT Bs) Ws + (6o — B7Bs) (W + W2)
~((B1 87+ B2 Bo) W + (816 + B3 Bs) W5 sin(B1 L)

(BsBo— B7Bs) (A7 (Ws Wa + Ws We) + Aa(Wa W — W3 W5))

> B
no —
Il [l

+

Substituindo C; e C, na equacao (6.106), obtém-se

A A
Cs( 5 (= Bacos(BrL) + Ariss + AgAes) + —>(Basin(frL) — Aos) +Ass) =0 (6.108)

Impondo a condi¢do de existéncia de solugdes néo triviais, o valor positivo f;
deve satisfazer a condicao

A A
Kl( - ﬁ4 COS(IBIL) + A7 Ag3 + A8A66) + Kz(ﬁ4 Sil’l(ﬁlL) - A64) +Ag5=0 (61 09)

A equacéo (6.109) gera as raizes f;,, que sao, aproximadamente

2n-1Dn

,BlnL: 2

, (6.110)

e os autovalores © ©
2 2 n6 1 o4
an:p_Aﬁln+p_Aﬁ1n! n=1,...,oo, (6111)

apresentados na Tabela (6.8).
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Tabela 6.8 — Tabela das raizes caracteristicas caso r = +6i,r = +(8, + f3i). Fonte: Autoria propria.

n

@n-Dn

B

B3L

B2L

p1L

a(MHz)

a.(MHz)

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
38
29
30

48.%394
51.836
54.977
58.119
61.261
64.402
67.544
70.685
73.827
76.969
80.110
83.252
86.393
89.535
92.676

119573
127086
134504
141804
148985
156094
163227
170463
177829
185309
192876
200507
208184
215895
223631

6.0634
11.9893
15.8535

18.955

21.627

24.029

26.265

28.401

30.468

32.480

34.444

36.364

38.245

40.092

41.908

66.811
68.694
70.581
72.464
74.341
76.222
78.131
80.090
82.105
84.174
86.288
88.440
90.626
92.840
95.080

47.280
50.834
53.801
56.721
59.593
62.437
65.290
68.185
71.131
74.123
77.150
80.202
83.273
86.357
89.452

413.063
474.349
540.280
610.673
685.502
765.277
851.263
944.826
1046.893
1157.869
1277.951
1407.318
1546.166
1694.740
1853.302

102.6748
116.3506
130.8811
146.2663
162.5058
179.6005
197.5499
216.3540
236.0129
256.5265
277.8949
300.1180
323.1959
347.1284
371.9157

2n-Dn
2

B1

BsL

Ba2L

pi1L

a(MHz)

a.(MHZz)

31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

95.8186
98.9602
102.1018
105.2434
108.3849
111.5265
114.6681
117.8097
120.9513
124.0900
127.2345
130.3761
133.5177
136.6593
139.8009
142.9425
146.0841
149.2257
152.3600
155.5000

231386
239156
246937
254728
262526
270331
278141
285956
293775
309421
317249
325078
332909
340742
348577
356413
364251
372089
379929
387769

43.699
45.466
47.2130
48.941
50.655
52.354
54.041
55.717
57.384
60.693
62.336
63.973
65.605
67.232
68.855
70.473
72.088
73.699
75.307
76.913

97.344
99.629
101.933
104.256
106.595
108.951
111.322
113.707
116.105
120.938
123.372
125.816
128.271
130.735
133.209
135.69
138.181
140.679
143.185
145.698

92.554
95.662
98.774
101.89
105.01
108.13
111.25
114.38
117.51
123.76
126.89
130.031
133.16
136.296
139.43
142.56
145.70
148.83
151.97
155.10

2022.148
2201.595
2391.944
2593.558
2806.741
3031.873
3269.271
3519.309
3782.328
4348.643
4652.712
4971.120
5304.270
5652.527
6016.257
6395.778
6791.502
7203.689
7632.808
8079.110

397.5578
424.0546
451.4061
479.6124
508.6724
538.5881
569.3586
600.9838
633.4637
666.7983
700.9877
736.0318
771.9307
808.6843
846.2926
884.7557
924.0735
964.2461
1005.2726
1047.1545
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Assim, os primeiros modos normais ¢, normalizados sao da forma

1 /A
px) = N(Kl(sin(ﬁlx)+A7sinh(ﬁ2x)cos(,63x)+Agcosh(ﬁ2x)sin(,63x))

+ %(cos(ﬁlx) — cosh(B2x) cos(B3x)) + sinh (B2 x) sin(ﬂgx)), (6.112)
onde
2 Leay, . . ,
N° = f (K(sm(ﬁlx)+A7smh(ﬁ2x) cos(fB3x) + Agcosh(f2x) sm(ﬁgx))
0

2
+ %(cos(ﬁlx)—Cosh(ﬁgx)cos(ﬁgx))+sinh(,62x)sin(,63x)) dx (6.113)

Cabe observar ainda que, a andlise feita até o presente momento é valida para
qualquer que seja as condigdes de contorno, uma vez que o polinbmio reduzido é
de grau impar (3) e, neste caso, sempre existe uma raiz real. Este fato € mostrado
numericamente pela Figura (6.4).

A andlise feita nos paragrafos anteriores permite obter uma forma analitica para
a resposta de deslocamento da viga no contexto da deformagéao gradiente.

6.2 Analise daresposta no dominio do tempo no modo
atuador

Nas sec¢des anteriores, foram apresentadas as condigdes para construir as res-
postas a uma entrada no sistema (6.114), ou seja, foram apresentadas as estimativas
para os autovalores a?. Entdo, foram realizadas simulagdes para obtengdo do com-
portamento das raizes da equacgao caracteristica (6.14), o que possibilitou analisar o
desempenho dos modos normais. Além de todos estes fatores, destacamos também
o calculo do setpoint de operacao do transdutor, mostrando que seu desempenho ga-
rante a ndo existéncia de instabilidade do tipo pull-in. Agora, para a quantificacdo dos
efeitos paramétricos que o modelo de deformacéo gradiente exerce sobre o transdu-
tor, analisaremos o comportamento da saida w(x, t) de (6.114) por uma perspectiva
quantitativa.

eb( V() Pw(x)  (Vi(0)*w(x)

2\d-wx 0)? d+wx1)? (6.114)

P AW (x, ) + K10t w(x, 1) — K»0%w(x, 1) =

Assim, assumimos que a resposta w(x, r) de (6.114) pode ser dada por

w(x, ) =) ni(0e;x), t=0,x€[0,L]. (6.115)
i=1

Substituindo (6.115) em (6.114), tem-se

b (Vp (1) (x) B (Ve (1) (x)
2\ d-wx, )2 d+wx 0))?)

Kini(ng!

() - Koni (0P () + p A (D) i (x) = (6.116)
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. b( (Vu()?w(x) (Vi) w(x)
()| K1 (x0) - Kop'® ) Aiji(Dpi(x) = = ( -
n; (1) 19; (x) 20; (X) |+ p AR (D (x) 2 \d-wix, 02 d+ w(x, e

2 . o _€b (Vp(0)*w(x) B (Vt(t))z'l//(x))
pAa n; (D)@ (x)+pAi);(De;(x) = > ((d— W DE @t l)

). (6.117)

(6.118)

Multiplicando por ¢;(x), integrando em x e levando em consideragédo que os
modos normais sao ortonormais, obtém-se para j=1:00

L L L((Vi(£)2 . V()2 .
pAainj(t)f wj(x)zdx+pAﬁj(t)f <pj(x)2dx:%f (( b)Y Vi)Y
0 0 0

2 (d-w(x,1)? (d+ w(x, 1)?
(6.119)
2 . _€b fL((Vb(t))zw(xnpj(x)_(Vt(r))zw(xkpj(x))
pAi} (1) + pAain (1) = >, A= D) At 0 )2 dx (6.120)
o o€ [H Py (Vt(t))zw(xnpj(x))
n](r)+ajn](t)_2phf0 ( PR AT w0 D) d (6.121)
Assim, obtém-se um equacao diferencial de segunda ordem néo linear
i (0) + s j(0) = e f (2, m), (6.122)
onde
e CH(@Py i) (Vi) Py (0e;(x)
o © f(t’”)_f ( d-wx0?  (@d+wl,0)? (6.123)

Como trabalhos futuros, sugere-se a obtencédo da equacao de monitoramento
com vistas a aplicagbes na inspecgao de estruturas. Para isto, € necessario relembrar
a relacao tensao elétrica/momento dada pela equacgéao

_ (sn—-Dzw"(x,1)
di .

Vw' (6.124)

Substituindo (6.124) em (6.121), tem-se

dx

2 2
, 0.3Le (s11— Dz L (Z‘,?Zlm(t)q);’(x)) @) (Z?Zlm(tﬁp’i’(x)) @)
(0 +ajn;(t) = fo -

20h  dn 7L (d—Z?ﬁlm(fﬂPi(x))z (d+2?2177i(t)</>i(x))2

(6.125)

A fim de ter uma melhor compreensao do comportamento dinamico do sistema,

faz-se uma aproximacgéao discreta de (6.125); assim, decompde-se seu integrando em
um conjunto de fung¢des

0o 2
it x) = (Z nn(t)%(x)) » f(t,x) = fi(t, ) (x),
n=1

— 1 _ 1 _ f2(t)x)
f3(t,x) = 5, falt,x) = AT

(d -r®, ni(t)(pi(x))z (d + Z?Zmi(t)(ﬂi(x))

(6.126)
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Utilizando as fun¢des definidas em (6.126), o integrado do lado direito de (6.125)
pode ser definido como

0.3Le (s;1 -1z L
2ph  dn 0.7L

Gj(t) = fa(t,x)dx. (6.127)
Para usar a aproximacao por quadratura de Gauss, (7.5), é necessario transfor-
mar o intervalo [0, L] em [-1,1]. Assim, a fung¢do G(t) assume a forma

0.3Le (811—1)20.3Lf1 ( L )
Gi(t) = t,=(0.3r+1.7||d
(D) 2oh dny 2 _1f4 2( r ) r

0.3Le (11— 1)z 0.3L L2

L
soh A2 izzlcif4(t,§(0.3r,-+l.7)), (6.128)

sendo que as fungdes f;(t,x),l=1...,4, agora assumem a forma

[e’s) 2
filt,r) = (Z nn(t)<p',’l(§(0.3ri+ 1.7))) : (6.129)
n=1
L
£t = filt, r,-)<p,-(§(o.3r,- 4 1.7)), (6.130)
filtr) = ! - ! ~(6.131)

d-x2,ni0gi(5(03r+ 1.7)))2 (d+2§?‘;1ni(t)<pi(§(o.sr,- +17))

falt,ri)

" (6.132)

falt,ry) =

Utilizando a expresséao (6.129), pode-se escrever a equacgao (6.125) da forma

i (0 +ain; (D) = G (0. (6.133)
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Capitulo /

RESULTADOS E DISCUSSOES

No presente capitulo, as simulagdes numéricas foram aprofundadas para abor-
dar o sistema de equacdes diferenciais de segunda ordem nao linear que descrevem
as coordenadas generalizadas do problema, influenciadas pela presenca de forca ele-
trostatica. A obtencao das solugcdes n; e a subsequente determinacao da deformacao
w =Y ¢n; requerem uma abordagem baseada no calculo numérico. Neste contexto,
o foco se volta para a analise do problema com forca eletrostatica entre duas placas,
tanto no cenario classico quanto no contexto da teoria de deformacgao gradiente. Este
capitulo visa explorar as implicacdes e comportamentos resultantes dessa abordagem
numérica, fornecendo insights valiosos sobre o sistema em estudo.

Nessa perspectiva, obtém-se um sistema de equacdes diferenciais de segunda
ordem n&o linear para as coordenadas generalizadas do problema com forca eletros-
tatica. Para encontrar as solucdes n; da mesma e determinar a deformacéo w =Y ¢n;,
foi adotado calculo numérico.

Foi considerado o problema com forca eletrostatica com duas placas para o caso
classico e para o caso gradiente, com a distancia d = 4um, coeficiente de permissivi-
dade € = 1800 x 8.85 x 1072, com area by (x), onde v é uma funcéo de calibre dado em
7.2.

As propriedades dos materiais usados na viga tém E = 1.44GPa, coeficiente de
Poisson v = 0.38. Assumiu-se que os trés parametros geométricos da escala de com-
primento do material séo lp=51 =1, =1; l=17.6um.

Primeiramente, foi calculada a Quadratura Gaussiana para a integral. Em se-
guida, o sistema de segunda ordem foi transformado em um sistema de primeira or-
dem para aplicar o método de Runge-Kutta de ordem quatro.

i (0 + a2n (D) = — fL((Vb(t))zw(x)(Pj(x)_(Vt(lf))zl,l/(x)(pj(x)
nj i 2ok Jo (d—- w(x, 1)? A W)

(7.1)
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Entdo, usou-se a fungao de calibre w(x)

0, se 0=x<0.7L
w(x):{ * , (7.2)
03L se 0.7L<x<L
W(x) = 0.3L(ug.71(x) — ur(x)) (7.3)
Desta forma, tem-se
o 03eL [T ((Vb(t))zq)j(x)_(Vt(t))%pj(x))
1O+ a0 = o o\ d—w0)? @+ w02 (74)

Entdo, foram calculadas as integrais aproximadas com n =5 modos normais
usando o método da quadratura Gauss-Legendre com quinze pontos. Fazendo a mu-
danca de variavel

b 1 _ _
ff(x)dx:f f((b “)r;(b”))(bzmdr (7.5)
a -1

e usando a tabela para as raizes e os coeficientes da quadratura.

Tabela 7.1 — Pontos de Gauss para integracdao numérica. Fonte: Autoria propria.

[ Raiz r; coeficiente ¢;

i=0, i=14  +0.987992518020485  0.030753241996117
i=1,i=13  +0.937273392400706  0.070366047488108
[ i=12 + 0.848206583410427 0.107159220467172
i=11  +0.724417731360170 0.139570677926154

10 + 0.570972172608539 0.166269205816994
i=5,i=9  +0.394151347077563 0.186161000115562
i=6,i=8 + 0.201194093997435 0.198431485327111
i=7 0.000000000000000 0.202578241925561

Assim, obtem-se de 7.4 a equacao

03¢L03L {1 (Vp(0)2@;(1/2(0.3Lr +1.7L)) (Ve(£)%¢(1/20.3Lr + 1.7L))
g - Sdr, (7.6)

2
d-XP_ @p/20.0Lr +190)nc)  (d+Xf_| or(1/2003Lr + 1701

. 2
i(t N () =
TI]()+06]77]() 2ph ) _1(

cujas j-ésimas integrais

; fl (Vo(£)%@;(1/2 % (0.3Lr +1.7L)) (Ve0)Pp; (U2 % 0L +170)
= 2 r

2
! (d ~Y" pr(1/2003Lr + 1.7L))nk) (d +Y" 9p(1/2003Lr + 1.7L))nk)

sao calculados da forma s
f‘j = Z CiFi(tynl)~--nn)
i=1

onde

(Vb(t))2<pj(1/2(0.3Lri +1.9L)) (V,(t))z(pj(1/2(0.3Lrl~ +1.7L))
Fi(tynlr---nn): - 2

2
(d — Y @r(1/2(0.3Lr; + 1.7L))nk) (d +X0 i3+ 1-7))nk)
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Transformando o sistema de segunda ordem (7.6) em um sistema de primeira
ordem

uZ]‘_l = 7]] (77)
Uzj =1
obtém-se
Upj—1 = Upj (7.9)
j = —a’upj_1+efj, (7.10)

_ 0.3¢L 0.3L
onde € = Son 2 -

Assim, foram obtidas as cinco primeiras coordenadas generalizadas e seus
respectivos planos de fase para o caso classico nas Figuras (7.1a)-(7.5b) e para o
caso gradiente nas Figuras (7.6a)-(7.10b), em que foram adotados os parametros
h =20um, d = 4um, L =20h, b =4h, V, =2V, V; =2V e fungdo de calibre y(x) =
0.3L(up 71 (x) — ur(x)).

,8 73
y x10 ‘ ‘ ‘ 1% 10 — :
05" ! : : A\ 05 / AN
= Ll dm \
= of "‘-\ dt
-0.5 \\J I\y ‘\\/ A\ \, -0 5 \ . /
-1 . . . -1 . —~ .
0 0.5 1 1.5 2 -1 0.5 0 0.5 1
t(s) %10 un x108

(a) Coordenada generalizada. (b) Plano de fase.

Figura 7.1 — Primeira coordenada generalizada da microviga engastada sujeita a forga eletrostatica
para o caso classico. Fonte: Autoria prépria.

-9 .
2><10 1><1O ‘ ‘ -
/V ~
TANAANRA - 0.5 / \
I drp \
—_ I ‘I.‘I\H"‘\'lllww"\“‘\llu“\\“‘l\ll add 3 / |
oot Y ol |
= RIRIRIATRIRIATRIRIRIRIRIRIAY \
-1 "‘I I\‘ | ‘ I ! ‘ I\:‘I " I\,:" ‘ | -0.5 \\ /
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.5 A 0.5 0 0.5 1 15
t(s) X107 11y <1070

(a) Coordenada generalizada. (b) Plano de fase.

Figura 7.2 — Segunda coordenada generalizada da microviga engastada sujeita a forga eletrostatica
para o caso classico. Fonte: Autoria propria.
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- L -1 L L |
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(a) Coordenada generalizada. (b) Plano de fase.

Figura 7.3 — Terceira coordenada generalizada da microviga engastada sujeita a forga eletrostatica para
0 caso classico. Fonte: Autoria propria.

><10“)

- AI| il W\ | MM i F”’\ 'M‘\ /P
M mw ) v\‘u L

(a) Coordenada generalizada. (b) Plano de fase.

Figura 7.4 — Quarta coordenada generalizada da microviga engastada sujeita a forga eletrostatica para
0 caso classico. Fonte: Autoria propria.

><10“)

%WWWWWW 3

(a) Coordenada generalizada. (b) Plano de fase.

Figura 7.5 — Quinta coordenada generalizada da microviga engastada sujeita a forga eletrostatica para
0 caso classico. Fonte: Autoria propria.

Percebe-se que a primeira coordenada generalizada predomina em amplitude
em relagdo as demais em ambos 0s casos, e estao dentro da escala das microestru-
turas, com amplitude da ordem 1078, pois 0os modos normais sdo da ordem de 102.
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No caso classico, observando o plano de fase, verifica-se que a amplitude é

estavel, enquanto no caso gradiente, a quarta e a quinta coordenadas generalizadas
apresentam-se amortecidas.

Conforme ja observado, no caso gradiente, a frequéncia é maior do que no caso

classico, a amplitude é um pouco menor, e a taxa de variacdo é dez vezes maior.

-8
,x10% | _ 0.01 "
/ Ve ‘\\ / \_\ 7 ‘w.\\
N / \ ] 0.005 /
— \ dt ( I“
= v \ / \‘-\ 8 0 | |
g 0 \\ .\ -‘,\\ ]’;.
al \o -0.005 /
\“ / \ S >
2 . \\_,_/‘ ‘ N -0.01 P .
0 05 1 15 2 2 -1 0 1 ;'
t(s) x10°® g <10

(a) Coordenada generalizada. (b) Plano de fase.

Figura 7.6 — Primeira coordenada generalizada da microviga engastada sujeito a forca eletrostatica
para o caso gradiente. Fonte: Autoria propria.

4><10'9 0.01
n A f A n n iy N N n N
D A A L A T L A S L R A 0.005
;‘.‘:‘..“.:‘.‘;‘.:;:‘,.“..“.;‘.:‘. dn
= UV U Y dt
ookt VYL o
SRR AR AR R A
I T T O O I O O AR O
200 A -0-005
4 . ‘ ‘ -0.01 :
0 0.5 1 15 2 4 2 0 g )
t(s) «10° 2 <10

(a) Coordenada generalizada. (b) Plano de fase.

Figura 7.7 — Segunda coordenada generalizada da microviga engastada sujeito a forca eletrostatica
para o caso gradiente. Fonte: Autoria propria.

Na Figura (7.11a), é representado o deslocamento da microviga engastada com
0S cinco primeiros modos normais para o caso cldssico, onde os modos normais cor-
respondem aos diferentes padroes de deformagéo da viga sob uma carga dada. Para
o primeiro modo normal, refere-se a forma basica de flexao da viga.

Ja na Figura (7.11b), observa-se o deslocamento da microviga engastada com
0s cinco primeiros modos normais para o caso gradiente. Neste caso, considerando
gradientes de deformacgao, os modos normais incluem variagdes adicionais na defor-
macao ao longo da espessura da viga. Os modos normais para a deformacéao gradi-
ente refletem padrées mais complexos de variacao da deformacao. Percebe-se que a
deformacéao no caso gradiente € o dobro do que a deformacao no caso classico.
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(a) Coordenada generalizada. (b) Plano de fase.

Figura 7.8 — Terceira coordenada generalizada da microviga engastada sujeito a forga eletrostatica para
o caso gradiente. Fonte: Autoria propria.

5 ><’1’0"D ) x107"0
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(a) Coordenada generalizada. (b) Plano de fase.

Figura 7.9 — Quarta coordenada generalizada da microviga engastada sujeito a forga eletrostatica para
o caso gradiente. Fonte: Autoria propria.
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(a) Coordenada generalizada.

(b) Plano de fase.

Figura 7.10 — Quinta coordenada generalizada da microviga engastada sujeito a forca eletrostatica para
o caso gradiente. Fonte: Autoria propria.

A teoria da deformacéo gradiente considera variagdes locais na deformacao
ao longo da espessura da viga, o que € especialmente relevante em estruturas de
pequena escala, como microvigas.

Nas Figuras (7.12a) e (7.12b), sdo evidenciados os deslocamentos na extremi-
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x1 0-6
1
E
: ity
X ey ||i,., HI. H\‘
3 1 , L"“‘"'“'IE!”MLEUJLHLM &uj ,mﬂm
73 > .,,_,,_,,_,.,,_,,_ 2 0
t(s) 2
(8) Caso classico. (b) Caso gradiente.

Figura 7.11 — Deslocamento da microviga com os cinco primeiros modos normais. Parametros: d =
4um, h=20um, b=4h, L=20h, V;,=2V e V; =2V. Fonte: Autoria prépria.

dade da microviga nos cenarios classico e gradiente. O caso gradiente, como ja obser-
vado anteriormente, apresenta o quadruplo da frequéncia e o dobro da amplitude em
relacéo ao caso classico. Quanto maior a frequéncia, mais sensivel, mostrando assim
que o caso gradiente representa melhor a sensibilidade na microviga. Notavelmente,
0 caso gradiente demonstra uma frequéncia quadrupla e uma amplitude dobrada em
comparacao ao caso classico, como previamente observado. Essa relacdo sugere
que, a medida que a frequéncia aumenta, a sensibilidade também se intensifica, indi-
cando que o caso gradiente € mais representativo da sensibilidade na microviga, de
acordo com os resultados experimentais citados na literatura.

E importante ressaltar que a microviga engastada estudada neste trabalho é um
elemento estrutural usado em muitas aplicacdes microeletromecéanicas e em experi-
mentos em nanotecnologia. Geralmente, € uma estrutura fina que se projeta de uma
superficie de suporte e é livre para se deformar na extremidade ndo suportada.

Ja a Figura (7.12b) refere-se a deformacgéo da extremidade da microviga para o
caso gradiente, em que ha variagdes locais na deformacao ao longo do comprimento
da viga. Isso pode ocorrer quando ha uma variagcdo nao uniforme nas propriedades
do material ou nas condi¢des de carga.

A andlise classica de uma microviga engastada assume que a deformacéao é
uniforme ao longo do comprimento da viga e que as propriedades do material sao
constantes. No entanto, em situagdes da vida real, podem ocorrer gradientes de de-
formacéao devido a diferentes propriedades do material, variacbes de temperatura, ou
outras condi¢gées ndo homogéneas.

As Figuras (7.13a) e (7.13b) mostram o deslocamento em cinco pontos da mi-
croviga engastada para o0s casos classico e gradiente, respectivamente.

Na teoria classica, a deformacdo é a mesma em todos os pontos da secao
transversal. Na teoria da deformacédo gradiente, a deformacéo pode variar consi-
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(a) Caso classico. (b) Caso gradiente.

Figura 7.12 — Deslocamento na extremidade da microviga. Parametros: d = 4um, h = 20um, b = 4h,
L=20h, V;,=2V e V,=2V. Fonte: Autoria prépria.

deravelmente através da espessura. Pode haver gradientes significativos, refletindo
variacdes nas propriedades do material ou outras condicdées ndo homogéneas.
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Figura 7.13 — Deslocamento em cinco pontos da microviga engastada. Parametros: d = 4um, h=20um,
b=4h, L=20h, V, =2V e V;=2V. Fonte: Autoria prépria.

As Figuras (7.14a) e (7.14b) apresentam as cinco primeiras componentes da
decomposicao do deslocamento da microviga engastada para os casos classico e
gradiente, respectivamente. Observa-se que a primeira componente da decomposicao
se destaca em relagdo as demais, em ambos 0s casos.

Aqui estao descrigdes simplificadas dos cinco primeiros modos normais para
uma microviga engastada observadas a partir desses graficos:

Primeiro Modo Normal (Modo Fundamental): A viga se deforma principalmente
por flexdo; a forma de onda de deformagédo é semelhante a uma funcao senoidal; a
extremidade livre da viga tem um nd de deslocamento.

Segundo Modo Normal: Além da flexdo, hd uma variagdo adicional no padréo
de deformagéo; o numero de ndés de deslocamento ao longo da viga aumenta para
dois; a forma de onda se torna mais complexa.
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Terceiro Modo Normal: O padrao de deformacéao se torna ainda mais complexo;
Ha mais n6s de deslocamento ao longo da viga; cada modo normal subsequente
adiciona mais nds e complexidade ao padrdao de deformacao.

Quarto Modo Normal: A complexidade do padrdo de deformagédo continua a
aumentar; mais n6s de deslocamento aparecem.

Quinto Modo Normal: O padrao de deformacgéo atinge um nivel ainda maior de
complexidade; o numero de nds de deslocamento continua a aumentar.

A analise modal é conduzida numericamente e também usando software de
simulagéo para calcular os modos normais e as formas associadas de deformacao
para a microviga engastada especifica apresentada neste trabalho.

x107®
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(a) Caso classico. (b) Caso gradiente.

Figura 7.14 — Deslocamento dos cinco primeiros modos normais da microviga engastada. Parametros:
d=4um, h=20um, b=4h, L=20h, V};, =2V e V,=2V. Fonte: Autoria propria.

As Figuras (7.15a) e (7.15b) apresentam o deslocamento da microviga em trés
tempos distintos para os casos classico e gradiente, respectivamente, denotando as
caracteristicas de deformacao da microviga engastada. Devido a consideracao dos
gradientes de deformacao, os padrdes de deformacao ao longo da espessura da viga
podem ser mais complexos do que os previstos pela teoria classica.

A vibrac&o da microviga engastada segue os modos normais de vibragao asso-
ciados ao sistema. O primeiro modo é 0 mais predominante. Para o primeiro modo
normal, a deformag&o da viga ao longo do tempo segue um padréo senoidal, carac-
teristico de uma oscilacdo harménica simples. A frequéncia natural da vibracao de-
pende das propriedades da viga, como comprimento, material e momento de inércia
da secéo transversal.

Em condigbes ideais (sem amortecimento), a amplitude da oscilagdo pode per-
manecer constante ao longo do tempo, ja que ndo ha dissipacdo de energia. Se o
sistema for sujeito a algum nivel de amortecimento (por exemplo, devido a atrito in-
terno ou dissipagao de energia), a amplitude da oscilagao diminui ao longo do tempo.
Em situacées mais complexas, onde multiplos modos normais estao envolvidos, a
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deformacéao da viga € uma sobreposicao desses modos.
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(a) Caso classico. (b) Caso gradiente.

Figura 7.15 — Deslocamento no tempo. Parametros: d = 4um, h =20um, b = 4h, L =20h, V;, =2V e
Vy =2V. Fonte: Autoria prépria.

Nesse contexto, percebe-se que comportamento ao longo do tempo é influenci-
ado pelos modos normais de vibracéo, que sao os padrboes fundamentais de deforma-
cao. A resposta vibratéria é caracterizada por uma combinacao dos modos normais, €
a variacao temporal dependera das frequéncias naturais associadas a esses modos.

Além disso, a amplitude das vibracdes geralmente diminui ao longo do tempo
devido a dissipagcdo de energia, especialmente em escalas micro € nano, onde 0s
efeitos de amortecimento podem ser significativos. A resposta dindmica também de-
pende das forcas externas aplicadas ou perturbacées que possam afetar a viga. A
forma como a viga responde a essas forcas ao longo do tempo é influenciada pela
consideracgéo dos gradientes de deformacéo.

As Figuras (7.16a)-(7.16d) mostram os graficos da primeira coordenada gene-
ralizada e as Figuras (7.17a)-(7.17d) exibem os graficos do deslocamento da extremi-
dade da microviga engastada para os casos classico e gradiente, adotando diferentes
valores da espessura h, com 0 objetivo de verificar a relagdo da rigidez entre o caso
classico e o gradiente em funcao de h.

As Figuras (7.18a)-(7.18b) mostram os graficos da primeira coordenada gene-
ralizada e do deslocamento na extremidade da microviga para os casos classico e
gradiente, adotando os parametros h =35um € L=20h, com parametros de forca ele-
trostatica d = 4um, b =4h, V;, =2V e V; =2. Observa-se que ocorreu pull-in para o
caso gradiente.

A teoria classica assume uma espessura constante ao longo da viga. A coor-
denada generalizada neste caso esta associada a um unico modo de vibragcdo, como
o primeiro modo normal de flexdo. Se a viga for submetida a uma perturbagéao ini-
cial (como uma deflexao inicial), a primeira coordenada generalizada varia ao longo
do tempo seguindo uma fungao senoidal ou cossenoidal, dependendo das condi¢des
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Figura 7.16 — Comparacao da primeira coordenada generalizada n; para os casos classico e gradiente.
Parametros: d =4um, b=4h, V,, =2V e V; =2V. Fonte: Autoria propria.

iniciais.

No caso gradiente, a teoria leva em conta variagdes nas deformagdes ao longo
da espessura da viga. A coordenada generalizada, neste caso, pode levar em consi-
deragdo ndo apenas a deformacao média ao longo da espessura, mas também gra-
dientes de deformacado. O grafico da primeira coordenada generalizada para o caso
gradiente pode exibir variagdes mais complexas ao longo do tempo devido a conside-
racdo dos gradientes de deformacao. A resposta dindmica depende das caracteristi-
cas especificas da variacao na espessura e das condi¢oes iniciais do sistema.

Assim, se houver variagcao na espessura da microviga, isso pode ser levado em
conta na formulacdo do problema, especialmente na teoria da deformacao gradiente,
onde as variagdes na espessura podem afetar as deformagdes ao longo da viga.

As Figuras (7.19a) e (7.19b) mostram os gréaficos da primeira coordenada ge-
neralizada e as Figuras (7.20a) e (7.20b) exibem o deslocamento na extremidade da
microviga engastada comparando diferentes valores da espessura h para 0s casos
classico e gradiente, respectivamente, com o objetivo de observar a relacéao entre rigi-
dez e a espessura.

No caso classico, a deformacao varia principalmente ao longo do comprimento
da viga, seguindo os padrdes de flexdo associados aos modos normais de vibragao.
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Figura 7.17 — Comparacédo do deslocamento da extremidade da microviga para os casos classico e
gradiente. Parametros: d =4um, b=4h, V;, =2V e V;=2V. Fonte: Autoria prépria.
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(a) Primeira coordenada generalizada. (b) Deslocamento na extremidade da microviga.

Figura 7.18 — Comparagao dos casos classico e gradiente para os parametros h = 35um e L = 20h.
Fonte: Autoria prépria.

No caso gradiente, com variagdo na espessura, pode haver uma distribuigdo nao uni-
forme da deformacéo através da espessura da viga. Desse modo, a variacao na es-
pessura pode influenciar diretamente a distribuicdo de deformagéo ao longo da espes-
sura, especialmente em uma analise que incorpora a teoria da deformacao gradiente.

As Figuras (7.21a) e (7.21b) mostram os graficos da primeira coordenada ge-
neralizada e as Figuras (7.22a) e (7.22b) exibem o deslocamento na extremidade da
microviga engastada comparando diferentes valores do comprimento L para os ca-
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Figura 7.19 — Primeira coordenada generalizada para diferentes valores de h. Parametros: d = 4um,
b=4h, L=15h, V;,=2V e V, =2V. Fonte: Autoria prépria.
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Figura 7.20 — Deslocamento na extremidade da microviga para diferentes valores de h. Parametros:
d=4um, b=4h, L=15h, V},=2V e V;=2V. Fonte: Autoria propria.

sos classico e gradiente, respectivamente, com o intuito de confirmar a dependéncia
inversamente proporcional da rigidez em relacdo ao quadrado do comprimento L.

A Figura (7.21a) mostra o comportamento da primeira coordenada generalizada
e a Figura (7.21b) mostra o comportamento da deformacéo para diferentes valores
de L utilizando a teoria classica. A coordenada generalizada, neste caso, pode estar
associada a modos de vibragdo especificos ou a padrées de deformacédo ao longo
da viga. A deformacao ao longo do comprimento segue os padrdes associados aos
modos normais de vibragao. A teoria classica considera que a deformagéao € uniforme
através da espessura.

As Figuras (7.22a) e (7.22b) representam a primeira coordenada generalizada
para diferentes valores de L utilizando a teoria classica. A coordenada generalizada
neste caso pode incluir informagdes sobre gradientes de deformacgéo e variagcoes ao
longo do comprimento.

A teoria classica de vigas de Euler-Bernoulli é valida para vigas longas e finas,
assumindo que o comprimento da viga € muito maior que sua largura e espessura. Va-



Capitulo 7. RESULTADOS E DISCUSSOES

riacoes no comprimento podem ser tratadas, mas € importante garantir que a relagao

L/dimensdes transversais transversais seja grande o suficiente.
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Figura 7.21 — Primeira coordenada generalizada para diferentes valores de L. Parametros: d = 4um,
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h=20um, b=4h, V=2V e V;=2V. Fonte: Autoria propria.
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Figura 7.22 — Deslocamento para diferentes valores de L. Parametros: d = 4um, h = 20um, b = 4h,
V, =2V e V; =2V. Fonte: Autoria prépria.

No contexto de microvigas e estruturas microeletromecanicas (MEMS), o termo
pull-in refere-se a um fendmeno no qual a estrutura alcanca uma condigao critica em
que as forcas eletrostaticas aplicadas sao tao grandes que a estrutura colapsa ou
entra em contato com uma superficie subjacente. Este fenémeno é particularmente
relevante em dispositivos MEMS onde séo aplicadas forgas eletrostaticas para movi-
mentar ou deformar a estrutura.

A diferenga no comportamento da coordenada generalizada no método gradi-
ente com pull-in e sem pull-in pode ser entendida considerando a influéncia dos gradi-
entes de deformacéo e as forcas eletrostaticas aplicadas.

Antes do pull-in, a estrutura responde de maneira elastica as forgas aplicadas.
A teoria gradiente leva em consideragcédo gradientes na deformacéo ao longo da es-
pessura da viga. O comportamento da coordenada generalizada reflete esses gradi-
entes e como eles influenciam a deformagéo global. Pode haver uma resposta mais
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complexa ao longo do tempo ou sob diferentes condi¢des, devido a inclusao dos gradi-
entes de deformacdo. O entendimento desse comportamento € crucial para o projeto
e a operacao segura de dispositivos MEMS.

Com o pull-in, a estrutura atinge uma condicao critica em que as forgas eletros-
taticas superam a rigidez da estrutura, levando ao colapso ou ao contato com a super-
ficie subjacente. A coordenada generalizada pode indicar a perda de estabilidade da
configuracéao elastica anterior, pois a estrutura entra em um regime de comportamento
nao linear. A deformacédo na regido do pull-in pode ser significativa, e a coordenada
generalizada refletira essa deformacao extrema. A analise do comportamento da co-
ordenada generalizada em condi¢cdes de pull-in é crucial para entender a estabilidade
da estrutura, os limites de operacéo do dispositivo MEMS e evitar falhas catastréficas.
As simulagbes numéricas e analises teoricas sao frequentemente usadas para prever
e entender o pull-in, considerando fatores como as forcas eletrostéaticas, caracteristi-
cas materiais e geometria da estrutura.

Assim, a principal diferenca no comportamento da coordenada generalizada en-
tre 0os casos com e sem pull-in esta associada a transicdo de uma resposta elastica
para uma resposta nao linear, onde a estrutura colapsa ou entra em contato com a
superficie subjacente.

As Figuras (7.23a)-(7.23d) apresentam o comportamento da deformacao para
diferentes valores de tensao entre as duas placas da microviga engastada para as te-
orias classica e gradiente, detectando algumas faixas de tensao que provocam pull-in,
mostrando, assim, que o0 nosso estudo analitico-numérico-computacional do modelo
possibilita estimar faixas de parametros para projetos MEMS.

A variacao da tensdo em uma microviga pode ter efeitos significativos no com-
portamento da coordenada generalizada e da deformagéo.

Na teoria classica de Euler-Bernoulli, presume-se uma distribuicdo de tenséo
uniforme através da secao transversal da viga. A coordenada generalizada pode estar
associada a modos normais de vibrag&o ou a padrdes de deformacgao, dependendo da
natureza da carga aplicada. A deformagéo ao longo da viga sera uniforme se a tenséo
for uniforme. Os graficos da coordenada generalizada e da deformagéo podem seguir
padrées harmdnicos ou modos normais de vibracao, dependendo das condicdes e
carregamento.

Na teoria da deformacéao gradiente, a variacdo da tensao através da espessura
da viga € explicitamente considerada. Pode haver gradientes significativos na distri-
buicdo da tensdo. A coordenada generalizada pode refletir variacdes nos gradientes
de deformacao e na distribuicdo da tensao através da espessura. A deformacéao ao
longo da espessura pode ser nao uniforme, especialmente se houver variagao na ten-
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(c) Caso gradiente - Variagdo da tensdo. Parametros: h = (d) Caso gradiente - Variagao da tensdo (com pull-in). Pa-
20mp, d =4pm e L=20h. rdmetros: h=20um, d =4um e L=20h.

Figura 7.23 — Deformacgédo da extremidade da microviga para diferentes variagdes de tensdo. Fonte:
Autoria prépria.

sdo. Isso pode levar a padrdes de deformacdo mais complexos. A teoria gradiente é
especialmente util quando ha variagdes importantes nas condicdes de carregamento

e distribuicao de tensao.

Assim, a distribuicdo da tensdo tem um impacto direto na resposta mecanica da
microviga. A teoria classica é uma boa aproximacao em muitos casos, mas a teoria
gradiente pode ser necesséria para situacdes em que as variagdes locais na tensao
sdo significativas.

E importante ressaltar que o comportamento especifico da deformagao depende

das condic¢des exatas do problema, das propriedades do material e das cargas aplica-
das. A teoria da deformagéao gradiente é particularmente Util para capturar o fendmeno

da dependéncia da microescala.



102

Capitulo 8

CONCLUSOES E TRABALHOS
FUTUROS

O estudo de microvigas utilizando a teoria da deformacéao gradiente é, sem du-
vida, relevante e importante para a Ciéncia dos Materiais. A deformacéo gradiente é
uma abordagem que considera as variagdes locais na deformacéao, tornando-se par-
ticularmente crucial quando lidamos com estruturas em escalas microscopicas, como
€ 0 caso das microvigas. A importancia desse estudo pode ser destacada pelos se-
guintes pontos:

Compreensao Detalhada do Comportamento Mecanico: A teoria da deformagéo
gradiente permite uma compreensao mais detalhada do comportamento mecéanico de
materiais em escalas reduzidas. Em estruturas microscopicas, os efeitos da deforma-
¢ao gradiente podem desempenhar um papel significativo, influenciando propriedades
mecanicas e comportamentos estruturais.

Modelagem Precisa de Microestruturas: Em sistemas microeletromecanicos
(MEMS) e em outros dispositivos em escala micro, as microvigas frequentemente exi-
bem caracteristicas particulares que ndo podem ser totalmente representadas pela
teoria classica. A introdug&o da deformagéo gradiente permite uma modelagem mais
precisa dessas microestruturas, considerando as variagdes locais.

Aplicagdes em Tecnologias Emergentes: Com o avango da nanotecnologia e o
desenvolvimento de dispositivos em escala micro e nano, a compreensao e modela-
gem precisa do comportamento das microvigas tornam-se essenciais. Isso é particu-
larmente relevante em aplicagdes como sensores, atuadores e sistemas microeletro-
mecanicos.

Inovacdo em Materiais e Tecnologias: O estudo das microvigas utilizando a
teoria da deformagéo gradiente contribui para a inovagdo em materiais e tecnologias.
Essa abordagem possibilita a concepg¢do de materiais mais eficientes e dispositivos
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mais precisos, atendendo as demandas crescentes por avancos em diversas areas.

Portanto, a andlise de microvigas utilizando a teoria da deformacgao gradiente
nao apenas aprimora a compreensao fundamental do comportamento mecéanico em
escalas microscépicas, mas também tem implicagdes praticas em aplicagdes tecnolo-
gicas, consolidando sua importancia na Ciéncia dos Materiais.

Em virtude do que foi mencionado, este estudo proporcionou uma compreensao
aprofundada do comportamento dindmico de transdutores, focando na influéncia das
nao linearidades devido ao acoplamento entre as variaveis fisicas do processo, es-
pecificamente, deslocamento e forca elétrica. A abordagem por meio das projecoes,
feitas ao longo dos modos normais levou a algumas conclusées importantes. Primeiro,
permitiu constatar que a aplicacédo da teoria de deformacao gradiente resulta em uma
modelagem mais precisa, destacando-se pela capacidade de capturar fendmenos ca-
racteristicos de sistemas néo lineares, como bifurcacbes, e aumento da frequéncia.
Segundo é que, as equacodes de controle assumiram um formato igual aquele usado
para controle classico, ou seja, mesmo sendo problemas modelados no ambito de
sistemas distribuidos, o processo foi descrito por equacdes diferenciais ordinarias no
tempo.

Destaca-se também que a solugédo apresentada neste trabalho, por meio dos
autovalores do operador rigidez, ndo apresentou nenhum paralelo com a literatura pes-
quisada, o que mostra o carater inovador da metodologia usada no trabalho. Salienta-
se ainda alguns importantes resultados extraidos da analise numérica conduzida no
capitulo (7), principalmente o comportamento das coordenadas generalizadas apre-
sentadas nas Figuras (7.9b) que mostram o comportamento dissipativo, caracteristi-
cas presentes apenas em sistemas nao lineares, haja vista a auséncia de parametros
dissipativos na equagdo de equilibrio original (7.1). Pontuam-se as caracteristicas
apresentadas nas Figuras (7.16a)-(7.17d), que corroboram as informagdes feitas no
inicio deste capitulo, sobre maior precisdo dos modelos baseados em deformacao
gradiente.

O estudo aprofundado sobre transdutores e microvigas apresentado nesta tese
de doutorado fornece uma significativa contribuicao para o campo de sistemas micro-
eletromecanicos (MEMS) e ciéncia dos materiais. A compreensado do papel crucial
desempenhado pelos transdutores no monitoramento de estruturas, convertendo va-
riaveis fisicas em sinais elétricos processaveis, foi a base para uma abordagem ino-
vadora e aprofundada.

A escolha da teoria da elasticidade para a deformacgédo gradiente na modela-
gem das microvigas engastadas de Euler-Bernoulli demonstrou um comprometimento
com a precisao e a adaptacao a contextos em escala microscopica. A introducao de
um modelo nao linear para representar as forcas eletroestaticas acrescentou uma ca-
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mada de complexidade ao problema, refletindo uma abordagem realista para simular
o comportamento dessas estruturas em condicdes praticas.

A obtencao da equacéo diferencial parcial da deformacéao e a aplicagao do prin-
cipio variacional de Hamilton ressaltam a rigorosa fundamentacgéo teérica do trabalho.
A analise subsequente da equacao caracteristica, juntamente com a categorizacao
das raizes, proporcionou uma base soélida para a determinagao das autofrequéncias
e autofuncées normalizadas. A utilizacdo do método de Galerkin e da Quadratura
de Gauss-Legendre com quinze pontos na resolugcéo das equacgdes diferenciais nao
lineares demonstra uma abordagem metodol6gica avancada e precisa.

Os experimentos computacionais, documentados com detalhes na se¢éao dedi-
cada, apresentam de forma visual os modos normais, as coordenadas generalizadas e
a deformacao para os casos classico e gradiente. As comparacdes sistematicas entre
os resultados obtidos com a metodologia proposta e os resultados da teoria classica
revelaram insights valiosos sobre as relacbes fundamentais entre rigidez e escala da
estrutura, proporcionando uma validacéo robusta para o modelo gradiente.

Em sintese, os resultados alcancados nesta pesquisa reforcam a tese de que
o modelo gradiente oferece uma representacdo mais satisfatéria de sistemas micro-
eletromecanicos em comparagédo ao modelo classico. Esse entendimento, apoiado
por resultados experimentais disponiveis na literatura, ndo apenas avanca o conheci-
mento fundamental na area, mas também sugere aplicacbes praticas em tecnologias
emergentes.

Perspectivas futuras podem incluir a expansao desses modelos para contextos
especificos de aplicagcdes industriais, bem como a consideracao de fatores adicionais
que possam influenciar o comportamento das microvigas. A intersecao entre teoria
e experimentacao continuara a ser um campo fértil para pesquisas subsequentes,
visando contribuir para o desenvolvimento continuo de tecnologias microeletromeca-
nicas inovadoras e eficientes.
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APENDICES
APENDICE A

Implementagdo numérica para encontrar solugbes para um problema de
autovalores relacionado a teoria da elasticidade em uma microviga usando a
teoria de Euler-Bernoulli.

clear all; % Limpa todas as variaveis da area de trabalho
format long e; % Configura a exibicdo de numeros em notagdo cientifica
clc; % Limpa a janela de comando

% Parémetros da micro viga

E = 1.44€9; % Maodulo de elasticidade (GPa)
nu = 0.38; % Coeficiente de Poisson

mu = 0.5217e9; % Parametro calculado (GPa)
| = 17.6e-6; % Comprimento inicial (m)

LO=1; L1 =1; L2 =1; % Outros comprimentos (m)

d = 40e-6; % Dimensao (m)
h = 20e-6; % Altura (m)
b=4%*h; % Largura (m)

I =(b*h"3)/12; % Momento de inércia (m"4)

A=Db*h; % Area da secéo transversal (m"2)
Vb = 2; % Parametro Vb

Vt=2; % Parametro Vt

L=20"*h; % Comprimento L (m)

S=vpa(E*I+2*mu*A*L0"2 + (8/15) * mu *A*L1"2 + mu *A* L2"2, 160);
K=vpa(2*mu*|*L0"2 + (4/5) * mu * | * L172, 160);
ro = 1000; % Densidade (kg/m”3)

m=ro * A,




a1=0.7"*L;
a2=1L;

% Calculos dos coeficientes beta1, beta2, ..., beta8
beta1 = input('entre com o valor de beta1 inicial: \n');

beta2 = vpa(sqrt(((S/K + beta172) - sqrt((S/K + beta142) * (S/K - 3 * beta142))/2),
160));

beta3 = vpa(sqrt(((S/K + beta172) + sqrt((S/K + beta172) * (S/K - 3 * beta12))/2),
160));

beta4 = vpa((S * beta1*3 + K * beta1?5), 160);

beta5 = vpa((S * beta23 - K * beta2”5), 160);

beta6 = vpa((S * beta3”"3 - K * beta3”5), 160);

beta7 = vpa((beta1”3 + betal * beta3”2) / (beta2”3 - beta2 * beta3”2), 160);
beta8 = vpa((beta1”3 + betal * beta2/2) / (beta3”3 - beta3 * beta2"2), 160);
beta1l = vpa(betal * L, 160);

% Calculos dos coeficientes W1, W2, ..., W6
W1 = vpa(sin(betal * L), 160);

W2 = vpa(cos(beta1 * L), 160);

W3 = vpa(sinh(beta2 * L), 160);

W4 = vpa(cosh(beta2 * L), 160);

W5 = vpa(sinh(beta3 * L), 160);

W6 = vpa(cosh(beta3 * L), 160);

% Calculos dos determinantes Delta, Delta1, Delta2

Delta = vpa((beta1*4 * beta3”2 + beta1”2 * beta3*4) * W1 * W6 + ...
beta7 * (beta1”4 * beta2/2 + beta1/2 * beta2”4) * W2 * W3 + ...
beta7 * (beta2*4 * beta3”2 - beta2”2 * beta3*4) * W3 * W6 + ...
beta8 * ((beta1?4) * (beta3”2) + (beta1/2) * (beta3”4)) * W2 * W5, 160);

Delta1 = vpa((beta1?4 * beta3”2 + beta1”2 * beta3”4) * W2 * W6 - ...




(beta1™4 * beta272 + beta12 * beta2”4) * W2 * W4 - ...
(beta2”4 * beta3”2 - beta2”2 * beta3”4) * W4 * W6, 160);

Delta2 = vpa((beta122 * beta2”*4 + beta1”4 * beta2”2) * W1 * W4 - ...
(beta1/2 * beta3”4 + beta1”4 * beta3*2) * W1 * W6 - ...
beta7 * (beta2”*4 * beta3”2 - beta2”2 * beta3*4) * W3 * W6 - ...
beta8 * (beta2*4 * beta3”2 - beta2”2 * beta3”*4) * W4 * W5, 160);

% Calculos dos coeficientes C1, C2
C1 = vpa(Delta1 / Delta, 160);
C2 = vpa(Delta2 / Delta, 160);

% Calculo do coeficiente alpha

alpha = ((K * (beta176)) + (S * (beta1?4))) / (ro * A);

% Inicializacao de variaveis

sinal = 1;

% Loop para encontrar beta1 satisfazendo a condigao
while k <= 10 || ii == 107400
beta1 = vpa(beta1 + 10%(s), 50);

ii=ii+1;

% Atualizacao dos coeficientes beta2, ..., beta8

beta2 = vpa(sqri(((S/K + beta1?2) - sqrt((S/K + betal”2) * (S/K - 3 *
beta142))/2), 160));

beta3 = vpa(sqrt(((S/K + beta1”2) + sqrt((S/K + beta172) * (S/IK - 3 *
beta122))/2), 160));




beta4 = vpa((S * beta1*3 + K * beta1”5), 160);

beta5 = vpa((S * beta2”*3 - K * beta2”5), 160);

beta6 = vpa((S * beta3”3 - K * beta3”5), 160);

beta7 = vpa((beta1”3 + beta1 * beta3”2) / (beta2”3 - beta2 * beta3”2), 160);
beta8 = vpa((beta1”3 + beta1 * beta2/2) / (beta3”3 - beta3 * beta2”2), 160);
betall = vpa(beta1 * L, 160);

% Atualizacao dos coeficientes W1, W2, ..., W6
W1 = vpa(sin(beta1 * L), 160);
W2 = vpa(cos(betal * L), 160);
W3 = vpa(sinh(beta2 * L), 160);
W4 = vpa(cosh(beta2 * L), 160);
W5 = vpa(sinh(beta3 * L), 160);
(

W6 = vpa(cosh(beta3 * L), 160);

% Atualizacado dos determinantes Delta, Delta1, Delta2

Delta = vpa((beta174 * beta3”2 + beta12 * beta3”?4) * W1 * W6 + ...
beta7 * (beta174 * beta2*2 + beta12 * beta2*4) * W2 * W3 + ...
beta7 * (beta2*4 * beta3”2 - beta2”2 * beta3*4) * W3 * W6 + ...
beta8 * ((beta1”4) * (beta3”2) + (beta172) * (beta3”4)) * W2 * W5, 160);

Delta1 = vpa((beta1”*4 * beta3”2 + beta1”2 * beta3*4) * W2 * W6 - ...
(beta174 * beta22 + beta12 * beta2*4) * W2 * W4 - ...
(beta2”4 * beta3”2 - beta2”2 * beta3”4) * W4 * W6, 160);

Delta2 = vpa((beta172 * beta2*4 + beta1*4 * beta2”2) * W1 * W4 - ...
(beta172 * beta3”4 + beta1”4 * beta3*2) * W1 * W6 - ...
beta7 * (beta2*4 * beta3”2 - beta2”2 * beta3*4) * W3 * WG - ...
beta8 * (beta2”4 * beta3”2 - beta2”2 * beta3*4) * W4 * W5, 160);




% Atualizacao dos coeficientes C1, C2
C1 = vpa(Delta1 / Delta, 160);
C2 = vpa(Delta2 / Delta, 160);

% Calculo da fungao zero
zero = vpa(((1/beta2) * W3 - (1/beta3) * W5) + ...
(C1 * (-(1/betal) * W2 + beta7 * (1/beta2) * W4 + beta8 * (1/beta3) * W6) +

C2 * ((1/betal) * W1 - (1/beta3) * W5)), 160);

% Condig¢ao de saida do loop

if zero>0
sinal = 1;
else
sinal = 2;
end

% Condigao de convergéncia
if abs(zero) < 1e-150

beta1

betallL

beta2lL

beta3L

sqrt(alpha)

break

end

% Atualizacao de beta1 com critérios de convergéncia
if (-1)*sinal * zero >0
beta1 = vpa(beta1 - 10%(s), 50);

s=s-1;




k=1;
zero
else
beta1
k=k+1;
zero
end

end




APENDICE B

Cddigo-fonte para encontrar raizes de uma equagao nao linear associada a um
problema de placas microvibrantes.

%% %% %% Gradiente duas placas G15 %% % % %%
clear all;
format long e;

clc

%% % %% %% Parametros da microviga % % % % % % %%
E =1.44*10"9; %% GPa
nu = 0.38;

mu = 0.5217 * 10"9; % Gpa
% 2mu =E /(1 + nu)

| =17.6 * 107(-6);
LO=LL1=1L2=1 % \mum
d =40 * 107(-6);

h =20 * 107(-6);

b=2*h;

| =(b*h?*3)/12; % \mum
A=b*h;

Vb = 2;

Vt=2;

L=20"h;

S=vpa(E*I+2*mu*A*L0"2 + (8/15) * mu *A*L1"2 + mu *A* L2"2, 60);
K=vpa(2*mu*I*L0"2 + (4/5) * mu * | * L172, 60);
ro = 1000; % kg/m"3

m=ro * A,




a1=0.7"*L;
a2=1L;

%% %% %epsilon=1800%8.85e-12; % meio é o ar
%C=(4*S"3)/(27*K 2);
% Intervalo de integragéo

% Funcgao calibre

% betall = input('entre com o valor de beta1L inicial \n');
% beta1 = input('entre com o valor de beta1 inicial \n');

% ...

i=0;
k =11701; % Valor inicial para beta1
N = 116000; % Limite maximo de iteracdes

TOL = 10*(-50); % Tolerancia

while k <N
i=ii+1;
beta1 = k; % beta*L varia de 0 a pi/2
betaa(ii) = k;

beta2 = vpa(sqrt(((S/K + beta1.22) - sgrt((S/K + beta1.#2) .* (S/K - 3 *
beta1.42)))/2), 60);

beta3 = vpa(sqrt(((S/K + beta1.2) + sqrt((S/K + beta1.”2) .* (S/IK - 3 *
beta1.72)))/2), 60);

beta4 = vpa((S * beta1.A3 + K * beta1.75), 60);
% ...

% Calculo do valor da fungao

zeroo = (C1 .* (-beta4 .* W2 + beta7 .* beta5 .* W4 + beta8 .* beta6 .* W6) +

C2 .* (betad .* W1 - beta6 .* W5)) + (beta5 .* W3 - beta6 .* W5);




zero(ii) = (beta5 .* W3 - beta6 .* W5) + ...
(C1.* (-betad .* W2 + beta7 .* betab .* W4 + beta8 .* beta6 .* W6) + ...
C2 .* (betad .* W1 - beta6 .* W5));

A=-(C1.* (-betad .* W2 + beta7 .* beta5 .* W4 + beta8 .* beta6 .* W6) + ...
C2 .* (betad .* W1 - beta6 .* W5));
B = (beta5 .* W3 - beta6 .* W5);

r=vpa(A/ B, 60);

if abs(1 - (A/B)) < TOL || abs(zeroo) < TOL

r =vpa(A/ B);
A

B

C41 = CA4(ii)

betaa1 = betaa(ii)
zero1 = zero(ii)
break

else
k=k+10;

end

end




APENDICE C

Cddigo-fonte que calcula e compara as solugdes tedricas classicas e de
gradiente para um problema de flexdo de uma microviga para o caso estatico,
mostrando os resultados em um grafico.

% Limpar todas as variaveis, formatar para long double e limpar a tela
clear all;
format long e;

clc;

% Definicdo dos parametros da microviga

E =1.44 *10"9; % Mddulo de elasticidade em GPa
nu = 0.38;

mu = 0.5217 * 10"9; % Constante de Lamé

| =17.6 * 10(-6); % Comprimento inicial
LO=1;L1=1;L2 =1; % Comprimentos adicionais

h =20 * 10*(-6); % Altura

b=2*h; % Largura

| =(b*h"3)/12; % Momento de inércia

A=b*h; % Area

L =20 * h; % Comprimento total
S=vpa(E*I+2*mu*A*L0"2 + (8/15)* mu*A*L1"2 + mu *A* L2"2, 180);
K=vpa(2*mu*1|*L0"2 + (4/5) * mu * | * L142, 180);
ro = 1000; % Densidade em kg/m”3

m=ro * A,

P =100 * 10*(-6); % Carga

r=S/K; % Razdo S/K

% Calculo dos coeficientes




Co=vpa(-P/(S*r3*(1+exp(-2*r*L)-2*exp(-r*L))+2*K*r*5* exp(-r *
L)), 180);

C1=vpa((exp(-2*r*L)-1)*C5, 180);

C2 =vpa(r* (exp(-2*r*L)+ 1) * C5, 180);

C3 =vpa(-((r"3*L)/2)* (exp(-2 *r*L)+ 1) * C5, 180);
C4 = vpa((r*3/6) * (exp(-2 *r*L) + 1) * C5, 180);

C6 = vpa(-exp(-2 *r * L) * C5, 180);

% Geracao de valores de x
fori=1:1001
x(i)=(L/1000) * (i- 1);

end

% Teoria classica

we=((P*L*xA2)/(2*E*1))-((P*x.A3)/ (6 * E * 1));

% Teoria gradiente

wg=C1+C2*x+C3*x."2+C4*x."3+ C5*exp(-sqrt(r) * x) + C6 * exp(sqrt(r)

% Plotagem dos resultados

figure(1)

plot(x, wc, X, wg)

legend('Teoria classica', 'Teoria gradiente’, 'Location’, 'Best')
xlabel('x (m)'), set(gca, 'FontSize', 12)

ylabel('w(x,t) (m)'), set(gca, 'FontSize', 12)




APENDICE D

Simulagdo numérico-computacional para um problema dinamico de flexdo de
uma microviga para o Caso Classico, que calcula os modos normais, as
coordenadas generalizadas, os planos de fase, deslocamentos em pontos
especificos, mostrando os resultados em diversos graficos.

%% % % % % % Determinante % % % % % % % % % % % % %o % % % % % % % %o
clear all; % Limpa todas as variaveis no workspace

format long e; % Configura a preciséo para 'long' com notagéo exponencial
clc % Limpa a janela de comando

% %% %% Parametros da microviga % % % % % % % % % % % % % % % % % %
E=1.44*10"9; % Modulo de elasticidade (GPa)

nu=0.38; mu=0.5217*10"9; % Coeficiente de Poisson e médulo de cisalhamento
(GPa)

1=17.6*107(-6); % Comprimento inicial da microviga (um)

LO=I; L1=I; L2=I; % Comprimentos adicionais

h=20*107(-6); % Altura da viga (um)

d=4*107(-6); % Distancia entre as placas superior e inferior (um)
b=4*h; % Largura da viga (um)

I=(b*h”*3)/12; % Momento de inércia (um”"4)

A=b*h; % Area da secéo transversal (um*2)

L=20%*h; % Comprimento total da viga (um)

S=vpa(E*l + 2*mu*A*L0"2 + (8/15)* mu*A*L172 + mu*A*L272,60); % Rigidez da
viga

K=vpa(2*mu*I*L0*2 + (4/5)*mu*I*L12,60); % Rigidez rotacional
ro=1000; % Densidade linear (kg/m”3)

m=ro*A; % Massa linear da viga por unidade de comprimento (kg/m)
epsilon=1800%8.85e-12; % Permissividade elétrica (F/m)

al=0.7"L;

a2=1;

Vb=2;




Vi=2;

varepsilon = ((epsilon*(a2-a1))/(2*ro*h));

beta = [1.875104068711962/L,
4.694091133019009/L;
7.854757438244329/L;
10.995540734882288]L;
14.137168391046540/L;];

% Autovalor ao quadrado

alpha = (E*I*beta.?4)/(ro*A);

% Raizes da Quadratura Gaussiana

r=[0.987992518020485  0.937273392400706 0.848206583410427
0.724417731360170 ...

0.570972172608539 0.394151347077563 0.201194093997435
0.000000000000000...

-0.201194093997435 -0.394151347077563 -0.570972172608539 -
0.724417731360170...

-0.848206583410427 -0.937273392400706 -0.987992518020485];

% Coeficientes da Quadratura Gaussiana

c = [0.2369268850 0.4786286705 0.5688888889 0.4786286705
0.2369268850];

c=[ 0.030753241996117  0.070366047488108 0.107159220467172
0.139570677926154...

0.166269205816994 0.186161000115562 0.198431485327111
0.202578241925561...
0.198431485327111 0.186161000115562 0.166269205816994

0.139570677926154...
0.107159220467172 0.070366047488108 0.030753241996117];




x = 1/2*((a2-a1)*r + (a2+a1));

N = [1/sqrt(L) ;
1/sqrt(L) ;
1/sqrt(L) ;
1/sqrt(L)
1/sart(L) I;

C1=(cos(beta*L)+cosh(beta*L))./(sin(beta*L)+sinh(beta*L));
[ X15 CC1]=meshgrid(r,C1");
[ X15 NN]=meshgrid(r,N');

pphi=NN.*((cos(beta*x)-cosh(beta*x))-....
CC1.*(sin(beta*x)-sinh(beta*x)));

% METODO DE RUNGE-KUTTA

% Numero de passos

M = 10%5;

T = 0.005;

% Passo do tempo

H=T/M;

% Condigdes iniciais

u1(1) =0; u3(1) = 0; us(1) = 0; u7(1) = 0; u9(1) = 0;

u2(1) = 0.001; u4(1) = 0.001; u6(1) = 0.001; u8(1) = 0.001; u10(1) = 0.001;

forj=1:M

% Calculo de k1

% Integrando

u=[u1() u3() us@) u7@) oG
w=u*pphi;




forii=1:15

[(:,ii) = ((VbA2)*pphi(:,ii))/((d-w(ii)).*2) - (Vt*2)*pphi(:,ii))/((d+w(ii)).72);
end

% Integral Gaussiana

f= ((a2-a1)/2)*II*c’;

k11 = H*u2(j);

k12 = H*(-alpha(1)*u1(j) + varepsilon*f(1));
k13 = H*u4(j);

k14 = H*(-alpha(2)*u3(j) + varepsilon*f(2));
k15 = H*u6(j);

k16 = H*(-alpha(3)*u5(j) + varepsilon*f(3));
k17 = H*u8(j);

k18 = H*(-alpha(4)*u7(j) + varepsilon*f(4));
k19 = H*u10(j);

k110 = H*(-alpha(5)*u9(j) + varepsilon*f(5));

% Célculo de k2

% Integrando

u=[u1(j)+k11/2 u3(j)+k13/2 u5(j)+k15/2 u7(j)+k17/2 u9(j)+k19/2];
w=u*pphi;

forii=1:15

[(:,ii) = ((VbA2)*pphi(:,ii))/((d-w(ii)).*2) - (Vt*2)*pphi(:,ii))/((d+w(ii)).*2);

end

% Integral Gaussiana

f= ((a2-a1)/(2))lIc’

k21 = H*(u2(j) + k12/2);
k22 = H*(-alpha(1)*(u1(j)+ k11/2) + varepsilon*f(1));




k23 = H*(u4(j) + k14/2);

k24 = H*(-alpha(2)*(u3(j)+ k13/2) + varepsilon*f(2));
k25 = H*(u6(j) + k16/2);

k26 = H*(-alpha(3)*(u5(j)+ k15/2) + varepsilon*f(3));
k27 = H*(u8(j) + k18/2);

k28 = H*(-alpha(4)*(u7(j)+ k17/2) + varepsilon*f(4));
k29 = H*(u10(j) + k110/2);

k210 = H*(-alpha(5)*(u9(j)+ k19/2) + varepsilon*f(5));

% Calculo de k3

% Integrando

u=[u1(j)+k21/2 u3(j)+k23/2 u5(j)+k25/2 u7(j)+k27/2 u9(j)+k29/2];
w=u*pphi;

forii=1:15

[(:,ii) = ((VbA2)*pphi(:,ii))/((d-w(ii)).*2) - (Vt*2)*pphi(:,ii))/((d+w(ii)).*2);

end

% Integral Gaussiana

f= ((@@2-a1)/(2))*lI*c’;

k31 = H*(u2(j) + k22/2);

k32 = H*(-alpha(1)*(u1(j)+ k21/2) + varepsilon*f(1));
k33 = H*(u4(j) + k24/2);

k34 = H*(-alpha(2)*(u3(j)+ k23/2) + varepsilon*f(2));
k35 = H*(u6(j) + k26/2);

k36 = H*(-alpha(3)*(u5(j)+ k25/2) + varepsilon*f(3));
k37 = H*(u8(j) + k28/2);

k38 = H*(-alpha(4)*(u7(j)+ k27/2) + varepsilon*f(4));
k39 = H*(u10(j) + k210/2);

k310 = H*(-alpha(5)*(u9(j)+ k29/2) + varepsilon*f(5));




% Calculo de k4
% Integrando

u=[u1()+k31 u3()+k33 u5(j)+k35 u7(j)+k37 u9(j)+k39];

w=u*pphi;
forii=1:15
[(:,ii) = (VbA2)*pphi(:,ii))/((d-w(ii)).A2) - ((Vt*2)*pphi(:,ii))/((d+w(ii)).*2);

end

% Integral Gaussiana

f= ((a2-a1)/2)*lI*c";

k41 = H*(u2(j) + k32);

k42 = H*(-alpha(1)*(u1(j)+ k31) + varepsilon*f(1));
k43 = H*(u4(j) + k34);

k44 = H*(-alpha(2)*(u3(j)+ k33) + varepsilon*f(2));
k45 = H*(u6(j) + k36);

k46 = H*(-alpha(3)*(u5(j)+ k35) + varepsilon*f(3));
k47 = H*(u8(j) + k38);

k48 = H*(-alpha(4)*(u7(j)+ k37) + varepsilon*f(4));
k49 = H*(u10(j) + k310);

k410 = H*(-alpha(5)*(u9(j)+ k39) + varepsilon*f(5));

% Calculo das iteracdes

ut(+1) = u1(j) + (1/6)*(k11 + 2*k21 + 2*k31 + k41);
u2(j+1) = u2(j) + (1/6)*(k12 + 2*k22 + 2*k32 + k42);
u3(j+1) = u3(j) + (1/6)*(k13 + 2*k23 + 2*k33 + k43);
u4(j+1) = ud(j) + (1/6)*(k14 + 2*k24 + 2*k34 + k44);
u5(j+1) = u5(j) + (1/6)*(k15 + 2*k25 + 2*k35 + k45);




uB(j+1) = uB(j) + (1/6)*(k16 + 2*k26 + 2*k36 + k46);
u7(j+1) = u7(j) + (1/6)*(k17 + 2*k27 + 2*k37 + k47);
u8(j+1) = u8(j) + (1/6)*(k18 + 2*k28 + 2*k38 + k48);
u9(j+1) = u9(j) + (1/6)*(k19 + 2*k29 + 2*k39 + k49);
u10(+1) = u10() + (1/6)*(k110 + 2*k210 + 2*k310 + k410);

end
forj=1:M+1
tG) = (4-1)*H;
end

% Coordenadas Generalizadas

figure(1)

plot(t,u1)

title('"Primeira Coordenada Generalizada')
xlabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel("\eta_1(t)"), set(gca,'FontSize', 20)

figure(2)

plot(t,u3)

title('Segunda Coordenada Generalizada')
xlabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel(\eta_2(t)"), set(gca,'FontSize', 20)

figure(3)

plot(t,ub)

title("Terceira Coordenada Generalizada')
xlabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel(\eta_3(t)"), set(gca,'FontSize', 20)




figure(4)

plot(t,u7)

titte('Quarta Coordenada Generalizada')
xlabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel(\eta_4(t)"), set(gca,'FontSize', 20)

figure(5)

plot(t,u9)

title('Quinta Coordenada Generalizada')
xlabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel(\eta_5(t)"), set(gca,'FontSize', 20)

% Plano de fase para os 5 primeiros modos normais

figure(6)

plot(u1, u2)

xlabel("\eta_1'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\eta_1}{dt}$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation',0, 'FontSize', 30)

figure(7)

plot(u3,u4)

xlabel(\eta_2"), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\eta_2}{dt}$', 'interpreter’, 'latex’), set(gca, FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation',0, 'FontSize', 30)

figure(8)

plot(u5,u6)

xlabel(\eta_3'"), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\eta_3}{dt}$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation',0, 'FontSize', 30)

figure(9)




plot(u7,u8)

xlabel(\eta_4"), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\eta_4}{dt}$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation',0, 'FontSize', 30)

figure(10)

plot(u9,u10)

xlabel(\eta_5"), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\eta_5}{dt}$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation',0, 'FontSize', 30)

for i=1:ceil(0.10*T/H)
bb=ceil(0.9*T/H)-1;
ulp(i)=u1(i+bb);
u2p(i)=u2(i+bb);
u3p(i)=u3(i+bb);
udp(i)=u4(i+bb);
ubp(i)=ub(i+bb);
u6p(i)=ub(i+bb);
u7p(i)=u7(i+bb);
u8p(i)=u8(i+bb);

end
for i=1:0.02*T/H+1
u9p(i)=u9(i+ceil(0.98*T/H));

u10p(i)=u10(i+ceil(0.98*T/H));

end

figure(11)




plot(u1p, u2p)

xlabel(\eta_1"), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel('$\frac{d\eta_1}{dt}$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation',0, 'FontSize', 30)

figure(12)

plot(u3p, udp)

xlabel(\eta_2"), set(gca,'FontSize', 15)

ylabel('$\dot{\eta_2}$', 'interpreter’, 'latex’), set(gca,'FontSize', 15)
figure(13)

plot(u5p, u6p)

xlabel(\eta_3'"), set(gca,'FontSize', 15)

ylabel('$\dot{\eta_3}$', 'interpreter', 'latex'), set(gca,'FontSize', 15)
figure(14)

plot(u7p, u8p)

xlabel(\eta_4"), set(gca,'FontSize', 15)

ylabel('$\dot{\eta_4}$', 'interpreter’, 'latex’), set(gca,'FontSize', 15)
figure(15)

plot(u9p, u10p)

xlabel(\eta_5"), set(gca,'FontSize', 15)

ylabel('$\dot{\eta_5}$', 'interpreter’, 'latex’), set(gca,'FontSize', 15)

figure(16)
subplot(2,3,1)
plot(t,u1)
subplot(2,3,2)
plot(t,u3)
subplot(2,3,3)
plot(t,ub)
subplot(2,3,4)
plot(t,u7)




subplot(2,3,5)
plot(t,u9)

fori=1:101
x(i) = (L/100)*(i-1);

end

forj=1:M+1
y() =J;

end

for j = 1:M/100
yy(j) = j*100;

end

[X,Y] = meshgrid(x,y);
[XX,YY] = meshgrid(x,yy);
phi1=N(1)*((cos(beta(1)*X)-cosh(beta(1)*X))-....

((cos(beta(1)*L)+cosh(beta(1)*L))./(sin(beta(1)*L)+sinh(beta(1)*L))).*(sin(beta(1)
*X)-sinh(beta(1)*X)));

phi11=N(1)*((cos(beta(1)*XX)-cosh(beta(1)*XX))-....

((cos(beta(1)*L)+cosh(beta(1)*L))./(sin(beta(1)*L)+sinh(beta(1)*L))).*(sin(beta(1)
*XX)-sinh(beta(1)*XX)));

U1 =u1(Y);

Uu1 = u1(YY);

z1 = phi1.*U1;

zz1 = phi11.*UUT1;
figure(17)
mesh(X,(Y-1)*H,z1)
titte('Meshgrid u1')




figure(18)
mesh(XX,(YY-1)*H,zz1)

phi2=N(2)*((cos(beta(2)*X)-cosh(beta(2)*X))-....

((cos(beta(2)*L)+cosh(beta(2)*L))./(sin(beta(2)*L)+sinh(beta(2)*L))).*(sin(beta(2)
*X)-sinh(beta(2)*X)));

phi22=N(2)*((cos(beta(2)*XX)-cosh(beta(2)*XX))-....

((cos(beta(2)*L)+cosh(beta(2)*L))./(sin(beta(2)*L)+sinh(beta(2)*L))).*(sin(beta(2)
*XX)-sinh(beta(2)*XX)));

U3 = u3(Y);

UuU3 = u3(YY);

z2 = phi2.*U3;

zz2 = phi22.*UUg;
figure(19)
mesh(XX,(YY-1)*H,zz2)
figure(20)
mesh(X,(Y-1)*H,z2)
title('Meshgrid u3')

phi3=N(3).*((cos(beta(3)*X)-cosh(beta(3)*X))-....

((cos(beta(3)*L)+cosh(beta(3)*L))./(sin(beta(3)*L)+sinh(beta(3)*L))).*(sin(beta(3)
*X)-sinh(beta(3)*X)));

phi33=N(3).%((cos(beta(3)*XX)-cosh(beta(3)*XX))-....

((cos(beta(3)*L)+cosh(beta(3)*L))./(sin(beta(3)*L)+sinh(beta(3)*L))).*(sin(beta(3)
*XX)-sinh(beta(3)*XX)));

U5 = u5(Y);

UU5 = u5(YY);

z3 = phi3.*U5;
zz3 = phi33.*UU5;




figure(21)
mesh(XX,(YY-1)*H,zz3)

figure(22)
mesh(X,(Y-1)*H,z3)
title('Meshgrid u5')

phid=N(4).*((cos(beta(4)*X)-cosh(beta(4)*X))-....

((cos(beta(4)*L)+cosh(beta(4)*L))./(sin(beta(4)*L)+sinh(beta(4)*L))).*(sin(beta(4)
*X)-sinh(beta(4)*X)));

phi44=N(4).*((cos(beta(4)*XX)-cosh(beta(4)*XX))-....

((cos(beta(4)*L)+cosh(beta(4)*L))./(sin(beta(4)*L)+sinh(beta(4)*L))).*(sin(beta(4)
*XX)-sinh(beta(4)*XX)));

U7 =u7(Y);

Uu7 = u7(YY);

z4 = phi4.*U7;

zz4 = phi44.*UU7;
figure(23)
mesh(XX,(YY-1)*H,zz4)

figure(24)
mesh(X,(Y-1)*H,z4)
titte('Meshgrid u7')

phi5=N(5).*((cos(beta(5)*X)-cosh(beta(5)*X))-....

((cos(beta(5)*L)+cosh(beta(5)*L))./(sin(beta(5)*L)+sinh(beta(5)*L))).*(sin(beta(5)
*X)-sinh(beta(5)*X)));

phi55=N(5).*((cos(beta(5)*XX)-cosh(beta(5)*XX))-....




((cos(beta(5)*L)+cosh(beta(5)*L))./(sin(beta(5)*L)+sinh(beta(5)*L))).*(sin(beta(5)
*XX)-sinh(beta(5)*XX)));

U9 = u9(Y);

Uu9 = u9(YY);

z5 = phi5.*U9;

zz5 = phi55.*UU9;
figure(25)
mesh(XX,(YY-1)*H,zz5)

figure(26)
mesh(X,(Y-1)*H,z5)
title('Meshgrid u9')

Z=z1+2z2+ 23+ z4 + z5;

ZZ =z7z1 +zz2 + zz3 + zz4 + zZ5;

forj=1:10:M+1

yy(Q) =1;

end

[X,YY] = meshgrid(x,yy);
Z=21+2z2+ 23 +2z4 + z5;

figure(27)

mesh(XX,(YY-1)*H,ZZ)

titte('Deformacao dos cinco primeiros modos normais')
xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
zlabel('w(x,t) (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

% Deformacao da extremidade da viga

figure(28)




plot((Y(:,1)-1)*H, Z(:,101))
xlabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel('w(L,t)(m)"), set(gca,'FontSize', 20)

% Deformacgao para os cinco primeiros modos normais
figure(29)

plot((Y(:,1)-1)*H, z1(:,101), (Y(;,1)-1)*H, 22(;,101), (Y(;,1)-1)*H, z3(;,101), (Y(:,1)-
1)*H, z4(;,101), (Y(:,1)-1)*H, z5(:,101))

legend('w_1",'w_2','w_3', 'w_4', 'w_5'), set(gca,'FontSize', 12)
xlabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel('w(x,t) (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

%Deformacao da viga em 10%L, 25%L, 50%L, 75%L e 100%L
figure(30)

plot((Y(:,1)-1)*H, Z(:;,10), (Y(,1)-1)*H, Z(;,25), (Y(:,1)-1)*H, Z(:,50), (Y(:,1)-1)*H,
Z(:,75), (Y(;,1)-1)*H, Z(:,101))

legend('0.10L", '0.25L", '0.5L", '0.75L", 'L"), set(gca,' FontSize', 12)
xlabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel('w(x,t) (m)"), set(gca,'FontSize', 20)

figure(31)

plot(X(1,:), Z(2000,:), X(1,:), Z(4000,:), X(1,:), Z(8000,:))

legend('t = 2000s', 't = 4000s', 't = 8000s'), set(gca,'FontSize', 12)
xlabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

figure(32)

plot(X(1,:), Z(1000,:), X(1,:), Z(2000,:), X(1,:), Z(3000,:), X(1,:), Z(4000,:), ...
X(1,:), Z(5000,:), X(1,:), Z(6000,:), X(1,:), Z(7000,:), X(1,:), Z(8000,:),...
X(1,:), Z(9000,:), X(1,:), Z(10000,:))

legend('Z = 1000', 'Z = 2000', 'Z = 3000', 'Z = 4000', 'Z = 5000', 'Z = 6000',...




'Z =7000', 'Z =8000','Z=9000", 'Z=10000")
xlabel('Tempo t (s)'), set(gca,'FontSize', 16)
ylabel('Deformacao (m)'), set(gca,'FontSize', 16)

figure(33)

plot(X(1,:), Z(500,:), X(1,:), Z(1000,:), X(1,:), Z(1500,:),...

X(1,:), Z(2000,:), X(1,:), Z(2500,:), X(1,:), Z(3000,:), X(1,:), Z(3500,:),...
X(1,:), Z(4000,:), X(1,:), Z(4500,:), X(1,:), Z(5000,:), X(1,:), Z(5500,:),...
X(1,), Z(6000,:), X(1,:), Z(6500,:), X(1,:), Z(7000,:), X(1,:), Z(7500,:),...
X(1,), Z(8000,:), X(1,:), Z(8500,:), X(1,:), Z(9000,:), X(1,:), Z(9500,:),...
X(1,:), Z(10000;,:))

legend('Z = 500', 'Z = 1000', 'Z = 1500', 'Z = 2000', 'Z = 2500', 'Z = 3000',...

'Z = 3500, 'Z = 4000, 'Z = 4500', 'Z = 5000', 'Z = 5500', 'Z = 6000',...
'Z =6500','Z=7000'",'Z = 7500, 'Z = 8000, 'Z = 8500', 'Z = 9000',...
'Z =9500', 'Z = 10000")

xlabel('Tempo t (s)'), set(gca,'FontSize', 16)

ylabel('Deformagéao (m)'), set(gca,'FontSize', 16)

figure(34)

plot((Y(:,1)-1)*H, Z(:,51))
title('50% da viga')

figure(35)
plot((Y(:,1)-1)*H, Z(:,25))
title('25% da viga')

figure(36)

plot((Y(:,1)-1)*H, Z(:,10))

title("10% da viga')

phi1=N(1)*(C1(1)*(sin(beta1(1)*x)+ beta7(1).*sinh(beta2(1)*x)+...




beta8(1).*sinh(beta3(1)*x))+C2(1).*(cos(beta1(1)*x)-...
cosh(beta3(1)*x))+(cosh(beta2(1)*x)-cosh(beta3(1)*x)));

% Graficos dos Modos Normais
figure(37)
phi1=N(1)*((cos(beta(1)*x)-cosh(beta(1)*x))-....

((cos(beta(1)*L)+cosh(beta(1)*L))./(sin(beta(1)*L)+sinh(beta(1)*L))).*(sin(beta(1)
*x)-sinh(beta(1)*x)));

plot(x, phi1)
xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\varphi$', 'rotation’, 0, 'interpreter’, 'latex'), set(gca,'FontSize', 20)

figure(38)
dphi1=beta(1)*N(1)*((-sin(beta(1)*x)-sinh(beta(1)*x))-....

((cos(beta(1)*L)+cosh(beta(1)*L))./(sin(beta(1)*L)+sinh(beta(1)*L))).*(cos(beta(1
)*x)-cosh(beta(1)*x)));

plot(phi1, dphi1)
xlabel("$\varphi$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\varphi}{dx}$', 'rotation’, 0, 'interpreter’, 'latex'), set(gca,'FontSize',
20)

figure(39)
phi2=N(2)*((cos(beta(2)*x)-cosh(beta(2)*x))-....

((cos(beta(2)*L)+cosh(beta(2)*L))./(sin(beta(2)*L)+sinh(beta(2)*L))).*(sin(beta(2)
*x)-sinh(beta(2)*x)));

plot(x, phi2)
xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\varphi$', 'rotation’, 0, 'interpreter’, 'latex’), set(gca,'FontSize', 20)

figure(40)




dphi2=beta(2)*N(2)*((-sin(beta(2)*x)-sinh(beta(2)*x))-....

((cos(beta(2)*L)+cosh(beta(2)*L))./(sin(beta(2)*L)+sinh(beta(2)*L))).*(cos(beta(2
)*x)-cosh(beta(2)*x)));

plot(phi2, dphi2)
xlabel('$\varphi$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\varphi}{dx}$', 'rotation’, 0, 'interpreter’, 'latex'), set(gca,'FontSize',
20)

figure(41)
phi3=N(3)*((cos(beta(3)*x)-cosh(beta(3)*x))-....

((cos(beta(3)*L)+cosh(beta(3)*L))./(sin(beta(3)*L)+sinh(beta(3)*L))).*(sin(beta(3)
*x)-sinh(beta(3)*x)));

plot(x, phi3)
xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\varphi$', 'rotation’, 0, 'interpreter’, 'latex’), set(gca,'FontSize', 20)

figure(42)
dphi3=beta(3)*N(3)*((-sin(beta(3)*x)-sinh(beta(3)*x))-....

((cos(beta(3)*L)+cosh(beta(3)*L))./(sin(beta(3)*L)+sinh(beta(3)*L))).*(cos(beta(3
)*x)-cosh(beta(3)*x)));

plot(phi3, dphi3)
xlabel("$\varphi$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\varphi}{dx}$', 'rotation’, 0, 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize',
20)

figure(43)
phi4=N(4)*((cos(beta(4)*x)-cosh(beta(4)*x))-....

((cos(beta(4)*L)+cosh(beta(4)*L))./(sin(beta(4)*L)+sinh(beta(4)*L))).*(sin(beta(4)
*x)-sinh(beta(4)*x)));

plot(x, phi4)




xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\varphi$', 'rotation’, 0, 'interpreter', 'latex’), set(gca,'FontSize', 20)

figure(44)
dphi4=beta(4)*N(4)*((-sin(beta(4)*x)-sinh(beta(4)*x))-....

((cos(beta(4)*L)+cosh(beta(4)*L))./(sin(beta(4)*L)+sinh(beta(4)*L))).*(cos(beta(4
)*x)-cosh(beta(4)*x)));

plot(phi4, dphi4)
xlabel("$\varphi$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\varphi}{dx}$', 'rotation’, 0, 'interpreter’, 'latex’), set(gca, FontSize',
20)

figure(45)
phi5=N(5)*((cos(beta(5)*x)-cosh(beta(5)*x))-....

((cos(beta(5)*L)+cosh(beta(5)*L))./(sin(beta(5)*L)+sinh(beta(5)*L))).*(sin(beta(5)
*x)-sinh(beta(5)*x)));

plot(x, phi5)
xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\varphi$', 'rotation’, 0, 'interpreter', 'latex’), set(gca,'FontSize', 20)

figure(46)
dphi5=beta(5)*N(5)*((-sin(beta(5)*x)-sinh(beta(5)*x))-....

((cos(beta(5)*L)+cosh(beta(5)*L))./(sin(beta(5)*L)+sinh(beta(5)*L))).*(cos(beta(5
)*x)-cosh(beta(5)*x)));

plot(phi5, dphi5)
xlabel('$\varphi$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\varphi}{dx}$', 'rotation’, 0, 'interpreter', 'latex’), set(gca, FontSize',
20)




APENDICE E

Simulagdo numérico-computacional para um problema dinamico de flexdo de
uma microviga para o Caso Gradiente, que calcula os modos normais, as
coordenadas generalizadas, os planos de fase, deslocamentos em pontos
especificos, mostrando os resultados em diversos graficos.

%% %% %% %% Gradiente duas placas G15 %% % % % % % %%
clear all;

format long e;

clc

%% %% %% Parametros da micro viga% % % % % % % % %% %
E=1.44*10"9; %% GPa

nu=0.38; mu=0.5217*10"9;

1=17.6*10"(-6);

LO=I;L1=l; L2=l;

d=40*10%(-6);

h=20*10"(-6);

b=4*h; I=(b*h"3)/12;

A=b*h;

Vb=2;

Vi=2;

%%L=5"h;

L=20%h;

S=E*I + 2*'mu*A*L0"2 + (8/15)* mu*A*L172 + mu*A*L2"2;
K=2*mu*I*L0*2 + (4/5)*mu*I*L1"2;

ro=1000; %% %kg/m*3

m=ro*A,

epsilon=1800*8.85e-12;




% Intervalo de integragéo
% Funcgao calibre
al=0.7";
a2 =1L,
varepsilon = ((epsilon*(a2-a1))/(2*ro*h)) ;
beta1l = [1.875104068711962/L;
4.694091133019009/L;
7.854757438244329/L;
10.995540734882288/L;
14.137168391046540/L;];
beta2=sqrt(((S/K+beta1.22)- sqrt((S/K+beta1.72).*( S/K-3*beta1.2)))/2);
beta3=sqrt(((S/K+beta1.22)+ sqrt((S/K+beta1.22).*( S/K-3*beta1.42)))/2);
betad=(S*beta1.*3+K*beta1.15);
beta5=(S*beta2.#3-K*beta2./5);
beta6=(S*beta3.*3-K*beta3.A5);
beta7=(beta1.#3+beta1.*beta3.?2)./(beta2.#3-beta2.*beta3.*2);
beta8=(beta1.*3+beta1.*beta2.72)./(beta3.*3-betal.*beta2.72);
beta1llL=betal1*L ;
% % % %o %o %o %o %0 %0 %0 %0 %0 %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o %o Yo %o %o %0 Yo
W1=sin(beta1l);
W2=cos(beta1l);
W3=sinh(beta2*L);
W4=cosh(beta2*L);
W5=sinh(beta3*L);
W6=cosh(beta3*L);
Delta=(beta1.4.*beta3.*2+beta1.22.*beta3.4).*W1.*W6+...
beta7.*(beta1.74.*beta2.A2+beta1./2.*beta2.#4).*\W2.*W3+...
beta7.*(beta2.24.*beta3.2-beta2.2.*beta3.4).*W3.*W6+...
beta8.*((beta1.24).*(beta3.A2)+(beta1.2).*(beta3.4)).*"W2.*WS5;




Delta1=(beta1.74.*beta3."2+beta1.2.*beta3.*4).*W2.*W6-...
(beta1.24.*beta2./2+beta1.72.*beta2.74).*"W2.*W4-...
(beta2.74.*beta3."2-beta2./2.*beta3.4).* W4.*W6;

Delta2= (beta1.22.*beta2.”4 + beta1.M4.*beta2.#2).*"W1.*W4 -...
(beta1.72.*beta3.?4 + beta1.A4.*beta3.A2).*W1.*W6 -...
beta7.*(beta2.74.*beta3.*2-beta2.2.*beta3.*4).*"W3.*W6-...

beta8.*( beta2.M4 .*beta3."2-beta2.22.*beta3."4).* W4.*W5;

C1=Delta1./Delta;
C2=Delta2./Delta;

alpha = ((K*(beta1.26))+(S*(beta1.24)))/(ro*A);

% Raizes da Quadratura Gaussiana

r=[0.987992518020485 0.937273392400706 0.848206583410427
0.724417731360170 ...

0.570972172608539 0.394151347077563 0.201194093997435
0.000000000000000...

-0.201194093997435 -0.394151347077563 -0.570972172608539 -
0.724417731360170...

-0.848206583410427 -0.937273392400706 -0.987992518020485];

% Coeficientes da Quadratura Gaussiana

c=[ 0.030753241996117  0.070366047488108 0.107159220467172
0.139570677926154...

0.166269205816994 0.186161000115562 0.198431485327111
0.202578241925561....
0.198431485327111 0.186161000115562 0.166269205816994

0.139570677926154...
0.107159220467172 0.070366047488108 0.030753241996117];
ng=15;

% Raizes da Quadratura Gaussiana




x = (1/2)*((a2-a1)*r + (a2+a1));
[ X CC1]=meshgrid(r,C1");
[ X CC2]=meshgrid(r,C2');
[ X bbeta7]=meshgrid(r,beta7');
[ X bbeta8]=meshgrid(r,beta8');
%% % % % % %Calculo da norma com particado % % % % % % % %
nn=10;
hh=L/nn;
for i=1:nn+1
a(i)=0+(i-1)*hh;
end
fori=1:nn
xo = (1/2)*((a(i+1)-a(i))*r + (a(i+1)+a(i)));
pphio=CC1.*(sin(beta1*xo0)+ bbeta7.*sinh(beta2*xo)+...
bbeta8.*sinh(beta3*x0))+CC2.*(cos(betal*xo)-...
cosh(beta3*xo0))+(cosh(beta2*xo)-cosh(beta3*xo0));
lo=pphio."2;
no(:,i)= ((a(i+1)-a(i))/2)* lo*c';

end

fori=1:5

No(i,1)=sum(no(i,:));

end

N = [1/sqrt(No(1)) ;
1/sqrt(No(2)) ;
1/sqrt(No(3)) ;
1/sqrt(No(4)) ;
1/sqrt(No(5)) I;

[ X NN]=meshgrid(r,N');




pphi=NN.*(CC1.*(sin(beta1*x)+ bbeta7.*sinh(beta2*x)+...
bbeta8.*sinh(beta3*x))+CC2.*(cos(beta1*x)-...
cosh(beta3*x))+(cosh(beta2*x)-cosh(beta3*x)));

% METODO DE RUNGE-KUTTA

% Numero de passos

M = 1075;

T = 0.005;

% Passo do tempo

H = T/M;

% Condigdes iniciais

u1(1) =0; u3(1) = 0; us(1) = 0; u7(1) = 0; u9(1) = 0;

u2(1) = 0.01; u4(1) = 0.01; u6(1) = 0.01; u8(1) = 0.01; u10(1) = 0.01;

forj=1:M
j
% Calculo de k1
% Integrando
u = [u1() u3d() ud() u7@) usq)I;
w=u*pphi;
for ii=1:ng
[(z,ii) =((VbA2)*pphi(:,ii))/((d-w(ii)).A2) - ((Vt*2)*pphi(:,ii))/((d+w(ii)).*2);

end

% Integral Gaussiana

f= ((a2-a1)/2)*ll*c’;

k11 = H*u2(j);

k12 = H*(-alpha(1)*u1(j) + varepsilon*f(1));
k13 = H*u4());

k14 = H*(-alpha(2)*u3(j) + varepsilon*f(2));




k15 = H*u6(j);

k16 = H*(-alpha(3)*u5(j) + varepsilon*f(3));
k17 = H*u8());

k18 = H*(-alpha(4)*u7(j) + varepsilon*f(4));
k19 = H*u10(j);

k110 = H*(-alpha(5)*u9(j) + varepsilon*f(5));

% Calculo de k2

% Integrando

u=[u1(j)+k11/2 u3(j)+k13/2 u5(j)+k15/2 u7(j)+k17/2 u9(j)+k19/2];
w=u*pphi;

for ii=1:ng

[(:,ii) =(((Vb*2)*pphi(:,ii))/((d-w(ii)).A2)) -(((VI*2)*pphi(:,ii))/((d+w(ii)).A2));
end

% Integral Gaussiana

f= ((@2-a1)/2)*II*c’;

k21 = H*(u2(j) + k12/2);

k22 = H*(-alpha(1)*(u1(j)+ k11/2) + varepsilon*f(1));

k23 = H*(u4(j) + k14/2);

k24 = H*(-alpha(2)*(u3(j)+ k13/2) + varepsilon*f(2));

k25 = H*(u6(j) + k16/2);

k26 = H*(-alpha(3)*(u5(j)+ k15/2) + varepsilon*f(3));

k27 = H*(u8(j) + k18/2);

k28 = H*(-alpha(4)*(u7(j)+ k17/2) + varepsilon*f(4));

k29 = H*(u10(j) + k110/2);

k210 = H*(-alpha(5)*(u9(j)+ k19/2) + varepsilon*f(5));

% Calculo de k3
% Integrando

u=[u1()+k21/2 u3(j)+k23/2 u5(j)+k25/2 u7())*+k27/2 u9(j)+k29/2];




w=u*pphi;

for ii=1:ng

1C,ii) =(((Vb2)*pphi(:,ii))/((d-w(ii)).*2)) - ((Vt"2)*pphi(.ii))/((d+w(ii))."2));
end

% Integral Gaussiana

f= ((a2-a1)/2)*ll*c’;

k31 = H*(u2(j) + k22/2);

k32 = H*(-alpha(1)*(u1(j)+ k21/2) + varepsilon*f(1));
k33 = H*(u4(j) + k24/2);

k34 = H*(-alpha(2)*(u3(j)+ k23/2) + varepsilon*f(2));
k35 = H*(u6(j) + k26/2);

k36 = H*(-alpha(3)*(u5(j)+ k25/2) + varepsilon*f(3));
k37 = H*(u8(j) + k28/2);

k38 = H*(-alpha(4)*(u7(j)+ k27/2) + varepsilon*f(4));
k39 = H*(u10(j) + k210/2);

k310 = H*(-alpha(5)*(u9(j)+ k29/2) + varepsilon*f(5));

% Calculo de k4

% Integrando

u=[u1(j)+k31 u3(j)+k33 u5(j)+k35 u7(j)+k37 u9(j)+k39];
w=u*pphi;

forii=1:ng

[(:,ii) =((VbA2)*pphi(:,ii))/((d-w(ii)).*2) - (Vt*2)*pphi(:,ii))/((d+w(ii)).*2);
end

% Integral Gaussiana

f= ((a2-a1)/2)*II*c’;

k41 = H*(u2(j) + k32);

k42 = H*(-alpha(1)*(u1(j)+ k31) + varepsilon*f(1));

k43 = H*(u4(j) + k34);

k44 = H*(-alpha(2)*(u3(j)+ k33) + varepsilon*f(2));




k45 = H*(u6(j) + k36);

k46 = H*(-alpha(3)*(u5(j)+ k35) + varepsilon*f(3));
k47 = H*(u8(j) + k38);

k48 = H*(-alpha(4)*(u7(j)+ k37) + varepsilon*f(4));
k49 = H*(u10(j) + k310);

k410 = H*(-alpha(5)*(u9(j)+ k39) + varepsilon*f(5));

% Calculo das iteracdes
ul(+1) = u1(j) + (1/6)*(k11 + 2*k21 + 2*k31 + k41);
u2(j+1) = u2(j) + (1/6)*(k12 + 2*k22 + 2*k32 + k42);
u3(+1) = u3(j) + (1/6)*(k13 + 2*k23 + 2*k33 + k43);
ud(j+1) = u4(j) + (1/6)*(k14 + 2*k24 + 2*k34 + k44)
u5(j+1) = us(j) + (1/6)*(k15 + 2*k25 + 2*k35 + k45);
( )
( )
( )
( )

uB(j+1) = uB(j) + (1/6)*(k16 + 2*k26 + 2*k36 + k46
u7(j+1) = u7(j) + (1/6)*(k17 + 2*k27 + 2*k37 + k47
u8(j+1) = u8(j) + (1/6)*(k18 + 2*k28 + 2*k38 + k48
u9(j+1) = u9(j) + (1/6)*(k19 + 2*k29 + 2*k39 + k49
u10(+1) = u10(j) + (1/6)*(k110 + 2*k210 + 2*k310 + k410);

end
forj=1:M+1
tG) = (-1)*H;
end

% Coordenadas Generalizadas

figure(1)

plot(t,u1)

title('Primeira Coordenada Generalizada'), set(gca,'FontSize', 20)
xlabel('Tempo t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('Primeira Coordenada Generalizada \eta_1(t)"), set(gca,'FontSize', 20)




figure(2)

plot(t,u3)

title("Segunda Coordenada Generalizada'), set(gca,'FontSize', 20)
xlabel('Tempo t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('Segunda Coordenada Generalizada \eta_2(t)"), set(gca,'FontSize', 20)
figure(3)

plot(t,u5)

title("Terceira Coordenada Generalizada'), set(gca,' FontSize', 20)
xlabel('Tempo t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('Terceira Coordenada Generalizada \eta_3(t)'), set(gca,'FontSize', 20)
figure(4)

plot(t,u7)

title('Quarta Coordenada Generalizada'), set(gca,'FontSize', 20)
xlabel('Tempo t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('Quarta Coordenada Generalizada \eta_4(t)'), set(gca,'FontSize', 20)
figure(5)

plot(t,u9)

title('Quinta Coordenada Generalizada'), set(gca,'FontSize', 20)
xlabel('Tempo t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('Quinta Coordenada Generalizada \eta_5(t)'), set(gca,'FontSize', 20)

% Plano de fase para os 5 primeiros modos normais

figure(6)

plot(u1, u2)

xlabel(\eta_1"), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\eta_1}{dt}$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation',0, 'FontSize', 30)

figure(7)

plot(u3,u4)

xlabel(\eta_2"), set(gca,'FontSize', 20)




ylabel('$\frac{d\eta_2}{dt}$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation',0, 'FontSize', 30)

figure(8)

plot(u5,u6)

xlabel(\eta_3'"), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\eta_3}{dt}$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation',0, 'FontSize', 30)

figure(9)

plot(u7,u8)

xlabel(\eta_4"), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\eta_4}dt}$', 'interpreter’, 'latex’), set(gca,' FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation',0, 'FontSize', 30)

figure(10)

plot(u9,u10)

xlabel(\eta_5"), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\eta_5}dt}$', 'interpreter’, 'latex’), set(gca,' FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation’,0, 'FontSize', 30)

for i=1:ceil(0.10*T/H)
bb=ceil(0.9*T/H)-1;
ulp(i)=u1(i+bb);
u2p(i)=u2(i+bb);
u3p(i)=u3(i+bb);
udp(i)=u4(i+bb);
uSp(i)=ud(i+bb);
u6p(i)=u6(i+bb);
u7p(i)=u7(i+bb);
u8p(i)=u8(i+bb);
u9p(i)=u9(i+bb);
u10p(i)=u10(i+bb);




end

% Plano de fase para os 5 primeiros modos normais (10% final)
figure(11)

plot(u1p, u2p)

xlabel(\eta_1"), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\eta_1}dt}$', 'interpreter’, 'latex’), set(gca, FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation',0, 'FontSize', 30)

figure(12)

plot(u3p,udp)

xlabel(\eta_2"), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\eta_2}dt}$', 'interpreter’, 'latex’), set(gca,'FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation',0, 'FontSize', 30)

figure(13)

plot(u5p,u6p)

xlabel(\eta_3'"), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\eta_3}{dt}$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation’,0, 'FontSize', 30)

figure(14)

plot(u7p,u8p)

xlabel(\eta_4"), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\eta_4}dt}$', 'interpreter’, 'latex’), set(gca, FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation',0, 'FontSize', 30)

figure(15)

plot(u9p,u10p)

xlabel(\eta_5%"), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\eta_5}dt}$', 'interpreter’, 'latex’), set(gca, FontSize', 20)
set(get(gca,'ylabel'),'rotation',0, 'FontSize', 30)

fori=1:101




x(i) = (L/100)*(i-1);

end

forj=1:M+1
y(Q) =i

end

[X,Y] = meshgrid(x,y);

phi1=N(1)*(C1(1)*(sin(beta1(1)*X)+ beta7(1).*sinh(beta2(1)*X)+...
beta8(1).*sinh(beta3(1)*X))+C2(1).*(cos(beta1(1)*X)-...
cosh(beta3(1)*X))+(cosh(beta2(1)*X)-cosh(beta3(1)*X)));

U1 =u1(Y);

z1 = phi1.*U1;

figure(16)

plot((Y(:,1)-1)*H, z1(:,101))

mesh(X,(Y-1)*H,z1)

title('Meshgrid u1')

phi2=N(2)*(C1(2)*(sin(beta1(2)*X)+ beta7(2).*sinh(beta2(2)*X)+...
beta8(2).*sinh(beta3(2)*X))+C2(2).*(cos(beta1(2)*X)-...
cosh(beta3(2)*X))+(cosh(beta2(2)*X)-cosh(beta3(2)*X)));

U3 = u3(Y);

z2 = phi2.*U3;

figure(17)

mesh(X,(Y-1)*H,z2)

title('Meshgrid u3')

phi3=N(3)*(C1(3)*(sin(beta1(3)*X)+ beta7(3).*sinh(beta2(3)*X)+...
beta8(3).*sinh(beta3(3)*X))+C2(3).*(cos(beta1(3)*X)-...
cosh(beta3(3)*X))+(cosh(beta2(3)*X)-cosh(beta3(3)*X)));




U5 = u5(Y);

z3 = phi3.*U5;
figure(18)
mesh(X,(Y-1)*H,z3)
title('Meshgrid u5')

phi4=N(4)*(C1(4)*(sin(beta1(4)*X)+ beta7(4).*sinh(beta2(4)*X)+...
beta8(4).*sinh(beta3(4)*X))+C2(4).*(cos(beta1(4)*X)-...
cosh(beta3(4)*X))+(cosh(beta2(4)*X)-cosh(beta3(4)*X)));

U7 =u7(Y);

z4 = phi4.*U7;

figure(19)

mesh(X,(Y-1)*H,z4)

title('Meshgrid u7')

phi5=N(5)*(C1(5)*(sin(beta1(5)*X)+ beta7(5).*sinh(beta2(5)*X)+...
beta8(5).*sinh(beta3(5)*X))+C2(5).*(cos(beta1(5)*X)-...
cosh(beta3(5)*X))+(cosh(beta2(5)*X)-cosh(beta3(5)*X)));

U9 = u9(Y);

z5 = phi5.*U9;

figure(20)

mesh(X,(Y-1)*H,z5)

titte('Meshgrid u9')

Z=21+22+ 23 +2z4 + z5;

figure(21)

plot((Y(:,1)-1)*H, Z(:,101))

xlabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel('w(L,t) (m)"), set(gca,' FontSize', 20)
figure(22)




mesh(X,(Y-1)*H,Z)
fori = 1:1001
x(i) = (L/1000)*(i-1);

end

forj=1:M/10
yy(j) =J*10;

end

[XX,YY] = meshgrid(x,yy);
phi11=N(1)*(C1(1)*(sin(beta1(1)*XX)+ beta7(1).*sinh(beta2(1)*XX)+...

beta8(1).*sinh(beta3(1)*XX))+C2(1).*(cos(beta1(1)*XX)-...
cosh(beta3(1)*XX))+(cosh(beta2(1)*XX)-cosh(beta3(1)*XX)));

UuU1 = u1(YY);

zz1 = phi11.*UUT1;

figure(23)

mesh(XX,(YY-1)*H,zz1)

xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)

zlabel('w_1(x,t) (m)"), set(gca,'FontSize', 20)

phi22=N(2)*(C1(2)*(sin(beta1(2)*XX)+ beta7(2).*sinh(beta2(2)*XX)+...

beta8(2).*sinh(beta3(2)*XX))+C2(2).*(cos(beta1(2)*XX)-...
cosh(beta3(2)*XX))+(cosh(beta2(2)*XX)-cosh(beta3(2)*XX)));

UU3 = u3(YY);

zz2 = phi22.*UU3;

figure(24)

mesh(XX,(YY-1)*H,zz2)

xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)




ylabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
zlabel('w_2(x,t) (m)"), set(gca,'FontSize', 20)

phi33=N(3)*(C1(3)*(sin(beta1(3)*XX)+ beta7(3).*sinh(beta2(3)*XX)+...

beta8(3).*sinh(beta3(3)*XX))+C2(3).*(cos(beta1(3)*XX)-...
cosh(beta3(3)*XX))+(cosh(beta2(3)*XX)-cosh(beta3(3)*XX)));

UuU5 = u5(YY);

zz3 = phi33.*UU5;

figure(25)

mesh(XX,(YY-1)*H,zz3)

xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)

zlabel('w_3(x,t) (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

phi44=N(4)*(C1(4)*(sin(beta1(4)*XX)+ beta7(4).*sinh(beta2(4)*XX)+...

beta8(4).*sinh(beta3(4)*XX))+C2(4).*(cos(beta1(4)*XX)-...
cosh(beta3(4)*XX))+(cosh(beta2(4)*XX)-cosh(beta3(4)*XX)));

uu7 = u7(YY);

zz4 = phi44.*UU7,;

figure(26)

mesh(XX,(YY-1)*H,zz4)

xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)

zlabel('w_4(x,t) (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

phi55=N(5)*(C1(5)*(sin(beta1(5)*XX)+ beta7(5).*sinh(beta2(5)*XX)+...
beta8(5).*sinh(beta3(5)*XX))+C2(5).*(cos(beta1(5)*XX)-...
cosh(beta3(5)*XX))+(cosh(beta2(5)*XX)-cosh(beta3(5)*XX)));
Uu9 = u9(YY);
zz5 = phi55.*UU9;




27 =721 + zz2 + zz3 + zz4 + zz5;

% TRECHOS DA VIGA

figure(27)

plot(X(1,:), Z(3000,:), X(1,:), Z(6000,:), X(1,:), Z(9000,:))
legend('t = 6ms', 't = 12ms', 't = 18ms'), set(gca,'FontSize', 12)
xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('w(x,t) (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

figure(28)

plot(XX(1,:), ZZ(3000,:), XX(1,:), ZZ(6000,:), XX(1,:), ZZ(9000,:))
legend('t = 6ms', 't = 12ms’, 't = 18ms'), set(gca,'FontSize', 12)
xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('w(x,t) (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

figure(29)

mesh(XX,(YY-1)*H,zz5)

xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
zlabel('w_5(x,t) (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

figure(30)

mesh(XX,(YY-1)*H,ZZ)

xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
zlabel('w(x,t) (m)'), set(gca,'FontSize', 20)
titte('"Soma dos 5 primeiros modos normais’)
xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)




zlabel('w(x,t) (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

%Deformacao da viga em 10%L, 25%L, 50%L, 75%L e 100%L
figure(31)

plot((Y(:,1)-1)*H, Z(:,10), (Y(,1)-1)*H, Z(:,25), (Y(:,1)-1)*H, Z(:,50), (Y(,1)-1)*H,
Z(:,75), (Y(;,1)-1)*H, Z(:,101))

legend('0.10L", '0.25L", '0.5L", '0.75L", 'L"), set(gca,'FontSize', 20)
xlabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel('w(L,t) (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

figure(32)

plot((Y(:,1)-1)*H, Z(:,70), (Y(:,1)-1)*H, Z(:,80), (Y(:,1)-1)*H, Z(:,90), (Y(:,1)-1)*H,
Z(:,101))

legend('0.7L', '0.8L", '0.9L", 'L"), set(gca,'FontSize', 20)
xlabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel('w(L,t) (m)"), set(gca,'FontSize', 20)

figure(33)

plot((Y(:,1)-1)*H, Z(:,97), (Y(,1)-1)*H, Z(:,98), (Y(:,1)-1)*H, Z(:,99), (Y(,1)-1)*H,
Z(:,101))

legend('0.97L', '0.98L", '0.99L"', 'L"), set(gca,'FontSize', 14)
xlabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel('w(x,t) (m)"), set(gca,'FontSize', 20)

%Deformacao para os cinco primeiros modos normais
figure(34)

plot((Y(:,1)-1)*H, z1(:,101), (Y(;,1)-1)*H, 22(;,101), (Y(;,1)-1)*H, z3(;,101), (Y(:,1)-
1)*H, z4(;,101), (Y(:,1)-1)*H, z5(:,101))

legend('w_1",'w_2','w_3', 'w_4', 'w_5'), set(gca,' FontSize', 20)
xlabel('t (s)'), set(gca,'FontSize', 20)
ylabel('w(L,t) (m)'), set(gca,'FontSize', 20)




figure(35)

plot(X(1,:), Z(3000,:), X(1,:), Z(6000,:), X(1,:), Z(9000,:))

legend('t = 3000s', 't = 6000s', 't = 9000s'), set(gca,' FontSize', 12)
xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('W (m)"), set(gca,'FontSize', 20)

% Graficos dos Modos Normais

figure(36)

phi1=N(1)*(C1(1)*(sin(beta1(1)*x)+ beta7(1).*sinh(beta2(1)*x)+...
beta8(1).*sinh(beta3(1)*x))+C2(1).*(cos(beta1(1)*x)-...
cosh(beta3(1)*x))+(cosh(beta2(1)*x)-cosh(beta3(1)*x)));

plot(x, phi1)

xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\varphi_1$', 'rotation’, 0, 'interpreter’, 'latex'), set(gca,' FontSize', 20)

figure(37)

dphi1=N(1)*((C1(1)*(beta1(1)*cos(beta1(1)*x))+ ...
(beta2(1)*beta7(1).*cosh(beta2(1)*x))+...
(beta3(1)*beta8(1).*cosh(beta3(1)*x))+...
C2(1).*((beta1(1)*(-sin(beta1(1)*x)))-...
(beta3(1)*sinh(beta3(1)*x)))+...
(beta2(1)*sinh(beta2(1)*x)-beta3(1)*sinh(beta3(1)*x))));

plot(phi1, dphi1)

xlabel('$\varphi_1$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\varphi_1}{dx}$' 'rotation’, 0, 'interpreter’, 'latex’),

set(gca,'FontSize', 20)

figure(38)

phi2=N(2).*(C1(2).*(sin(beta1(2)*x)+ beta7(2).*sinh(beta2(2)*x)+...
beta8(2).*sinh(beta3(2)*x))+C2(2).*(cos(beta1(2)*x)-...
cosh(beta3(2)*x))+(cosh(beta2(2)*x)-cosh(beta3(2)*x)));




plot(x, phi2)
xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\varphi_2$', 'rotation’, 0, 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)

figure(39)

dphi2=N(2)*((C1(2)*(beta1(2)*cos(beta1(2)*x))+ ...
(beta2(2)*beta7(2).*cosh(beta2(2)*x))+...
(beta3(2)*beta8(2).*cosh(beta3(2)*x))+...
C2(2).*((beta1(2)*(-sin(beta1(2)*x)))-...
(beta3(2)*sinh(beta3(2)*x)))+...
(beta2(2)*sinh(beta2(2)*x)-beta3(2)*sinh(beta3(2)*x))));

plot(phi2, dphi2)

xlabel('$\varphi_2$', 'interpreter', 'latex'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\varphi_2Ndx}$', 'rotation’, 0, 'interpreter’,

set(gca,'FontSize', 20)

figure(40)

phi3=N(3)*(C1(3)*(sin(beta1(3)*x)+ beta7(3).*sinh(beta2(3)*x)+...
beta8(3).*sinh(beta3(3)*x))+C2(3).*(cos(beta1(3)*x)-...
cosh(beta3(3)*x))+(cosh(beta2(3)*x)-cosh(beta3(3)*x)));

plot(x, phi3)

xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

'latex’),

ylabel('$\varphi_3$', 'rotation’, 0, 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)

figure(41)

dphi3=N(3)*((C1(3)*(beta1(3)*cos(beta1(3)*x))+ ...
(beta2(3)*beta7(3).*cosh(beta2(3)*x))+...
(beta3(3)*beta8(3).*cosh(beta3(3)*x))+...
C2(3).*((beta1(3)*(-sin(beta1(3)*x)))-...
(beta3(3)*sinh(beta3(3)*x)))+...
(beta2(3)*sinh(beta2(3)*x)-beta3(3)*sinh(beta3(3)*x))));




plot(phi3, dphi3)
xlabel('$\varphi_3$', 'interpreter’, 'latex'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\varphi_3}{dx}$', 'rotation’, 0, 'interpreter’,
set(gca,'FontSize', 20)

figure(42)

phi4=N(4)*(C1(4)*(sin(beta1(4)*x)+ beta7(4).*sinh(beta2(4)*x)+...
beta8(4).*sinh(beta3(4)*x))+C2(4).*(cos(beta1(4)*x)-...
cosh(beta3(4)*x))+(cosh(beta2(4)*x)-cosh(beta3(4)*x)));

plot(x, phi4)

xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

'latex’),

ylabel('$\varphi_4$', 'rotation’, 0, 'interpreter’, 'latex'), set(gca,' FontSize', 20)

figure(43)

dphi4=N(4)*((C1(4)*(beta1(4)*cos(beta1(4)*x))+ ...
(beta2(4)*beta7(4).*cosh(beta2(4)*x))+...
(beta3(4)*beta8(4).*cosh(beta3(4)*x))+...
C2(4).*((beta1(4)*(-sin(beta1(4)*x)))-...
(beta3(4)*sinh(beta3(4)*x)))+...
(beta2(4)*sinh(beta2(4)*x)-beta3(4)*sinh(beta3(4)*x))));

plot(phi4, dphi4)

xlabel('$\varphi_4$', 'interpreter’, 'latex’), set(gca,' FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\varphi_4}dx}$', 'rotation’, 0, 'interpreter’,
set(gca,'FontSize', 20)

figure(44)

phi5=N(5)*(C1(5)*(sin(beta1(5)*x)+ beta7(5).*sinh(beta2(5)*x)+...
beta8(5).*sinh(beta3(5)*x))+C2(5).*(cos(beta1(5)*x)-...
cosh(beta3(5)*x))+(cosh(beta2(5)*x)-cosh(beta3(5)*x)));

plot(x, phi5)

xlabel('x (m)'), set(gca,'FontSize', 20)

'latex’),




ylabel('$\varphi_5$%', 'rotation’, 0, 'interpreter’, 'latex'), set(gca, FontSize', 20)

figure(45)

dphi5=N(5)*((C1(5)*(beta1(5)*cos(beta1(5)*x))+ ...
(beta2(5)*beta7(5).*cosh(beta2(5)*x))+...
(beta3(5)*beta8(5).*cosh(beta3(5)*x))+...
C2(5).*((beta1(5)*(-sin(beta1(5)*x)))-...
(beta3(5)*sinh(beta3(5)*x)))+...
(beta2(5)*sinh(beta2(5)*x)-beta3(5)*sinh(beta3(5)*x))));

plot(phi5, dphi5)

xlabel('$\varphi_5$%', 'interpreter', 'latex'), set(gca,'FontSize', 20)

ylabel('$\frac{d\varphi_5Hdx}$', 'rotation’, 0, 'interpreter’, 'latex'),
set(gca,'FontSize', 20)




