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RESUMO

CUNHA, J. P E B.. ANALISE ESTATICA E DINAMICA DE PORTICOS PLANOS COM O USO DA
FORMULACAO CORROTACIONAL. 2018. 109 f. Dissertacdo (Mestrado em Modelagem e Oti-
mizac¢do) — Unidade Académica Especial de Matematica e Tecnologia, Universidade Federal

de Goiés — Regional Catalao, Catalao — GO.

Este trabalho apresenta um estudo pertinente a descri¢do cinemadtica corrotacional aplicada
ao Método dos Elementos Finitos para elemento de viga 2D, baseado na hipétese da viga de
Euler-Benoulli, no intuito de tratar os efeitos da ndo linearidade geométrica presente no
comportamento de estruturas. Para realizar este estudo implementou-se dois programas,
em linguagem Matlab®, do método dos elementos finitos baseado na descri¢cdo cinemdtica
apresentada neste trabalho, sendo o primeiro voltado a realizar anélise estdtica, denomi-
nado PPNLG, e o segundo direcionado a realizar andlise dinamica, denominado PPNLD. No
tocante do campo das anélises estdticas, foi utilizado como método de controle de carga
deslocamento o método do comprimento de arco cilindrico. Com relacdo as andlises dina-
micas, o método adotado para solucionar os sistemas de equacdes diferenciais nao lineares
foi o método de integracao direta implicita de Newmark. Ambos os programas foram vali-
dados com sucesso, ao se comparar os resultados obtidos em exemplos numéricos com os

resultados obtidos por outras bibliografias.

Palavras-chaves: Descricao Corrotacional, Andlise Nao-linear Geométrica, Elemento de viga
2D, Pértico Plano.






ABSTRACT

CUNHA, J. P E B.. ANALISE ESTATICA E DINAMICA DE PORTICOS PLANOS COM O USO DA
FORMULACAO CORROTACIONAL. 2018. 109 f. Master Thesis in Modelling and Optimization
— Unidade Académica Especial de Matematica e Tecnologia, Universidade Federal de Goids

— Regional Catalao, Catalao — GO.

This research presents a survey of the corrotational kinematic description applied to the Fi-
nite Element Method for 2D beam element, based on the Euler-Benoulli beam hypothesis,
with the purpose to handle the effects of geometric non-linearity in the behavior of structu-
res. In order to complete this survey two Matlab®programs were implemented in the finite
element method based on the kinematic description presented in this research. The first
one was to static analysis, denominated PPNLG, and the second one to dynamic analysis,
denominated PPNLD . In relation of the field of static analysis, the method of load displace-
ment control was the cylindrical arch length method. To the dynamic analysis, the method
used to solve the systems of nonlinear differential equations was the implicit direct integra-
tion method of Newmark. Both programs were successfully validated when comparing the

results obtained in numerical examples with the results obtained by other bibliographies.

Keywords: Corotational formulation, Geometric nonlinear analysis, 2D beam element, Pla-

nar frames.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 Motivacao

Gradativamente, ao longo dos anos, as edificacoes e obras de infraestrutura tém sido
concebidas com estruturas cada vez mais leves, esbeltas e flexiveis. Isso devido a busca por
obter caracteristicas estéticas, funcionais e/ou econdémicas. Referente a estética, o Obeslico
de Buenos Aires, expresso na Figura 1.1, € um exemplo. Construido no ano de 1936, este mo-
numento foi erguido em comemoracdo aos 400 anos de Buenos Aires. Dotado de 67 metros

de altura e com uma base de aproximadamente 49 metros quadrados.

Figura 1.1 — Obeslisco de Buenos Aires

.......

e - T

s b J S

Fonte:<www.gettyimages.com/detail/video/ view-of-obelisco-in-buenos-aires-argentina-stk-
footage/sfw30470047> Acesso: em dez. 2017.
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O tocante da funcionalidade ocorre em estruturas como, por exemplo, hangares e ae-
rogeradores. Onde para cumprir sua finalidade o primeiro precisa vencer grandes vaos e o
segundo possuir elementos estruturais esbeltos. Na Figura 1.2 é apresentado um dos han-
gares do Centro de Manutencado da GOL, localizado no municipio de Confins no estado de
Minas Gerais. O hangar inaugurado no ano de 2006 é capaz manutenir duas aeronaves si-
multaneamente lado a lado. Possui estrutura mista de elementos de concreto e aco, capaz
de vencer 80 metros vao livre.

Figura 1.2 - Centro de manutencdo da Gol

Fonte:<www.metroo.com.br/projects/view/6> Acesso: em fev. 2017.

No quesito economia, um exemplo comum sdo as torres de transmissdo de energia.
De modo geral, sdo constituidas de elementos, por vezes esbeltos, que se unem de maneira
a formar um arranjo estrutural de maior rigidez em detrimento do consumo de material. A
linha de transmissdo apresentada na Figura 1.3 atravessa o estado do Tocantins promovendo
o intercambio energético entre os sistemas Norte-Nordeste e Sul-Sudeste. “O Linhdo” como
esta rede ficou conhecida, iniciou sua operagdao em 1999, possui 1277 quilometros de rede a
qual é sustentada por 3015 torres com 30 metros de altura.
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Figura 1.3 — Torre de transmissao de energia

. S \%% WA ot e
Fonte:<www.brasil.gov.br/infraestrutura/2017/03/aneel-aponta-melhora-no-fornecimento-de-energia-
eletrica-em-2016/21-03-2017-linhas_de_transmissao.jpg>. Acesso: dez. 2017

Estruturas com o perfil descrito sao susceptiveis a apresentar grandes deslocamentos.
Neste contexto, surge o fendmeno da ndo-linearidade geométrica, que esta ligado ao surgi-
mento dos efeitos de segunda ordem em uma estrutura. A ndo-linearidade geométrica de
uma estrutura origina-se das diferentes posicoes de equilibrio que a mesma pode assumir
quando submetida carregamentos. A medida que a estrutura é carregada, ela apresenta des-
locamentos, de forma que quando estes sdo suficientemente grandes, ao ponto de causar
alteracgoes significativas, a mesma assume uma nova posicao, a qual requer novas equagoes
de equilibrio. Assim, faz-se necessdrio avaliar a estrutura em sua posicao deslocada, visto

que, a andlise feita para a posicao inicial ndo representa a atual condicao da estrutura.

Dessa forma, a andlise que leva em consideracdo os efeitos da ndo-linearidade geo-
métrica, ou seja, leva em conta a posicao deslocada da estrutura, é dita andlise ndo-linear
geométrica. No ambito de estruturas esbeltas e flexiveis, é de suma importancia o seu em-
prego. Para tanto, o uso da andlise ndo-linear geométrica por meio do Método dos Elemen-
tos Finitos (MEF Nao Linear) requer a utilizacao de uma descri¢do cinematica. Felippa e
Haugen (2005) listam as descri¢des Lagrangeana Total, Lagrangeana Atualizada e Corrota-
cional como as mais utilizadas para este fim. Sendo a tltima, a menos desenvolvida entre

estas, devido ao fato de ser relativamente nova quando comparada as outras duas.

1.2 Breve histérico da formulacao corrotacional

De acordo com Menin (2006) o conceito da formulagdo corrotacional comecou a sur-
gir nas décadas de 1950 e 1960 empregado por projetistas aeroespaciais. Conforme Belyts-

chko e Glaum (1979), a formulacao corrotacional aplicada a elementos de viga 2D foi apre-
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sentada primeiramente por Argyris, Kelsey e Kamel (1964). Mais adiante, sua aplicacao no
campo de porticos planos foi expandida, podendo-se citar estudos como os de Powell (1969),
Oran (1973), Belytschko e Hsieh (1973) e Belytschko e Glaum (1979) (SOUZA, 2000).

Veubeke (1976) desenvolveu para a indtstria aerondutica uma formulacao corrotaci-
onal para andlise dinamica de estruturas, utilizando um tnico sistema de eixos corrotacio-
nado para a estrutura como um todo, voltada para solu¢do analitica do problema denomi-
nada “shadow element”. Horrigmoe e Bergan (1976) e Bergan e Nygard (1989) aplicaram a
ideia do unico eixo corrotacionado desenvolvido por Veubeke (1976) individualmente, cri-
ando um eixo corrotacionado para cada elemento. Essa nova estratégia permitiu que os
autores desvencilhassem o movimento de corpo rigido do movimento deformacional, com

base no qual determina-se os esfor¢os internos.

Mattiasson e Samuelsson (1984) e Mattiasson, Bengtsson e Samuelsson (1985) em
seus estudos descrevem a relacao entre a formulagao corrotacional e as formulacdes, mais
consolidadas, lagrangeana total e lagrangeana atualizada. Os mesmos enfatizam que dentro
do sistema corrotacionado, é possivel se empregar a formulacdo lagrangeana total e lagran-
geana atualizada (SOUZA, 2000).

Um marco no desenvolvimento da formulacao corrotacional € atribuido ao trabalho
de Rankin e Brogan (1986), que apresentaram a formulacao EICR (Element Independent Co-
rotational Formulation), seguidamente aprimorada por Rankin e Nour-Omid (1988) e por
Nour-Omid e Rankin (1991). Nestes trabalhos a matriz de rigidez tangente foi desenvol-
vida utilizando a formulag¢do corrotacional, resultando em uma matriz de rigidez consistente
(MENIN, 2006). Na mesma época o trabalho Hsiao e Hou (1987) desenvolve uma formula-
¢ao mais eficiente no que diz respeito a limitacao de pequenas rotagdes entre dois passos de

carga sucessivos dentro da andlise ndo linear geométrica para elementos de viga 2D e 3D.

No inicio dos anos 90, Cole (1990) e Crisfield (1990) em seus estudos estabelecem uma
formulacdo corrotacional consistente para andlise ndo linear geométrica referente aos ele-
mentos de portico plano e espacial. Os trabalhos de Crisfield (1990) e Nour-Omid e Rankin
(1991) enfatizam que qualquer elemento que se baseie na teoria geométrica aproximada ou
ainda na teoria de deslocamentos infinitesimais, é capaz de acomodar rotac¢des finitas, com
uma formulacao corrotacional generalizada (SOUZA, 2000). Ainda na década de 90 surgem
estudos de problemas de instabilidade para elementos de viga plana e tridimensional feitos
por Pacoste e Eriksson (1997), confrontando a descricdo lagrangeana total com a corrotaci-
onal.

Felippa (2000) apresenta a formulacdao de um elemento independente com a descri-
¢do corrotacional aplicada ao campo da dinamica. Essa nova versao de elemento tem como
principal vantagem, possibilitar a reutilizacdo de elementos finitos lineares de alto desem-
penho, de maneira particular, conchas e sélidos (FELIPPA, 2000). Nos primérdios do século

XXI surgem estudos referentes a instabilidade eldstica e plastica de vigas planas e espaciais,
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utilizando a formulacao corrotacional, feitos por Battini (2002) e Menin e Taylor (2003), onde
neste ultimo a instabilidade de porticos planos foi feita utilizando elementos finitos de viga

baseados na hipétese de Euler-Bernoulli para a discretizacdo das estruturas.

Battini (2007) desenvolve, por meio da formulacao corrotacional, uma nova aborda-
gem de elemento de viga 2D que interpola rotacdes nodais utilizando um conjunto de quatro
nos por elemento. Esse novo procedimento € aplicado em problemas de nao linearidades fi-
sicas e geométricas e no estudo de instabilidade. No final dos anos 2000, Yaw (2009) analisa
uma formulagdo corrotacional para elementos de viga 2D similar a apresentada por Crisfield
(1990), de modo que a estrutura possa apresentar deslocamentos e rotacoes arbitrariamente

grandes ao nivel global. Desde que as tensdes locais nos elementos de viga sejam pequenas.

No inicio da década de 2010 Le, Battini e Hjiaj (2011)Le et al. (2011) apresenta uma
nova formulagdo corrotacional para andlise dinamica de elementos de viga 2D, no qual sdo

propostas interpolacdes ciibicas para desenvolver os termos inerciais e elasticos.

Dentre a gama mais recente de trabalhos que tem como objeto de pesquisa elementos
de viga plana com sua formulacdo regida pela descri¢do cinemdtica corotacional, pode-se
citar: Oliveira et al. (2014) que faz uso da formulagdo corrotacional para analisar poérticos
planos em concreto armado. A andlise dindmica ndo linear fisica e geométrica é empregada
utilizando elementos de viga plana de Euler-Bernoulli por meio da descri¢do corrotacional.
O estudo examinou se o dimensionamento minimo dos elementos estruturais feito pelas
normativas brasileiras e europeias suportaria os carregamentos aplicados. Em Silva, Cunha
e Gutiérrez (2017) a formulacao corrotacional foi utilizada no desenvolvimento de um ele-

mento de viga 2D que incorpora as teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko.

1.3 Objetivo

Este trabalho tem como objetivo desenvolver um estudo tedrico e pratico referente
a formulacgdo corrotacional, utilizando o elemento de viga 2D, no intuito de considerar os

efeitos da nao linearidade geométrica em poérticos planos.

1.3.1 Objetivos especificos

Para cumprir o objetivo geral desta dissertacdo faz-se necessdrio realizar os seguintes
objetivos especificos:

* Desenvolver um estudo referente a formulagdo corrotacional para elementos de viga
plana sob a hipotese de Euler-Bernoulli, no ambito do fendmeno da nao linearidade

geomeétrica.
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* Implementar dois programas em linguagem Matlab®do método dos elementos fini-
tos para porticos planos, baseado na discricao cinemaética corrotacional, sendo o pri-
meiro para andlise estdtica denominado (PPNLG) e o segundo para andlise dinamica
denominado (PPNLD), ambos voltados a considerar os efeitos do fendmeno da nao

linearidade geométrica.

* Validar ambos os programas desenvolvidos por meio de exemplos numéricos, estati-
cos e dinamicos, dotados da presenca ndo linear geométrica, comparando os resulta-
dos obtidos pelos mesmos aos obtidos em estudos de outras bibliografias. Também
no intuito de comprovar a eficacia da formulacao corrotacional em lidar com o com-

portamento nao linear geométrico.

* Avaliar a capacidade dos programas implementados (PPNLG e PPLND) em detectar
instabilidades, como a presenca de pontos criticos, alteragoes de posi¢cao de equilibrio,
turnning pointd e pontos fixos, nos resultados dos exemplos numéricos. No campo
estatico por meio do diagrama de trajetéria equilibrio, e no campo dindmico por meio

de resposta dindmica transiente e diagrama plano fase, ambos no dominio do tempo.

1.4 Cenario de pesquisa

1.4.1 Periodicos

O cendrio de pesquisas a cerca do tema é obtido por meio de um mapeamento sisté-
mico de artigos, método conhecido como mapping study. A metodologia empregada neste
trabalho consiste em realizar um levantamento de dados de modo que o mesmo permita a

classificacdo e categorizacao das bibliografias pesquisadas.

O levantamento de bibliografias foi realizado consultando as bases de dados: Scielo,
Scopus, Science Direct e Peri6dicos Capes, por meio de suas respectivas plataformas web de
pesquisa. Para tanto, a busca nestas bases de dados foi norteada pelas palavras chave: “Ins-
tability” e “Dynamic geometric nonlinear analysis”, as quais proporcionaram uma quanti-

dade expressiva de artigos acerca da drea de estudo deste trabalho.

Feito o levantamento de material bibliogréfico, a etapa seguinte consistiu em refinar
este material obtido. O mapping study leva em conta duas etapas de refinamento. Na pri-
meira os artigos sdo selecionados a partir do critério de “titulo aderente”, onde se realiza
a leitura dos titulos para uma selecao previa do material, que correlacione melhor com a
drea em estudo. Nesta mesma etapa é verificada a presenca de artigos repetidos no mate-
rial bibliogréfico selecionado. A segunda sele¢do é feita com base nos resumos, de forma a
analisar efetivamente o conteiudo do material bibliogréfico. O resultado deste mapeamento

é expresso na Figura 1.4.
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Figura 1.4 — Mapping Study

Base de dados Inicial Titulos aderentes
Periodicos CAPES 116 29
Scopus 81 18
SCIELO 5 1
Science Direct 33 7

TOTAL 235 55

Titulos aderentes sem repeticdo 38
Artigos selecionados apo6s leitura 29

do titulo ¢ resumo

Fonte: o Autor

Analisando os dados fornecidos pelo mapeamento, pode-se inferir alguns aspectos
sobre a drea de estudo, como, a percepc¢do da abordagem da drea ao longo dos anos, e prin-
cipais vertentes dadas pela comunidade cientifica. A percep¢do de abordagem da drea com
relacdo ao ano de publicacao é expressa no Figuras 1.5. J4 as vertentes, como, tipo de andlise
utilizada, tipo de ndo-linearidade considerada e o tipo elemento utilizado dentro do Método
dos Elementos Finitos (MEF) sdo apresentados nas Figuras 1.6, 1.7 e 1.8, respectivamente.

Figura 1.5 — Nuimero de publicagdes x Anos

T T

1970 a 1980 1981 a 1990 1991 a 2000 2000 a 2010 2010a 2016
Anos

N° de publicagdes

—
O =W s U 100 O -1
1

Fonte: o Autor
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Figura 1.6 - Vertente: tipo de andlise
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Estatica e Dindmica Dinamica

Fonte: o Autor

Figura 1.7 — Vertente: tipo de ndo-linearidade

NLF
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14
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L
DN 0 ©

NLG e NLF NLG

Fonte: o Autor

Figura 1.8 - Vertente: tipo de elemento (MEF) utilizado

Viga

Placa Casca

Fonte: o Autor
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Avaliando A Figura 1.5, percebe-se que ao longo dos anos o enfoque de pesquisas na
drea em estudo tem aumentado expressivamente. Ja nas Figuras 1.6, 1.7 e 1.8, percebe-se
uma maior abordagem voltada para andlise dinamica considerando os efeitos da nao line-
aridade geométrica. Em relacdo aos elementos utilizados dentro do MEE foi verificada a
presenca trés tipos, sendo elemento de viga, placa e casca, de modo que o elemento de viga

foi 0 mais presente.

1.4.2 Teses e dissertacoes

O cendrio nacional de pesquisas é obtido por meio do levantamento de teses e dis-
sertacoes. Para tal investigacdo fez-se uso do Banco de Teses e Dissertagdes da CAPES (BTD
— CAPES), da Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacoes (BDTD) e de repositérios
institucionais de universidades. O levantamento de teses e dissertacoes foi realizado de ma-
neira andloga ao mapeamento sistémico feito a cerca de periddicos na secdo 1.4.1. De modo
que o mesmo foi orientado pelas expressoes chaves “Andlise dinamica ndo linear geomé-
trica”, “Instabilidade” e “Corrotacional”, no intuito de direcionar a busca acerca da area de
estudo deste trabalho. Em alguns casos as buscas foram refinadas por drea de conhecimento
em engenharia e por drea de concentragdo em estruturas. O material bibliogrédfico reunido
passou por mais duas etapas de refinamento, sendo a primeira por titulo aderente e a se-
gunda por andlise de resumo. Os resultados obtidos apds o refinamento sao apresentados

na Figura 1.9.

A partir dos dados obtidos, pode-se analisar e inferir aspectos relativos ao cendrio
de pesquisa nacional. Um aspecto interessante é a abordagem da 4rea de estudo ao longo
do tempo, que nos permite avaliar a evolu¢do das pesquisas acerca do tema no decorrer
dos anos. Este pode ser visto na Figura 1.10. O qual mostra um aumento significativo no
numero de teses e dissertacoes entre as décadas de 1990 e 2000, seguida por uma provavel

sobrelevacao na década de 2010 no nimero de trabalhos.
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Figura 1.9 - Levantamento de teses e dissertacoes

Expressoes chaves
Base de dados "Alirrl:;l;sreg:?;r'r;l;:atiao "Instabilidade" "Corrotacional"
BTD - CAPES 7 45 40
BDTD 4 35 28
UNB 1 94 6
PUC-Rio 0 93 0
USP-SP 0 2 0
USP-SC 4 26 0
UFAL 8 3 1
UFOP 25 45 3
UFPA 2 31 4
UFMG 3 144 5
UFPE 15 7 1
ITA 178
COPPE(UFR]J) 0 50 5
UNICAMP 244 3 2
Total 491 578 95
Titulos aderentes 35 30 25
Titulos aderentes semrepetigdo 75
total
Trabalhos selecionados apds leitura 0
do resumo
Fonte: o Autor
Figura 1.10 — Nimero teses e dissertacées x Anos
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A demais da anadlise cronolégica, o levantamento de teses e dissertagoes possibilita
avaliar a distribuicdo das mesmas com relacao as universidades do pais, como exibido na
Figura 1.11. De modo que o Instituto de Tecnolégico de Aerondutica (ITA) foi o maior deten-
tor de trabalhos com temas de interesse, seguido da Universidade Federal de Minas Gerais
(UFMQG) e da Pontificia Universidade Cat6lica do rio de Janeiro (PUC-Rio).

Figura 1.11 — Numero teses e dissertacoes x Universidades

hn
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Fonte: o Autor

Outro aspecto importante estd na andlise das principais vertentes aplicadas as pes-
quisas pela comunidade cientifica. As vertentes relacionadas a drea em estudo podem ser
observadas nas Figuras 1.12, 1.13 e 1.14, que descrevem respectivamente os tipos de ndo-

linearidade, elemento (MEF) e andlise, empregados nos trabalhos com temas de interesse.
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Figura 1.12 - Vertente: tipo de ndo-linearidade
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NLGeNLF NLF

Fonte: o Autor

Figura 1.13 — Vertente: tipo de elemento
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Fonte: o Autor
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Figura 1.14 — Vertente: tipo de andlise

Estatica
18
16
14
12
10

Estatica e Dinamica Dinamica

Fonte: o Autor

Avaliando as Figuras 1.12, 1.13 e 1.14, percebe-se que semelhantemente ao que fora
avaliado no mapeamento de peridédicos, se mantém na maioria dos trabalhos uma aborda-
gem voltada para andlise dindmica considerando os efeitos da ndo linearidade geométrica.
Em relacdo aos elementos finitos, foi verificado a presenca de nove elementos distintos, de

maneira que o mais empregado fora o elemento de viga 2D.
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REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Analise Nao-linear Geométrica

A ndo-linearidade geométrica (NLG) estd relacionada as diferentes configuracdes que
determinada estrutura pode assumir segundo os carregamentos aplicados a ela. De modo
que a forma geométrica da estrutura se modifica a medida que € carregada, apresentando
grandes deslocamentos, rotacoes e deformacgdes. Quando a modificacdo da geometria da
estrutura é suficientemente grande para causar alteracoes significativas, o sistema estrutural
requer novas equacoes de equilibrio para representar a nova posicao assumida. Na Figura
2.1, exemplifica-se o comportamento de nado-linearidade geométrica de uma estrutura, a

qual apresenta grandes deslocamentos.

Figura 2.1 - Comportamento nédo-linear geométrico

agdo horizontal

7777777777777 Y

——  Estrutura deslocada

- Estrutura indeslocada

Fonte: o Autor
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Vale ressaltar que deslocamentos dessa magnitude ocorrem em estruturas de carater
esbelto. Dessa forma, estruturas com esta caracteristica sdo mais suscetiveis ao fendmeno
da ndo linearidade geométrica, do que estruturas robustas, que nao sofrem tanto com este
fenomeno. E importante lembrar que, uma vez a estrutura deslocada, as equacgdes de equi-
librio e os esforgos determinados para posi¢do inicial, ou seja, posi¢do antes da estrutura se

deslocar, nao serao mais validos.

Visto que o principio da superposicao de efeitos nao se aplica, faz-se necessarias no-
vas equacoOes de equilibrio para cada vez em que a geometria da estrutura sofra grandes
alteracoes. Isto porque, mudancas significativas na configuracao da estrutura provocam um

acréscimo de forcas internas, o qual ndo pode ser desprezado (FERREIRA, 2009).

Dessa forma para determinacado mais precisa dos esforcos é necessario considerar os
efeitos da ndo-linearidade geométrica da estrutura. A andlise que leva em conta o equilibrio
da estrutura em sua posicao deslocada é dita anélise ndo-linear geométrica (PINTO; RAMA-
LHO, 1997).

2.1.1 Meétodos para andlise nao-linear geométrica

Conforme Felippa e Haugen (2005) e Souza (2000), no que se refere a andlise ndo-
linear geométrica em estruturas através do método dos elementos finitos, trés descricoes ci-
nemadticas sao utilizadas frequentemente, sendo elas: Lagrangeana Total (TL), Lagrangeana
Atualizada e Corrotacional (CR). Dentre outros aspectos pelo qual se pode diferencia-las, é a
configuracdo da estrutura adotada como configuracao de referéncia para a formulagdo das

equacgoes do método dos elementos finitos - MEE

Na descricdo cinematica Lagrangeana Total (LT) se utiliza uma configuragao fixa, em
geral a configuracao inicial da estrutura (configuracao ndo deformada), como referencial
para formulacao das equacoes de equilibrio do MEE Limkatanyu et al. (2013) faz uso da
descri¢ao Lagrangena Total para desenvolver um elemento de viga geometricamente nao-
linear para andlises de grandes deslocamentos e pds-flambagem de estruturas de trelicas

planas.

J& a descricdo cinemadtica Lagrangeana Atualizada (LA) altera sua configuracao de re-
feréncia a cada vez em que a estrutura atinge uma nova configuracao de equilibrio, dessa
forma, esta descri¢cdo faz uso da tltima configuracao de equilibrio obtida como referéncia
para formulagdo das equag¢des do MEE Em Turkalj et al. (2012) a formulacdo Lagrangiana
Atualizada é empregada para a andlise ndo-linear de instabilidade de p6rticos de paredes

finas com conexoes semi-rigidas.

A descricdo cinemética Corrotacional (CR) divide os movimentos de cada elemento
em dois sistemas distintos, de modo analisar separadamente os movimentos de corpo rigido

e os movimentos deformacionais. O primeiro sistema faz uso de uma configuracao de refe-



2.2. Generalidades Sobre a Descrigdo Cinemdtica Corrotacional 41

réncia fixa, a qual é empregada para medir os deslocamentos de corpo rigido. J4 o segundo
utiliza uma configuracao corrotacionada, ou seja, um sistema de eixos locais corrotacionado
para cada elemento, a fim de medir exclusivamente os deslocamentos deformacionais, em
funcdo dos quais serdo determinadas tensoes e deformagdes da estrutura em andlise Me-
nin (2006). No estudo de Hsiao, Lin e Lin (1999) a formulacdo corrotacional é empregada
para andlise dindmica ndo-linear geométrica, considerando um elemento de viga espacial
. Li (2007) usa a formulacdo corrotacional para um elemento de viga usando varidveis de
rotacao vetorial. Pesic, Lanc e Turkalj (2016) aplicaram a formulacao Corrotacinal na anélise

ndo-linear de estabilidade global de vigas laminada de paredes finas.

Além das descricoes citadas anteriormente, uma mais recente, tem ganhado espaco
no campo da andlise ndo-linear geométrica de estruturas, tanto anélises estdticas quanto di-
namicas, sendo denominada de descri¢do posicional. Apesar de esta ser uma descri¢ao que
também possui uma configuracao referencial fixa, para formulacao das equag¢des do método
dos elementos finitos, assim como a descricdo Lagrangeana Total, ela diverge da mesma
em relacdo as incognitas do equacionamento, sendo considerado como varidveis as posi-
¢oes nodais ao invés dos deslocamentos (FERREIRA, 2009). De acordo com Lacerda (2014)
a mesma foi desenvolvida pelo Professor Humberto Breves Coda e colaboradores. Podem-
se citar alguns estudos que utilizaram a formulacao posicional para andlises ndo lineares

geométricas de porticos planos, como Coda e Greco (2004) e Reis e Coda (2014).

2.2 Generalidades Sobre a Descricao Cinematica Corrotacio-
nal

A principio existem dois tipos de descricoes cineméticas fundamentais, a descricao
Lagrangeana e a Euleriana. As demais descri¢cdes derivam de uma desta duas ou de ambas.
A descrigdo Lagrangeana consiste em analisar o movimento de uma particula, ou um ponto
material, sob uma 6tica onde o observador acompanha a particula a medida em que se move
no espaco e no tempo. Ja a descricao Euleriana, consiste em observar o movimento de um
ponto material ao passar por determinado local especifico, na medida em que o tempo evo-
lui (PARK; YOO; CHUNG, 2013).

Em se tratando de descrigoes empregadas em problemas que envolvem anélises nao-
linear geométrica, como visto anteriormente na Secao 2.1.1, sua classificacdo em Lagrange-
ana ou Euleriana estd relacionada a configuracao referencial adotada para a formulacao das

equacoes no MEE
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2.2.1 Natureza da descricao corrotacional

A descricdo cinematica Corrotacional, como dito anteriormente, apresenta uma par-
ticularidade em relacdo as demais apresentadas até aqui. Nessa descri¢cdao ocorre a separa-
¢do dos movimentos de corpo rigido dos deformacionais em todos os elementos em analise

dentro do MEE Na Figura 2.2 exemplifica-se essa divisao.

Figura 2.2 — Divisdo dos movimentos de corpo rigido e deformacional

VYR

VYo VR
A

Oy —x > X, X\, X

Fonte: o Autor

Ainda na Figura 2.2, pode-se observar que o elemento, em forma de perfil laminado,
inicialmente se encontra em sua configuracao inicial, indeformada e indeslocada, Cy. Em
seguida, o elemento se desloca, referenciado na configuracao Cy, até a configuragdo corro-
tacionada Cg, retratada em tracos pontilhados. Esta etapa representa o movimento de corpo
rigido. Apds o término do movimento de corpo rigido, o elemento se deforma, de maneira
a assumir a configuracao deformada C, representando o movimento deformacional. Nesta
etapa, a configuracao CR se move de forma conjunta a configuracao C, posicionando-se si-

metricamente em relacao a mesma (MENIN, 2006).

A natureza da descricdo corrotacional pode ser de fato tanto lagrangeana quanto eu-
leriana, dependendo do referencial o qual se adota para obter os deslocamentos e defor-
macoes do elemento (perfil laminado) em sua configuracdo final C no MEE Ao utilizar o
referencial de eixos locais corrotacionados sua natureza se torna euleriana, ao utilizar o re-

ferencial de eixos globais sua natureza se torna lagrangeana.



2.3. Formulagdo corrotacional de porticos planos 43

2.3 Formulacao corrotacional de porticos planos

A descricdo cinemética apresentada aqui é baseada nos trabalho de Menin (2006) e
Matias e Mendes (2009).

2.3.1 Modelo de elemento de viga

Modelos matemadticos de elementos de vigas planas tem sua concepc¢ao baseada em
teorias de vigas, que buscam descrever o comportamento das se¢oes transversais da mesma,
de forma aproximada. Dois modelo matematicos de vigas sdo comumente utilizados na me-

canica estrutural: o modelo de Euler-Bernoulli e o modelo de Timoshenko (FELIPPA, 2001).

O modelo de Euler-Bernoulli ou de flexdao pura, também conhecido como, teoria clés-
sica de viga ou teoria de viga de engenharia, leva em conta somente os efeitos dos esforcos de
flexao para descrever as tensoes e deformacoes na viga. Dessa forma, este modelo ignora as
deformacoes advindas das tensoes de cisalhamento presente na viga. A hipotese cinemaética
do modelo de Euler-Bernoulli consiste em supor que as se¢des transversais ao longo do eixo
longitudinal permanecem planas, indeformadas e perpendiculares em relacdo ao mesmo.

Esta hipotese é exemplificada na Figura 2.3.

Figura 2.3 — Deformacao viga Euler-Bernoulli

e X

Fonte: o Autor

O modelo de Timoshenko, diferentemente do modelo de Euler-Bernoulli, considera
tanto os efeitos das tensdes de cisalhamento quanto os efeitos dos esforcos de flexdo para
descrever as tensoes e deformacdes na viga. A hipotese cinemadtica do modelo de Timoshenko
é andloga a do modelo de Euler-Benoulli, exceto pelo fato de que as sec¢oes transversais ao
longo do eixo longitudinal ndo permanecem perpendiculares em relacdo ao mesmo. Isto
porque, as secOes apresentam uma deformacgdo angular advinda das tensoes de cisalha-
mento, as quais tem sua atuacdo considerada constante sobre as secOes transversais. Esta

hipétese é exemplificada na Figura 2.4.
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Figura 2.4 - Deformacao viga Timoshenko

Angulo < 90°

X

Fonte: o Autor

Tanto o modelo de viga de Euler-Bernoulli quanto o de Timoshenko tem seu desen-
volvimento feito sob a premissa de pequenas deformacoes e de que o material que compoe
a viga apresenta comportamento eldstico-linear e isotropico. Ambos os modelos sdo capa-
zes de considerar um comportamento geometricamente nao-linear, ocasionado por grandes

deslocamentos e rotacoes (FARIA, 1998).

Esta secdo expoe a descricao cinematica da formulagao corrotacional de porticos pla-
nos concebidos por meio de elementos de vigas, regidos pelo modelo matemético de vigas
de Euler-Bernoulli, de maneira a considerar os efeitos dos esfor¢os axial e de flexdo separa-

damente.

A descrigdo cinemadtica corrotacional desenvolvida paro o elemento de viga de Euler-
Bernoulli, faz uso de duas configuracoes de referéncia. A primeira, configuracdo inicial
(fixa), é utilizada na obtencdo de movimentos de corpo rigido do elemento (translacoes e
rotagoes). A segunda, configuracao corrotacionada (movel), é empregada para se obter as
tensoes e deformacoes do elemento. O emprego destas duas configuracdes de referéncia,
implica que o deslocamento total nos nés da viga em anélise pode ser decomposto em mo-
vimento de corpo rigido (rotagdes e translagdes) e em movimento deformacional (deforma-
¢oOes axial e angular). Como citado anteriormente, os efeitos dos esforcos axial e de flexdao
sao considerados separadamente, dessa forma, a energia de deformacao total é obtida pelo

somatorio das energias de deformacao axial e de flexao.

2.3.2 Descricao cinematica

Neste desenvolvimento da descri¢cdo cinematica corrotacional, admite-se um elemento
finito na forma de um perfil metalico laminado que se move no plano xy, conforme a Figura
2.5. Para tanto é necessario estabelecer dois sistemas de coordenadas que auxiliam a descri-
¢ao cinematica. Estes, sdo os sistema de coordenadas: global espacial (x, y) e local (x¢,y°).

O sistema de coordenadas local em particular apresenta trés grupos de eixos locais, sendo
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eles, eixos locais iniciais (x§, yg), eixos locais (x°, y°) e eixos locais corrotacionados (xp, yp).
Além dos sistemas de coordenadas, sdo estipuladas trés configuracoes as quais o elemento
finito pode assumir em seu movimento. Sendo estas, configuracao inicial Cy, configuracao
corrotacional Cg e configuracdo atual C. As trés configuracoes estdo intimamente ligadas
aos eixos locais descritos anteriormente, de forma que estes representam os eixos locais de
cada uma delas. Vale lembrar que no inicio da andlise os sistemas de coordenadas locais (xg ,

¥5) e (x3, yg) sdo coincidentes (BELO et al., 2009).

O elemento finito de viga parte inicialmente da configuracao inicial Cy em seu movi-
mento até atingir a configuracao atual C. Onde a partir desta tltima € definido o eixo local
x¢, de forma que o mesmo seja alinhado em relacao ao eixo longitudinal do elemento, o qual
passa por ambos os nés da extremidade do mesmo. A origem do sistema de eixo local (x¢,
¥°) é entdo estabelecida na distdncia média do eixo longitudinal. Durante o movimento a
configuracdo corrotacional Cgr se move de forma conjunta ao elemento até a configuragao
atual C, onde a mesma se sobrepde a configuracao atual C. O resultado deste movimento
implica que o eixo local corrotacionado (x3, , y) coincide com o eixo local (x°, y¢), e ambos
distam um angulo (y) do eixo local inicial (xg, yg).

Figura 2.5 — Configuragdes e sistemas de coordenadas

YoVR

]e 0 X 2 > X, er, XR

Fonte: o Autor

Considere uma particula Py qualquer do elemento de viga, de coordenadas (X,Y) da-

das pelo vetor posicao X, na configuragdo inicial Cy , executando um movimento de corpo

e
R

P de coordenadas (x¢ y°) na configuracao atual C, por meio de um movimento deforma-

rigido em diregdo ao ponto Pr de coordenadas (x}, , y5) e em seguida assumindo a posigao
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cional. Admitindo estas condi¢cdes de movimento, o deslocamento total u da particula, em
coordenadas globais, pode ser descrito em fun¢do dos vetores de deslocamento X e X, os

quais podem ser observados na Figura 2.5, da seguinte maneira:

x—-X
u=x-X=4 y-Y (2.1)
0

Onde 0 representa a rotagdo total do elemento, dada pela soma da rotacdo advinda
do movimento de corpo rigido v e da rotacdo advinda do movimento deformacional 6, esta

dltima serd posteriormente apresentada nas Figuras 2.8 e 2.9.

O=y+6 2.2)

O deslocamento total u pode ser decomposto em duas partes, uma parte vinda do
deslocamento deformacional up e outra parte originada do deslocamento de corpo rigido

UuR.

Uu=uRr+up = (XR—X) + (X—XR) 2.3)

Na formulagdo corrotacional, os deslocamentos deformacionais utilizados para a de-
terminacdo do vetor de forcas internas e da matriz de rigidez tangente, sdo descritos em
funcao do sistema de coordenada local (x°, y®) da configuracao atual C. Dessa forma, os

mesmos podem ser obtidos da seguinte maneira:

up) = Q.up (2.4)
Onde Q é uma matriz de transformacao linear das coordenadas globais (X,Y) para as
coordenadas locais (x¢, y°).
2.3.2.1 Transformacoes de Sistemas Coordenadas

Os sistemas de coordenadas local e global podem se relacionar por meio de uma ma-

triz de transformacao linear Q. Esta matriz é definida por FILHO (2007) como:

Ay My O
~ty Ay O (2.5)
0 0 1

Onde Ay e uy sdo os cossenos diretores do elemento de viga em sua configuragao
atual C com relacao ao sistema de coordenadas global, ou seja, cos(y) e sin(y) respectiva-

mente. Visto que a matriz Q é uma matriz ortogonal, isto é, QTQ = QQT =1, onde I é a matriz
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identidade, os sistemas de coordenadas global (x,y) e local (x° y°) interagem da seguinte
forma:

x® = Q.(x—uyg) (2.6)

x=QTx® +uy 2.7)

2.3.3 Deslocamentos deformacionais

Como dito anteriormente, na formulagdo corrotacional, os deslocamentos deforma-
cionais dos elementos sdo determinados em func¢io do sistema de coordenadas local (x?,
¥©). Para elementos de viga no plano, as coordenadas das particulas P e P nas configura-

¢oes corrotacionada Cp e atual C respectivamente, sao determinadas da seguinte maneira:

Ay My O X Up XR
xe=QX+uo=| —py, Ay 0 |[{ YV p+{0p VR 2.8)
0 0 1 Gpo v Hpo +Y

1 00 X u XR
x=X+u=IX+u| 0 1 0 Y p+ivp= YR (2.9)
0 0 1 QPO 0 9p0+0

Até entdo o equacionamento foi deduzido para um ponto Py qualquer, entretanto
cabe ressaltar que no caso de ser um ponto localizado sobre o eixo local xj e na configuracdo
inicial Cy o termo 0p, serd igual a zero (6p, = 0). A interpretacao geométrica da Equacgdo 2.8
pode ser vista na Figura 2.6.



48 Capitulo 2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Figura 2.6 — Movimento de corpo rigido
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Fonte: o Autor

Partindo da premissa de que o deslocamento deformacional pode se dado por up = x —xg
conforme Equacdo 2.3, e substituindo os valores de x e xg dados pela Equacoes 2.9 e 2.8 res-

pectivamente, up pode ser escrito da seguinte forma:

X — XR
xp=xX—xg = I1-QN)X+u-up={ y—-yz (2.10)
6-v
Utilizando o deslocamento deformacional obtido na Equacao 2.10 e aplicando-o na

Equacao 2.4, chega-se a seguinte equacao para o deslocamento deformacional em coorde-

nadas locais:

uf) = Q.up = (Q-DX+Q(u—up) (2.11)

2.3.3.1 Movimento deformacional em funcao dos deslocamentos nodais

Os deslocamentos deformacionais dos n6s do elemento podem ser definidos do mesmo

modo que os deslocamentos deformacionais foram descritos anteriormente para um ponto
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Py qualquer. Considerando um elemento de viga no plano que assume a configuracao ini-
cial Cyp, os vetores posicao dos nos do elemento X; e X» , podem ser descritos conforme as

Equacgoes 2.12 e 2.13.

x1=Ly/2
Xij=4 »n=0 (2.12)
0:=0
Xp =—Lo/2
Xy = y2=0 (2.13)
0,=0

O entendimento dos vetores posicao X; e X é esclarecido na Figura 2.7

Figura 2.7 — Configuracao inicial Cy

A yc

0

Fonte: o Autor

Deste modo, os deslocamentos totais u e deformacionais up dos nds de extremidade
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do elemento, podem ser expressos da seguinte maneira:

w|  [u-30 uip| | ufp(-30
U1 ”(_%’0) Vip UfD(_%’O)
u:{ul}:< 61| _ ) 9(—L%,0) | ueD:{uf;D}:< or | _) o —?,0) S
uz uz u(3,0) usp Uyp uyp(50)
v2 V(%’O) Vsp VSD(%’O)
62 0(%,0) 02 0,(2,0)

A partir da Equacao 2.11 desenvolvida para um ponto PO qualquer e da descricao de
u e up dadas na Equac@o 2.14, com algumas opera¢des matemdticas pode-se definir uf) do

seguinte modo:

ui, 1-Ay Ay gy 0O 0 0 0 Uy — Uy
viD Ky —Hy Ay 0 0 0 O V1 — Vg
0 1 0 0 0 1 0 0 O 0, -
ud =4 b=l o+ ATV @)
vsp — Ly 0 0 0 —uy Ay O Vo — Vg
0, 0 0 0 0 O 0 1] 0, -y

Como citado anteriormente, Ay, = cos(y) e uy = sin(y), sendo os cossenos diretores
do elemento de viga obtidos em func¢ao de sua rotacao de corpo rigido em relacao ao sistema
de coordenada global. Os deslocamentos translacionais providos do deslocamento do ponto
Op na configuracdo inicial Cy para o ponto O na configuracdo atual C, sdo obtidos pelas

seguintes equacoes:

1 1
Mo=z(”1+u2), UOZE(V1+V2) (2.16)

Considerando um caso de configuracdo mais generalizada da Figura 2.8 apresenta
um elemento cuja configuracao inicial ndo estéd alinhada com os eixos globais, sendo de-
fasada por um angulo a. Nela estd representado o movimento do elemento de viga com o
deslocamento global dos nos definidos em funcao do sistema de eixos globais (x,y), do lado

esquerdo da Figura 2.8, e em func¢do do sistemas de eixos rotacionado por «, do lado direito.
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Figura 2.8 — Deslocamentos globais e globais rotacionados

Fonte: o Autor

No intuito de determinar cos(y), sin(y) e L para a configuracgdo atual, ou seja, em fun-

¢do dos deslocamentos nodais com relacdo aos eixos rotacionados, é necessario determinar

rot

0 vetor Uy,

isto pode ser feito a partir da Equagao 2.17.

rot rot _ ,,rot
ur®t = Usy u, Uy | Aa Ha
21 & rot [ rot rot [ —

Vs UV,m =1 —Ha Aa

de modo que:

Aq =cos(@) = P4 = 2=

Ly
= gj —Ja _ Y=
Uq =sin(a) = To = Lo

U1 = U —Ux

Ug1=0V2—V1

u
2l 2.17)

U21

(2.18)

Em posse dos deslocamentos nodais rotacionados, as principais varidveis cinemati-

cas envolvidas na formulacao corrotacional cos(y), sin(y) e L sdo obtidas pelas seguintes

relacdes trigonométricas, que podem ser facilmente observadas na 2.8.

Lo + ur‘”
Ay =cos(y) = TZI

rot

=i -2l
My = sin(y) = T

(2.19)

(2.20)

rot
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L=/ (Lo+upf"y? + (vg0")2 (2.21)

: 13 : : 5 = e 1€ — _ e _ e _ ,e _
A Figura 2.9 auxilia na visualizagdo das relacoes: Uy = —Ujp = dal2, U,p = Vip =0,

9_1:91—w69_2:92—w

Figura 2.9 — Deslocamentos deformacionais no sistema local
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Fonte: o Autor

2.3.3.2 Derivadas parciais dos deslocamentos deformacionais

Por meio das equacgdes 2.19, 2.20 e 2.21 pode-se determinar as seguintes expressoes
que relacionam as derivadas parciais das varidveis cinemdticas com relacdao aos desloca-

mentos deformacionais.

oL oL oL oL 0L OL
I — —_ﬁzuw; —=—=0 (222)
1

aug B aul B U/; 6_122

: — _ —— ; = =0 2.23
auz 6u1 L 6112 6111 L 692 691 ( )
Oy _ Oty __ Fyhy a'u”’__a“‘/’_/l_‘z/’ Oty _ Oty _ (2.24)
aug 6u1 L ’ 61/2 01}1 L ’ 092 691 '

0 0 0 0 A 0 0

oy _ oy _ Hy Oy oY Ay, _U/__‘l/_o (2.25)

ou, 0w L’ dv, dvy L' 080, 06
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Derivando o vetor uf) da Equagao 2.15 com relagdo aos deslocamentos globais u, tem-

se a seguinte expressao:

duip ook g M B ] (om
05g 2 2 2 2 du
D o 0 0 0 0 of |
ou ou
ut 90, B T L LA 90,
D — < 6191 > — L L L L < ou > (2 26)
ou | %%p M B A % L '
0 2 2 0 2 2 0 0
v oo
2 0o 0 0 0 o0 of|%
30, I T = AL A 962
Ju L L L L ] Ou

e

Tendo em vista a relagdo u;, = —u;,, = d/2, a Equagdo 2.26 toma a seguinte forma:

duy
ou
5d vy
P _ _ ou
ou Ay fd 0 Ay Hy 01 1 a0
0, \ _ | _ v My By _ My ou
w(=| T T V7T 7 0| {om( (2.27)
902 A AL du
ou L L L L vy
ou
99,
ou

Considerando as derivadas parciais desenvolvidas nas Equagdes 2.22, 2.23,2.24 € 2.25

e a Equacao 2.27, as segundas derivadas dos deslocamentos deformacionais sdao dadas por:

My —dyry O =gy pydy 0
— iy Ay )le,, 0 uyly —/112/, 0
0’d 1 0 0o 0 0 0 0 (2.28)
0w L| -2 pydy O —pydy O '
My Ay —/112/, 0 —pyly 112/, 0
0 0 0 0 0 0 |
“2uyly Ay -y 0 2uydy gy —Ay 0
B B Ay =y 2pydy 0 pp—Ay —2uydy O
0’0, 0%0, 1 0 0 0 0 0 0 2.29)
2 Auz 12 '
ou>  ow  L?| 2uydy gy -Ay 0 —2uydy Ay -—py O
ty —Ay  —2pydy 0 Ay —py  2ugly O
0 0 0 0 0 0 |

2.3.4 Esforcos resultantes

Os esforcos atuantes no elemento de viga no plano, na configuracao atual C, con-

siderados nesta formulagdo sdo: N, V, M1 e M2, sendo respectivamente o esforco normal,
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cortante, flexdao no no incial e flexdo no né final do elemento. Estes esforcos sdao descritos
em funcdo de suas respectivas deformacgoes em McGuire, Gallagher e Ziemian (2000) nas

seguintes equacoes:

N=-24 (2.30)
Lo
My+M, 6EI[— — 1217 12v
V=12 0, +0,+ —1 =2 2.31)
L LLy L3 L3
EI| — — 6v 6v
My = — | 407 + 20, + — — 2 (2.32)
Lo Lz L3
EI| — — 61]1 61)2
My =—|20,+460, + — — —= 2.33
2=, 12 2¥ T2 T2 (2.33)

Onde E é o médulo de elasticidade longitudinal, A é a 4rea da secdo transversale I é o
momento de inércia da se¢do transversal, do elemento. Na Figura 2.10 sao apresentados os
esforcos com suas respectivas convencoes de sinais. Vale lembrar que os esforcos N e V sao
constantes ao longo do comprimento L do elemento, enquanto que M; e M, apresentam

uma variac¢do linear em relacdo a L, pelo fato de se tratar de um movimento hermitiano.

Figura 2.10 — Convencdes de sinais dos esforgos
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Fonte: o Autor

2.3.5 Energiade deformacao da viga

A formulac¢do apresentada aqui leva em conta somente deformacdes infinitesimais,

dessa forma a energia de deformacao do elemento de viga, sem levar em conta o acopla-
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mento dos esforcos axiais e de flexdo, pode ser dada por:

U=U+UF (2.34)

Onde U“ e U' sao respectivamente as deformacées de energia axial e de flexdo. Se-
paradamente McGuire, Gallagher e Ziemian (2000) definem U AeUF, por:

2
A FaxmlLO EAdZ

= (2.35)
2FEA 2L,

9Bl —p —
Ut = 6EI(M1 M1M2+M22):L—(912+9192+022) (2.36)
0

Sendo F,y;4; a forga axial atuante no elemento.

2.3.6 Vetor de forcas internas

O vetor de forcas internas f é dado pela derivada parcial de primeira ordem da energia
de deformacdo da viga com relacdo aos deslocamentos globais u, conforme apresentado a

seguir:

ou
f=— (2.37)
ou

Considerando as relacdes de U4 e U! obtidas anteriormente pelas Equacdes 2.35 e

2.36, e as derivadas parcias de primeira ordem de d,0; e 0, , desenvolve-se a seguinte ex-

pressao a partir da substituicao das mesmas na Equacao 2.37:

fA—a(EAO)—EAOdad—Nad—N[ A 0 A O]T 2.38)
“oul2r )" L “Gu Vou v THy v Hy '

261661 02691 01692 262692) (2.39)

2EI 2EI
= ((_(91 +610:+6; )) o " 0a 20 " 5u ou

0

T
F=|-vu, VA, My Vi, VA, M, | (2.40)

Determinados separadamente os vetores de forcas internas referente a contribuicao
axial (f*) e contribuicao de flexdo (ff), nas Equacées 2.38 e 2.40 respectivamente, o vetor de

forcas internas é obtido pela soma de ambas as contribuicoes.

f=f+fF (2.41)
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A formulagao descrita neste capitulo parte da hipétese de que o elemento de viga tem
seu sistema de eixos local inicial na configuragdo inicial Cy alinhado ao sistema do coorde-
nadas global. Entretanto é possivel que o sistema de coordenadas locais do elemento em
sua configuracao inicial ndo esteja alinha com o sistema de coordenadas globais, defasados
por um angulo a como visto na Figura 9. De forma a generalizar a formulagdo para abranger
estes casos também, pode se reescrever o vetor de forcas internas, em relacdo ao sistema de

coordenadas globais por meio da seguinte equacao:

f,=R'f (2.42)
T
R' = Qe 0 (2.43)
0 QT

Sendo RT a matriz de rotacdo capaz de transformar o sistema de coordenadas local
para o sistema de coordenadas global, 0 é uma matriz 3x3 nula e QT é a transposta da matriz

Q expressa anteriormente na Equacao 2.25.

2.3.7 Matriz de rigidez tangente

A matriz de rigidez tangente (K) é dada pela derivada parcial de segunda ordem da
energia de deformacao da viga com relacdo aos deslocamentos globais u, ou consequente
mente pela derivada parcial de primeira ordem do vetor de forcas internas f com relacédo aos
deslocamentos globais u. A matriz de rigidez tangente pode ser decomposta em duas partes,
sendo uma a matriz de rigidez material (Ky) e a outra a matriz de rigidez geométrica (Kg),

de modo que:

_U_of Lo (2.44)
“our ou M€ '

Relacionando as parcelas do vetor de forcas internas f apresentadas anteriormente e

as derivadas parciais definidas nas Equagoes 2.27, 2.28 € 2.29, com a Equacao 2.44, obtém-se

as expressoes:

ot EA, (ad (ad)T 0%d
= +d

ou Ly \0u\du ou?

™ ) = Kdal . yaxial (2.45)

off 2EIdd| — — 00, — — 00,
=2 (201 +0) = + (67 +207) —
Ou Ou

E LO au — K&EXQO + Kf(l;exéo (2.46)

Ky = K&l . gflexao (2.47)
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K¢ = K&dal | gflexdo (2.48)
Ay Pyry 0 —Ay  —pydy O
Py Ay Hoy 0 —pyly —sz 0
; EA 0 0 0 0 0 0
Kdal - Z20 (2.49)
Lo Ay —Hyhy 0 A pyry O
—pyry =gy 0 pydy  opy 0
0 0 0 0 0 0
611y bpydy _ 3py 6y By hy 3y
2 T2 L Tz 12 T
buyAy 64y Ay bpydy 64, 3y
B 3L2 g A 3L2 y A
Hy v Hy (4
.. 2EI| -*~ v 2 Hvo v
K&exao — 6L2 L L2 L (2.50)
Ly | _%v  Smwhy  Spy Oy Smyly Spy
12 12 L L2 L? L
bpy Ay 64y 3y _buydy  BAy 3Ay
12 12 T L I2 2 L
Sty 3y 1 Sty _My 2
L L L L
,Ulzp —pyly 0 —py, pyry O
— Uy Ay /112/, 0 puyly -y 0
; N 0 0 0 0 0 0
K2dal = — ) ) (2.51)
L —Hy pyry O oy —pydy 0
2 2
My Ay —Ay 0 —pyhy Ay 0
0 0 0 0 0 0]
[ 2 2 2 2
—2pydy Ay — 2pyly oy — Ay
2 _ 2 2 _ 92
Ay =ty 2Hydy By =Ny —2iyhy
5 |4 0 0 0 0
Kflexdo - — (2.52)

My = Ay —2uyhy
0 0

Ny =ty 2uyhy
0 0

o O O o o Oo
S O © © o o

Do mesmo modo que o vetor de forcas internas, a matriz de rigidez tangente também
deve ser transformada de coordenadas locais para coordenadas globais. Essa opera¢do pode
ser feira através da seguinte Equacao:

Ky =R'KR (2.53)
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2.4 Estratégia de controle de carga deslocamento

Ao se realizar o procedimento de andlise ndo linear estdtica em uma estrutura, é co-
mum avaliar os resultados desta andlise por meio de um diagrama carga (P)-deslocamento
(6), composto por unidade de deslocamento ou rotagdo em sua abscissa, e unidade de carga
em sua ordenada. Um exemplo do diagrama discutido em questao pode ser visto na Figura
2.11.

Figura 2.11 — Trajet6ria de equilibrio

CARGA

DESLOCAMENTO

Fonte: o Autor

A curva deste tipo de diagrama é formada por um conjunto de pontos, os quais cada
um representa uma possivel posicao de equilibrio da estrutura, sendo denominados pon-
tos de equilibrio. A esse trajeto de pontos que representa graficamente as configuracoes de
equilibrio da estrutura a medida em que € carregada, denomina-se “trajetoria de equilibrio”.
De acordo com Felippa (2001), por meio da trajetoria de equilibrio, pode-se identificar e ilus-
trar muitos conceitos-chave com relagao fisica, matemética ou computacional. Um destes
conceitos, que estd ligado diretamente a instabilidade de estrutura em andlise néo linear, é
o de “ponto critico”. Dentre os tipos de pontos criticos que podem ser identificados em um

diagrama de trajetoria de equilibrio, pode-se citar:

* Ponto limite: localizado em pontos da trajetoria de equilibrio em que se pode tragar
uma reta tangente horizontal, ou seja, reta paralela a abscissa, o qual indica a perda de

rigidez total da estrutura;

* Turning points: localizado em pontos da trajetoria de equilibrio em que se pode tracar
uma reta tangente vertical, ou seja, reta paralela a ordenada, o qual indica mudanca

no sentido do deslocamento da estrutura;
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* Ponto de falha: localizado ao final da trajetéria de equilibrio, indicando o colapso da

estrutura,

A seguir pode ser observado a presenca dos pontos criticos descritos em algumas das
trajetorias expressas nas Figuras 2.12 e 2.13. Estas trajetorias de equilibrio sdo intituladas

conforme a nomenclatura utilizada em Felippa (2001).

Figura 2.12 — Padroes de resposta dindmica
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Fonte: o Autor
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Figura 2.13 — Fen6menos de inversdo de equilibrio
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Fonte: o Autor

Conforme Rodrigues (2000), de maneira geral a configuracao de equilibrio de uma es-
trutura pode ser considerada estavel quando é mutuo o aumento da carga e deslocamento,
e instdvel quando a progressdo da carga e deslocamento sdo inversas, ou seja, a medida que
um aumenta o outro decresce. Para identificar estes fendmenos de instabilidade presen-
tes em trajetoOrias de estruturas de carater ndo linear, é necessdrio se fazer uso de métodos
incrementais iterativos, que possibilitam a detec¢ao de pontos criticos e a obtenc¢do da res-
posta posterior a eles. O que motiva a constatacao de pontos criticos e a investigacao da res-
posta posterior a estes é o fato de que, a presenca destes pontos estd intimamente ligada aos
fendmenos de instabilidade estrutural, e que a identificacdo do comportamento p6s ponto
critico ajuda a avaliar as condi¢des estruturais, permitindo discernir se o potencial total da
estrutura fora utilizado, ou se a mesma ndo é mais capaz de cumprir seu propésito. O pro-
cedimento , adotado neste trabalho, que visa a deteccao de pontos criticos e que permite a

obtencao da resposta ap6s tal deteccao é o método de comprimento de arco cilindrico.

2.4.1 Método de comprimento de arco

Os métodos de comprimento de arco, de maneira geral, em seu processo de célculo
visam obter um escalar que pondera a aplicacdo de forca sobre a estrutura, ao multiplicar
o vetor de forgas externas. Tal escalar é conhecido como “fator de carga”, e é comumente
representado pela letra A. O método de resolucao de problemas nao lineares geométricos
estdticos, requer o emprego de um processo incremental-iterativo. A parte incremental esta
relacionada ao fracionamento da carga externa a ser aplicada sobre a estrutura. A parte ite-
rativa compete identificar que fracao de carregamento deve ser aplicada a cada incremento,
de modo que a anélise feita consiga captar os fendmenos de instabilidade (pontos criticos)

e a continuidade da resposta. Para que o processo iterativo tenha sucesso em seu objetivo,
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recorre-se a uma tipologia métodos iterativos chamada de preditor-corretor, a qual pertence
o método do comprimento de arco. O método do comprimento de arco se baseia na hip6-
tese de que a solugdo para determinar o fator de carga incremental a cada incremento esta
contida em um trajeto circular, o qual é descrito pelos eixos de deslocamento incremen-
tal (Ax) e forca incremental (AA.fex), com raio de acao igual ao comprimento de arco (AL).
Desta forma pode-se impor a seguinte restricao, onde o sobrescrito n indica o incremento

ao qual se estd analisando:

(AX)T.(AX™) + DA™ foxt | foxe = AL? (2.54)

Onde b é um parametro de ponderacao aplicado ao eixo de forca incremental do tra-
cado circular. Conforme Menin (2006), o deslocamento incremental no incremento n (Ax")
e o deslocamento incremental correspondente a totalidade da forca externa (Ax7), podem

ser descritos conforme as respectivas equagoes 2.55 e 2.56:

K" LAX" = AL fogy (2.55)

K" L AXT = fog (2.56)

Onde K71, é a matriz de rigidez ndo linear geométrica do incremento anterior. Por

meio das equagdes 2.55 e 2.56, podemos obter:

AX" =AM Axr (2.57)

Ao substituir a equacdo na equacao 2.57 na equacao de restricio do método de com-

primento de arco, tem-se a seguinte equacao:

(AA?[(AX) T (AX™) + Dfoxt | foxt] = AL? (2.58)

Como dito anteriormente, o método de comprimento arco é do tipo preditor-corretor,
dessa forma o novo formato da equacdo de restricio do mesmo, equacao 2.58, permite isolar

o fator de carga incremental (A1") e gerar uma equacao de predi¢ado, expressa por:

AL
A" =+ (2.59)

\/ (AX) T (AX") + D.foxt " foxt

Conhecido o valor de A1", pode-se determinar Ax” por meio da equacio 2.57. O

processo de predicao € realizado somente uma vez a cada incremento. Deste modo, o fator
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de carga incremental predito, deve ser corrigido na parte iterativa do método através do

processo de correcdo, com base na equacao 2.60.

ALY

i+1

= AT +6A; (2.60)

Onde o subscrito i indica a iteracdo a qual se estd analisando. A corre¢do do fator de
carga incremental se baseia na hip6tese do equilibrio de for¢as na estrutura, o que impde a
restricao de que a diferenca entre o vetor de forca interna e o vetor de forca externa, deve ser

igual a zero, como descreve a equacao 2.61:

fint —fexc =0 (2.61)

Entretanto sabe-se que durante o processo iterativo a restricao da equacgdo 2.61 nao é
totalmente atendida, de modo que a diferenca entre os vetores de for¢a externa e interna é
diferente de zero, resultando em um valor frequentemente denominado na literatura como
residuo, ou vetor de forca residual. Esse conceito descrito pode ser representado pela equa-
¢ao 2.62:

r(x) =fing —fext #0 (2.62)

Tendo em vista o conceito de vetor de forca residual, o processo corretor do método
do comprimento de arco busca, a cada iteracdo, torna-lo nulo, de modo a atender a restri-
¢do de equilibrio estrutural imposta pela equacao 2.61, ou diminui-lo quanto possivel até
que seu valor seja toleravel no tocante do equilibrio da estrutura. Dessa forma, pode-se re-
presentar os termos da equacdo 2.62 em funcao de contadores incrementais e iterativos do

seguinte modo:

ny _ n n
r(x7') = fext'; — fine (x') # 0 (2.63)

Caso a i-ésima iteracdo nao fosse capaz de eliminar o residuo e obter o equilibrio
estrutural do n-ésimo incremento, seria necessario prosseguir para a préoxima iteracdo, a

qual poderia assumir o seguinte formato:

r(xz"qﬂ) = fext,};.'.] — fine (xzn+1)
= A?ﬂ'fex — fint (x?+1)
= (l? + 51,‘) Sext — fint (x? + 5xi) (2.64)
= A?-fext — fint (xf) + 5/li-fext - K(xf) .5Xi
=r(x]') +6; fexe — K () .0x;
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Ao se impor a restri¢cdo r(x;’+ ) =0, aequacao 2.64 toma o seguinte formato:

K(x").0%; =r(x]') + 6; fext (2.65)

Isolando o deslocamento iterativo, tem-se:

Ox; = [K(x’?)]_l.r(xl’?) + 6)Li.[K(xl’-1)]_l.fext =06Xp; +01;.0XT (2.66)

4

Sendo 6xg; o vetor deslocamento iterativo residual e 6x1 o vetor deslocamento itera-

tivo total. Estes vetores podem ser obtidos por meio da resolucao dos seguintes sistemas:

K(x!).0xpi=x(x]) 5  K(xI').0x7, = fext 2.67)

Considerando a equacao 2.66, o deslocamento incremental acumulado pode ser des-

crito do seguinte modo:

n
Axi+1

= AX? + 5Xi = AX? + 6XR1' + 5M.5xT (2.68)

Definindo a equacao 2.54 em formato iteracional, a mesma torna-se:

()" (ax

i+1

)+ b(AAT

i+1

) fext fext = (AX7) " (AX?) + D(AAT) fext et = AL (2.69)

Substituindo as equagodes 2.60 e 2.68 na equacao 2.69, se obtém:

(Ax”

n )T (AX2 )+ B (AN ) fext T fext = GAD2 (%7 707 + Dfext” fext)

+8A,. (2.(Ax;? +6xp;) " .Oxr; + 2.A/1;?.b.fextT.fext) 2.70)
+ ((AX? +0xpi) " (AX] +Oxp;) + (A?L;?)z.b.fextT.fext) — AL2

A equacgdo 2.70 pode ser rearranjada no formato de uma equagdo de segundo grau em

funcao da varidvel 61;, na seguinte maneira:

a1.(6A)? + ap.61;+az =0 .71)

Onde:

ay = (6x77) T.0X7; + Dfext | Foxt (2.72)

ap = 2.(AX) + 6xg;) " .6%7; + 2. A0 B foxt” fext (2.73)
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a3z = (AX! + 6xg;) T (AX! +6xp;) + (A/l?)z.b.fextT.fext — AL?
= (Ax?) . AXY + (AAY)° Dfoxt " fexe — AL? +2.(AXT) " .5xp; + (OXr1) T .OXps
= AL? — AL? +2.(Ax?) " .6%p; + Oxgi) T 6%
= 2.(Ax?)T.6xR,- + (O0xpi) L .OXR;

(2.74)

Solucionando a equacdo de segundo grau 2.71, obtém-se o valor do deslocamento
incremental iterativo (0A;), necessdrio a solucao da equacdo 2.60 que rege o processo cor-
retor do método de comprimento de arco. Entretanto, existe a possibilidade da resolucao
da equacao 2.71 fornecer duas raizes diferentes, ou seja, dois valores diferentes para o des-
locamento incremental iterativo. A estratégia proposta neste trabalho para tratar esse caso

especifico consiste em impor a seguinte condicao:

(Ax”

i+1

)T (AX) >0  —  (AXP+6xp; +6A:6x7;) (AxP) >0 (2.75)

A restricao expressa na equacao 2.75 condiciona que o deslocamento incremental ite-
rativo seja sempre progressivo, evitando que a solucao obtida possa causar um processo de
regressao na trajetoria de equilibrio. No caso em que ambas as raizes atendam a restricao da

equacao 2.75, opta-se por escolher aquela que mais se aproxime da solucdo linear dada por

; —-a
sAlinear - 3 (2.76)
ap

A equacdo 2.54, na qual se baseia a hipotese fundamental do método de comprimento
de arco, leva consigo a presenca do parametro de ponderacao b. Este parametro é responsa-
vel por produzir modalidades diferentes do método. Caso o valor de b sejaigualaum (b = 1),
o método descrito anteriormente recebe o nome de comprimento de arco esférico. Caso o

valor de b seja igual a zero (b = 0), recebe o nome de comprimento de arco cilindrico.

A representacdo geométrica do comportamento do método de comprimento de arco
esférico durante as sucessivas iteracoes na busca da trajetéria de equilibrio é expressa na
Figura 2.14, onde o centro da circunferéncia de raio AL, representada pela equacao 2.54, é

posicionado no ponto de equilibrio do incremento anterior.
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Figura 2.14 — Método de comprimento de arco esférico

ﬂ, -J(ext A (Xn 1,1 " 1-fext)
4 ——— = (xn g,ﬂf n2- ext)

A4 ! 1 ~](ext

\J

Fonte: (Menin, 2006)

2.4.2 Método de comprimento de arco cilindrico

Como citado anteriormente a diferenca entre os métodos de comprimento de arco
esférico e cilindrico consiste no valor adotado para o parametro de ponderacao b. A formu-
lacao do método do comprimento de arco cilindrico é obtida adotando-se o parametro de
ponderacdo b igual a zero (b = 0). Na pratica isso significa que nesta modalidade do mé-
todo ndo sao considerados os efeitos advindos da parcela de carregamento nos processos
de predicao e correcao. Crisfield (1991), afirma que é pequena a influéncia da parcela de
carregamento e que a consideracao de b = 0 leva um bom funcionamento do algoritmo para

grande variedade de problemas praticos.

Levando em conta o valor nulo do parametro de ponderacdo a equacgdo de predicao

torna-se:

AL
A" =+ (2.77)

vV (Axp) T (Ax7)

Onde a definicdo do sinal da solu¢do da equagdo 2.77 é definido como sendo o mesmo

da equacao 2.78, ou seja, caso o resultado da equacao 2.78 seja positivo o sinal da predi¢do

dada pela equagao 2.77 serd positivo, e vice-versa.

sinal = (AXx7) T fexe = (Ax7) T K. AXT (2.78)
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Os coeficientes a;, ay e as, da equacdo de segundo grau utilizada para determinar

o fator de carga iterativo 61; no processo de correcio do método, assumem o0s seguintes

formatos:
a1.(6A)? + ap.61; + a3 =0 (2.79)
Onde:
ay = (6x7;) T .6x7; (2.80)
n T
ap = 2.(AX! + 6Xp;) " .OX1; (2.81)

as = (Ax? + 5xR,-)T. (Ax;? + 6XR,-) —AL?
= (Ax") T.Ax;.1 —AL*+2.(Ax]) T oxpi+ (Oxp;) T .0Xp;
= AL?~ AL? +2.(Ax") " .0Xp; + (OxRi) T .OXp;
=2.(Ax) " .8xg; + Oxp)) T Oxpi

(2.82)

No caso da solu¢do da equacgdo 2.79 originar duas raizes diferentes, segue-se o mesmo
procedimento de escolha da solu¢ao adequada explanado anteriormente para o método de

comprimento de arco esférico

2.4.3 Tamanho do comprimento de arco

O principio de escolha do tamanho do comprimento de arco estd relacionado ao fato
de se desejar que o mesmo possua comprimento menor em regioes com comportamento
ndo linear, e comprimento maior em regioes com presenca reduzida de nao-linearidades.

Visando este principio Crisfield (1991) propoe o seguinte critério:

AL" =AD" =L (2.83)
L 1

Onde:

AL'n—1) é o comprimento de arco no passo n-1;

I'n—1) é o nimero de iteragdes necessdrias para convergir no passo n-1;

e I é o ntimero de iteragdes desejadas no passo n, sendo I’} ~ 3 conforme Crisfield
(1991);

AL" é o comprimento de arco a ser utilizado no passo n;



2.5. Dindmica ndao-linear 67

Em situagdes onde a equacao 2.79, apresente como solucao de raizes complexas, sig-
nifica que a circunferéncia, expressa pela equacao 2.54, nao é capaz de interceptar a trajeto-
ria de equilibrio. Essa incapacidade estd relacionada ao fato do comprimento de arco estar
relativamente grande. A solucdo neste caso é reduzir o comprimento de arco da seguinte

forma:

1
AL™Y° = EAL (2.84)

2.5 Dinamica nao-linear

Se tratando de dinamica, o equilibrio de forcas generalizado é obtido levando-se em
conta quatro forcas inerentes ao corpo analisado. Estas sdo, eldstica, de amortecimento,
inercial e externa aplicada ao corpo. A forca eldstica é proporcional a deformacao do corpo,
a forca de amortecimento € relativa a velocidade com que o corpo se move e a forca inercial
estd ligada a aceleracdo do corpo. J4 a externa é a for¢a que provoca deformacao, velocidade
e aceleracdao no corpo. De maneira que ao se aplicar a 2° Lei de Newton a um corpo sujeito

as quatro forcas descritas, obtém-se a seguinte equacao de equilibrio:

mi+cu+ ku= f(1) (2.85)

Onde m é a massa do corpo, ¢ o amortecimento, k a rigidez, f(t) o vetor de forcas ex-
ternas, e u, U e Ui sdo respectivamente o deslocamento, a velocidade e a aceleracdo do corpo.
De maneira genérica o comportamento dinamico de qualquer estrutura discretizada em ele-
mentos finitos pode ser expresso pela equacao do movimento (Equacgdo 2.86) em formato

matricial, representando os n graus de liberdade presentes na mesma, da seguinte maneira:

Mii + Cu + Ku = {(7) (2.86)

Onde M é a matriz de massa, C a matriz de amortecimento, K a matriz de rigidez,
f(t) o vetor de forcas externas, e u, 1 e ii sdo respectivamente os vetores de deslocamento,

velocidade e aceleracdo da estrutura.

2.5.1 Equacao nao-linear do movimento

Diante da dindmica ndo-linear, no caso a geométrica, a Equacao 2.87 sofre altera¢oes
em sua matriz de rigidez. De modo que a mesma passa a ser composta por duas parcelas.
Uma matriz material (Ky) que leva em conta a rigidez eldstica da estrutura e a outra uma

matriz geométrica (Kg) que considera os efeitos da ndo linearidade geométrica. Ambas as



68 Capitulo 2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

matrizes sdo desenvolvidas e apresentadas na secao 2.3.7 pelas Equacoes 2.49, 2.50, 2.51 e

2.52. Assim a equacao ndo-linear do movimento é dada por:

Mii + Cu+ (Ky + Kg)u = (1) (2.87)

2.5.2 Matriz de massa

A matriz de massa correspondente ao elemento de viga 2D pode ser obtida por meio
do principio dos trabalhos virtuais (PTV). Este estabelece que, em um corpo em estado de
equilibrio deformado, o trabalho gerado pelas forcas externas em seus pontos de desloca-
mento é igual ao trabalho gerado pelas tensdes internas nos locais de deformacao do corpo
(AZEVEDO, 2011). Em foco primeiramente no trabalho externo, divide-se as forcas que o
compOe em trés grupos distintos, concentradas, de superficie e de volume. De modo que o

mesmo, de maneira generalizada é descrito pela seguinte equacdo:

Wext=A(x)Tp(x)+fA(x)TpA(x)dV+fA(x)Ts(x)dA (2.88)

Onde A(x) representa o vetor deslocamento virtuais nas coordenadas x, p(x) € o vetor
de forca concentrada ,pA(x) é o vetor de forca de inércia por unidade de volume e s(x) é o
vetor de forca por unidade de superficie. As trés parcelas a direita da Equacao 2.88 repre-
sentam respectivamente o trabalho exercido pelas for¢cas concentradas, de superficie e de
volume. Segundo Azevedo (2011) o trabalho interno pode ser obtido com base no conceito
de energia de deformacdo, onde o mesmo é dado pela soma das energias de deformacdo por

unidade de volume, expresso pela seguinte equacao:

Wi = f e ox)dVv (2.89)

Onde e(x) é o vetor de deformacao virtual associado a A(x) e o (x) é o vetor de tensdes.
Valendo-se do principio dos trabalhos virtuais e igualando as Equacdes 2.88 e 2.89, obtém-se

a seguinte equacao:

A(x)Tp(x)+fA(x)TpA(x)dV+fA(x)Ts(x)dA:fe(x)To—(x)dV (2.90)

O sucesso da resolucao da Equacao 2.90 estd ligado ao fato do dominio de integracao
ser bem definido ou ndo. Dessa forma em corpos com geometrias mais complexas, ou seja,
dominios mal definidos para a integracao, surge a possibilidade de dividir os mesmos em
partes geométricas mais simples. Nesse contexto surge o conceito de método dos elementos
finitos. Onde o corpo em andlise é discretizado em elementos de dominio bem definido, os
quais interligados por pontos discretos denominados n6s, compde o todo. Para tanto se faz

necessario obter ndo s6 os deslocamentos dos nds, mas também como ao longo de cada
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elemento. A determinacdo dos deslocamentos ao longo do elemento pode ser feita por meio
de funcao de interpolacdao N(x), comumente denominada na literatura de funcao de forma

do elemento. Assim os deslocamentos no elemento sdo descritos pela seguinte equagdo:

A(x) =Nx)A (2.91)

Substituindo as relacdes deslocamento-deformacao (e(x) = BA), tensao-deformacao

(0 =De) e Equacao 2.91, na Equacao 2.90 e realizando algebrismos, obtém-se:

AT

N(x)Tp(x)+ZfN(x)TpA(x)dV+ZfN(x)Ts(x)dA] =AT

f BTDBdV] (2.92)

Considerando a Equacao 2.92, as parcelas a esquerda representam os diferentes tipos
de forgas atuando sobre o corpo. J4 a parcela a direita representa o produto entre a rigidez e
os deslocamentos nodais do corpo. Tomando como base que a forca de inércia é uma forca

de volume, esta deve ser representada por uma expressao a seguir:

finerciai = ZfN(x) TPA(x)dV (2.93)

Derivando-se a Equagdo 2.91 duas vezes em relagdo ao tempo e substituindo a mesma

na Equacao 2.93, obtém-se:

finercial = ZfN(x) TPN(X)AdV (2.94)

Organizando a Equacdo 2.94 de modo a separar aceleracdo (A) que ndo depende do

volume, tem-se:

finerciai = Z (f N(x)TPN(x)dV) A (2.95)

Fazendo uma analogia a 2° Lei de Newton com a Equacgdo 2.95, percebe-se que a ma-

triz de massa do elemento é dada pela seguinte parcela:

Me:fN(x)TpN(x)dV (2.96)

De acordo com Cavalcante (2010), delimitando o dominio de integracao ao do ele-

mento de viga 2D e considerando suas respectivas funcdes de forma, a matriz de massa do
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elemento é dada por:

[ 140 0 0 70 0 0
0 156 22L 0 54 -13L
e mL| 0 220 41* 0 13L -3L?
M®=— (2.97)
4200 70 0 0 140 0 0
54 13L 0 156 -—22L

0 -13L -3I? 0 -22L 4I?

Onde m é a massa por unidade de comprimento L do elemento. A matriz de massa
da estrutura é dada pela superposicao da matriz massa nodal com a matriz de massa do ele-
mento. Onde a primeira considera as massas concentradas nos nés da estrutura e a segunda

considera as massas distribuidas ao longo de cada elemento.

2.5.3 Integracao das equacoes ndo lineares de movimento no tempo

A resolucdo de sistemas de equacdes diferenciais no campo da anélise dinamica pode
ser obtido por meio dos métodos de superposi¢cao modal ou de integracdo direta. Em proble-
mas dindmicos cujos sistemas sejam compostos por equacoes diferenciais lineares, podem
ser aplicadas ambas as metodologias citadas. Entretanto quando o problema a ser modelado
produz um sistema de equacoes diferenciais ndo lineares, utiliza-se o método de integracao
direta (QUEIROZ et al., 2010). No trabalho em questao, sdo analisados sistemas de equacoes
diferencias ndo-lineares que descreve o equilibrio dindmico ndo-linear geométrico. Dessa
forma, a metodologia utilizada para solucdo dos mesmos € a integracao direta. Dentre o
método de integracdo direta ainda existem duas vertentes. Uma se trata de um processo de
integracao explicito, o qual tem como caracteristica o fato de que a resolucao do sistema é
baseada na condicdo de equilibrio do instante anterior ao analisado, ou seja, ndo requer va-
lores do instante atual em andlise. J4 a outra, € um processo de integracao implicito, onde a
resolucdo é fundamentada na condicdo de equilibrio do instante atual, ou seja, requer valo-
res do instante atual em andlise. Neste trabalho, a solucao do sistema de equagoes diferenci-
ais é obtida pela integracao temporal das equacoes ndo lineares do movimento, por meio do
método de integracdo implicita da familia de Newmark. Segundo Mufioz (2015) no campo
da dindmica estrutural o método implicito de Newmark é um dos mais utilizados, devido a
estabilidade e simplicidade de implementacdo. O método tem origem na expansao em série
de Taylor dos campos de deslocamento e velocidade obtendo as seguintes expressoes para

0 passo de tempo n+1:

(2.98)

1
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W1 =Un + AL [(1 =)ty + Yl ] (2.99)

Onde os parametros y e  definem a estabilidade e precisdo do método, podendo
variar conforme a aproximacao para a variacdo da aceleracao (MUNOZ, 2015). Segundo
Silva (2013) a predi¢do do deslocamento e da velocidade no instante de tempo n+1 pode ser

definida a partir das Equagoes 2.98 e 2.99, como descrito a seguir:

1
u,  =u,+Ata,+ (5_'6) i, At? (2.100)

), =u,+(1-y)Atii, (2.101)

Substituindo as Equacdes 2.100 e 2.101 nas Equacoes 2.98 e 2.99 respectivamente,
pode-se expressar o deslocamento e a velocidade no instante n+1 em funcdo de desloca-

mento e velocidade preditos.

Wpi1 = U, + BAL T (2.102)

Upyg =0, + YA Ll (2.103)

Isolando-se a Equagdo 2.102 em funcao do termo de aceleracao e substituindo-o na

Equacao 2.103, a aceleracao e velocidade no instante n+1 podem ser descritas como:

Wy =0, + i (Wps1 —u?,) (2.104)
. 1 .
i1 = BAL (Wps1 —uj,,) (2.105)

Dessa forma, os deslocamentos, velocidades e aceleracoes no instante n+1 para itera-

~ ~ k _ ~ . .
¢do k+1, levando em conta a corre¢ao Au® = (u,41 — u;’;H), sao definidos por:

ufth —uf 4 Auf (2.106)

un+1_un+l+'3At u 2. )
1

ikt =ak, o+ Au* (2.108)
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Substituindo as Equacdes 2.105 na equacao ndo-linear do movimento, considerando

que o movimento seja ndo amortecido, tem-se:
M- . ) (un+1 - u:;+1) +fint = fext (2.109)
BAL

Sabendo que a equacdo 2.109 possui termos que advém de uma solucdo predita, a

mesma possui for¢as desequilibradas, gerando residuo conforme expresso a seguir:

r(ug+1)=M- ( (Auk)

ﬁAtz +fint _fext #0 (2.110)

Para encontrar o equilibrio de forgas, ou seja, r(u,+1) = 0, é necesséario fazer uso de
uma estratégia incremental-iterativa. Neste tipo de estratégia divide-se o tempo total de
andlise em incrementos de tempo. A cada incremento de tempo, busca-se determinar o

equilibrio de forca por meio de um processo iterativo. Afim de se determinar uma func¢ao de

residuo para a préxima iteragdo k + 1, expande-se a condicao de forcas equilibras, r(u’;ﬂ) =

k

.1 obtendo-

0, por meio da série de Taylor em torno do valor deslocamentoda iteracao k, u

Se:

or (“lr(1+1)

r(uk+1):r(uk )+ o

n+1 n+1

Auk+@’(Auk)2 -0 2.111)

. s = . . ~ s s k+1~ _
Ao impor a condi¢do de que o residuo na itera¢do k+1 seja igual a zero, r(u, ;) =0, a

equacdo 2.111 torna-se:

or (ulr(1+ 1 )

n+1
Oupy1

Auk = — r(uk ) 2.112)

Da equacdo 2.112 conclui-se que a matriz iterativa é dada por:

. or(uk, )
p1 = — (2.113)
Oup
Derivando a equagdo 2.110 em relacdo ao deslocamento, u,, tem-se:
or (uk 1 Ofinc®
( n+1) _ M + Intp+1 (2.114)
oup 41 BAL? Ooupyq
Substituindo a equacao 2.113 na equacdo 2.114, obtem-se:
X 1 ]
M + —nl (2.115)

K,..=
el ﬁAtz aun+1
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Considerando que a derivada das forcas internas em relacdo ao deslocamento, u,1, é
afiﬂllrczﬂ

, , a matriz tangente iterativa pode ser escrita
Oup 41

amatriz de rigidez tangente na iteracao k

da seguinte maneira:

1
M + KX

Kn+1 = ﬁAtZ n+1

(2.116)

. . . k
Vale ressaltar que a matriz de rigidez tangente, K., | ,

expressa na equacao 2.116 é
composta pela matriz de rigidez material e pela matriz de rigidez geométrica, descritas na
sec¢do 2.3.7.Para movimento ndao amortecido, a parcela referente a matriz de massa na equa-

¢do representa a matriz dinamica, dada por:

. 1
KDyn, n+l = WM (2.117)
De modo que:
IA<n+1 = KDyn, n+int Kl;(H.] (2.118)

A correc¢do do residuo r (u,4) é feita na fase iterativa de correcdo no método de New-

mark, o qual faz uso da seguinte norma para avaliar a convergéncia:

[lr (Wp+1) ] < tol (2.119)
liernl

Onde tol é o valor de tolerancia prescrito para o erro.

2.6 Implementacao Computacional

Nesta secdo sdo apresentados os fluxogramas dos algoritmos de resolu¢ao do Método
dos Elementos Finitos para andlise nao-linear geométrica estéatica (NLG) e dinamica (NLD)
nas Figuras 2.15 e 2.16 respectivamente. Para maiores informag¢des com relacao ao Método
dos Elementos Finitos Linear estédtico e dindamico, podem ser obtidas consultando Brebbia
e Ferrante (1986). Informacdes relativas ao método de comprimento de arco cilindrico, im-
plementado no MEF nao linear geométrico estatico, podem ser obtidas em Menin (2006).
Mais informacoes referentes ao método de integracao direta de Newmark, implementado

no MEF nao linear geométrico dinamico, podem ser obtidas em Taylor (2005).
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Passo de Carga

Figura 2.15 — Fluxograma MEF NLG
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Passo de tempo (At)

Figura 2.16 — Fluxograma MEF NLD
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Capitulo 3

SOLUCOES NUMERICOS ESTATICOS

Nesta secao sdo apresentados exemplos numéricos estaticos de estruturas planas con-
tendo forte ndo linearidade geométrica, no intuito de comprovar a eficacia da formulacao
corrotacional descrita neste trabalho em lidar com tal nao linearidade. As estruturas dos
exemplos sdo constituidas de elementos de vigas planas, baseados no modelo de Euler-

Bernoulli, segundo a descric@o cinemadtica corrotacional apresentada no presente estudo.

Para tanto implementou-se um programa computacional em linguagem Matlab®,
denominado "PPNLG.m", desenvolvido sob os seguintes aspectos: utiliza a formulacao cor-
rotacional para elemento de viga plana, e determina o incremento do fator de carga atra-
vés do método de comprimento de arco cilindrico. Vale ressaltar que o controle de carga-
deslocamento feito pelo método de comprimento de arco cilindrico, permite que o pro-
grama computacional seja capaz de ultrapassar pontos limites na trajetoria de equilibrio e
obter a continuac¢ao da resposta, identificando pontos de inversao de equilibrio, conhecidos
como “Snap-Through” e “Snap-Back’”.

Os exemplos executados nesta secao foram retirados dos trabalhos de Hsiao e Hou
(1987), Monteiro (2004) e Oran e Kassimali (1976). Na resolucdo dos exemplos os dois pri-
meiros autores empregam formulac¢do corrotacional, enquanto que no trabalho de Oran e

Kassimali (1975) utiliza método de tipo viga-coluna geral.

3.1 Portico de Lee

O portico de Lee é uma estrutura composta basicamente por dois elementos, um pilar
e uma viga, onde juntos possuem o formato da letra “L” de cabeca para baixo. Esta estrutura
foi estudada por Hsiao e Hou (1987) quanto aos efeitos de ndo linearidade geométrica por

meio de uma formulagao corrotacional. Neste estudo tanto o pilar quanto a viga da estrutura
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foram discretizados em 10 elementos finitos de vigas planas, em comprimentos equivalen-
tes de 12 cm. As propriedades geométricas e materiais empregadas na estrutura foram: area
da secdo transversal do elemento igual a 6 cm?, médulo de elasticidade longitudinal igual a
720 t f/cm? e momento de inércia igual a 2 cm*. As dimensées, vinculacdes, configuracdo
de carregamento e divisdo de elementos na estrutura, sao expressos na Figura 3.1. O né mo-
nitorado no pértico de Lee foi o niimero 13. Para esta andlise adotou 1.10™° como tolerancia

da norma de residuo e 60 incrementos de carga.

Figura 3.1 — Pértico de Lee
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10

x, U
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Fonte: o Autor

As Figuras 3.2 e 3.3 apresentam as trajetorias de equilibrio do né 13 com relacao ao
deslocamento vertical e horizontal respectivamente. Na trajet6ria de equilibrio da Figura
3.2 pode-se observar o fendmeno de inversao de equilibrio “Snap-Back”. Onde os efeitos
de ndo linearidade e a diminuicdo da rigidez se acentuam, devido ao aumento de carga, até
que a mesma seja nula e a estrutura se torne instavel. Posteriormente a estrutura assume
uma nova posicao de equilibrio, seguida de uma diminuicao transitéria de deslocamento. Ja
na Figura 3.3 observa-se o fendmeno de inversao de equilibrio “Snap-Through”. Andlogo ao
“Snap-Back”, porém diferentemente nesse fendmeno a estrutura sofre um aumento brusco
de deslocamento antes de atingir a nova posicdo de equilibrio. Esses fendmenos tem seu
comportamento representado graficamente na Figura 2.13. Analisando ambas as trajetdrias
de equilibrio se percebe que a solu¢do determinada com a formulagdo proposta neste tra-
balho se encontra em boa concordancia com os resultados da bibliografia a qual esta sendo

comparada.
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Figura 3.2 — Trajetéria de equilibrio do pértico de Lee: Vertical

Trajetoria de equilibrio: Pértico de Lee
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Figura 3.3 — Trajetéria de equilibrio do pértico de Lee: Horizontal

Trajetoria de equilibrio: Portico de Lee
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Na Figura 3.2 pode-se observar que a trajetéria de equilibrio vertical apresenta dois
“pontos criticos”. Estes pontos estdo localizados onde a tangente da trajetéria de equilibrio é
igual a zero, ou seja, pontos onde pode-se tracar uma reta tangente horizontal. O significado

de tais pontos no comportamento da estrutura durante a evolucao da trajetéria de equilibrio
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indica a perda total de rigidez da mesma, tornando-os pontos de instabilidade. Na trajetoria
em questdo apos o primeiro ponto critico a estrutura se deforma até atingir uma nova po-
sicao de equilibrio, a qual é assumida no segundo ponto critico, onde em seguida recupera

gradativamente sua rigidez em sua nova configuracao.

A trajetoria de equilibrio horizontal do poértico de Lee, Figura 3.3, semelhantemente a
vertical apresenta dois pontos criticos, intercalados por uma alteracao da posicao de equili-
brio da estrutura, onde posteriormente ao segundo ponto critico volta a resistir os carrega-

mentos impostos.

3.2 Portal Frame

Este portico conhecido na literatura como portal frame foi analisado segundo Oran e
Kassimali (1976) e posteriormente por Hsiao e Hou (1987), ambos no intuito de validar for-
mulacoes capazes de tratar os efeitos da ndo linearidade geométrica. Esta estrutura é com-
posta por dois pilares e uma viga. Neste estudo, cada elemento do pértico foi discretizado
em 3 elementos em comprimentos equivalentes, totalizando um total de 9 elementos de 40
in cada que compdem a estrutura. As propriedades mecanicas empregadas nos elementos
foram as seguintes: 4rea da secdo transversal de 11,77 in?, momento de inércia de 310,10

4 e médulo de elasticidade longitudinal de 30.000 ksi. As dimensdes, vinculagoes, confi-

in
guracoes de carregamentos e divisdo de elementos na estrutura, podem ser observados na
Figura 3.4. O n6 monitorado neste exemplo foi o niimero 4. Para esta andlise adotou 1.107°

como tolerancia da norma de residuo e 100 incrementos de carga.

Figura 3.4 — Portal Frame
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A Figura 3.5 exibe a trajetéria de equilibrio do n6 4 com relagdo ao deslocamento hori-
zontal. No tocante da solucdo obtida pelo algoritmo implementado, ao se comparar com 0s
resultados da bibliografia, verifica-se um desempenho razodvel do mesmo. Onde de forma
geral hd boa concordéancia entre ambos os resultados, existindo alguma divergéncia ao final
da trajetoria de equilibrio.

Figura 3.5 - Trajetoria de equilibrio do portal frame: Horizontal

Trajetoria de equilibrio: Pértico de Portal
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Fonte: o Autor

Ao longo da trajetéria de equilibrio descrita observa-se a existéncia de somente um
ponto critico (tangente horizontal), descrito graficamente como "ponto limite"pelas Figuras

2.12 e 2.13, localizado na parte final da mesma.

3.3 Arco Circular Nao Achatado

Esta estrutura é formada por um arco de angulo interno de 215°, cujos apoios sdo: fixo
e engastado, da direita para esquerda, respectivamente. Em Monteiro (2004) o arco circular
ndo achatado tem sua trajetdria de equilibrio analisada no intuito de avaliar a eficiéncia de
uma formulacao corrotacional em lidar com nao linearidades geométricas desta estrutura.
Neste trabalho o arco circular foi discretizado em 8 elementos de viga 2D, em comprimentos
equidistantes. As propriedades mecanicas empregadas nos elementos foram as seguintes:
area da secdo transversal de 1,0 m?, momento de inércia de 0,0833 m* e médulo de elasti-
cidade longitudinal de 210 GPa. O raio de curvatura do arco, vinculagées, configuracao de
carregamento e divisdo de elementos na estrutura, podem ser observados na Figura 3.6. Na
andlise do arco circular ndo achatado o n6 monitorado foi o nimero 5. Para esta andlise

adotou 1.10° como tolerancia da norma de residuo e 100 incrementos de carga.
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Figura 3.6 — Arco Circular Nao Achatado

Fonte: o Autor

As Figuras 3.7 e 3.8 apresentam as trajetorias de equilibrio do n6 5, com relacao ao
deslocamento vertical e horizontal, respectivamente, divididos pelo raio do arco “R”. Em
ambas as trajetorias de equilibrio se verifica a boa concordancia da solucdao determinada

pela formulacao implementada, em comparacao a que fora fornecida por Monteiro (2004).

Figura 3.7 — Trajetéria de equilibrio do arco circular: Vertical

Trajetoria de equilibrio: Arco Circular
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Figura 3.8 — Trajetoria de equilibrio do arco circular: Horizontal

Trajetéria de equilibrio: Arco Circular
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A aparicdo de pontos criticos ou limites (tangente horizontal), vide Figuras 2.12 e 2.13,
é vista tanto na trajetéria de equilibrio horizontal quanto na vertical. H4 a presen¢a de um
ponto critico (tangente horizontal) em cada trajetoria, localizados ao final das mesmas. Apds
a ocorréncia da perca total de rigidez da estrutura (tangente horizontal), as duas trajetdrias
apresentam o comportamento de acomodacdo da estrutura, onde a mesma apresenta gran-
des deformacdes, podendo ser levada a uma nova configuracao de equilibrio ou o colapso

da mesma.

3.4 Vigaem Balanco

Esta estrutura consiste em uma viga engastada somente em sua extremidade a es-
querda, sujeita a uma carga vertical aplicada a sua extremidade a direita. Este exemplo foi
estudado por Monteiro (2004) no intuito de validar uma formulacdo corrotacional aplicada
a porticos espaciais, comparando os resultados obtidos a solucdo analitica do problema. A
viga em balanco foi discretizada em 8 elementos, sendo estes de comprimentos iguais. As
propriedades mecanicas aplicadas aos elementos deste exemplo foram: drea da secao trans-
versal de 0,01 m?, momento de inércia de 0,00000833 m* e médulo de elasticidade longitu-
dinal de 210 GPa. O comprimento “L” da viga, vincula¢des, configuracdo de carregamento e
divisao de elementos na estrutura, sdo expressos na Figura 3.9. O n6 monitorado na viga em
balanco é o ntiimero 9. Para esta anélise adotou 1.10™° como tolerancia da norma de residuo

e 300 incrementos de carga.
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Figura 3.9 — Viga em balanco
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Fonte: o Autor

As Figuras 3.10 e 3.11 apresentam as trajetorias de equilibrio do n6 9, com relagdo ao
deslocamento vertical e horizontal, respectivamente, divididos pelo comprimento da viga
“L”. Analisando as duas trajetorias a seguir, € possivel notar que a solu¢do obtida com a for-
mulacdo implementada coincide com os resultados obtidos pela bibliografia a qual é com-
parada. Este exemplo envolve a ocorréncia de deslocamentos consideraveis, visto que em
suas trajetorias de equilibrio vertical e horizontal, o deslocamento chega a mais de 80%
e 50% respectivamente, do comprimento da viga. Tornando-o um exemplo interessante
acerca da andlise da capacidade da formulacdo em lidar com grandes deslocamentos. Em

ambas as trajet6rias ndo hé a presenca de pontos criticos (tangente horizontal)

Figura 3.10 — Trajetéria de equilibrio da viga em balango: Vertical

Trajet6ria de equilibrio: Viga em balango
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Figura 3.11 - Trajetéria de equilibrio da viga em balanco: Horizontal

Trajetoria de equilibrio: Viga em balanco

l 8 T

14 1
% (Monteiro,2004)

— PPNLG
12 B

PR/EI

O 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Deslocamento horizontal/L

Fonte: o Autor

3.5 Portico Toggle

O Pértico Toggle é uma estrutura formada por duas vigas inclinadas, de modo a con-
figurar a letra “V” de cabeca para baixo. Esta estrutura dentre outras foi estudada por Hsiao
e Hou (1987) através de uma formulacao corrotacional. Neste trabalho cada viga que com-
poem o poértico foi discretizada em 10 elementos de viga 2D, totalizando 20 elementos de di-
mensoes equivalentes que descrevem toda estrutura. As propriedades mecanicas inerentes
aos elementos de viga 2D utilizada foram: drea da secao transversal de 0,183 i n%, momento
de inércia de 0,0009 in* e médulo de elasticidade longitudinal de 10.300.000 psi. As dimen-
soes do vao e da altura do pértico, vinculacoes, configuracdo de carregamento e divisao de
elementos na estrutura, sao expressos na Figura 3.12. O n6 avaliado neste exemplo durante
a andlise fora o ntimero 11. Para esta andlise adotou 1.10™° como tolerancia da norma de

residuo e 120 incrementos de carga.
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Figura 3.12 — Portico Toggle

0.3861n

15
16 ;7

12.943 in

— s B2 U

Vy,V

Fonte: o Autor

A Figura 3.13 exibe a trajetéria de equilibrio do n6 11 com rela¢do ao deslocamento
vertical. Examinado o resultado obtido se identifica boa concordancia do mesmo quando

comparado ao fornecido por Hsiao e Hou (1987).

Figura 3.13 — Trajet6ria de equilibrio do poértico foggle: Vertical

Trajetoria de equilibrio: Portico Toggle
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A presenca de pontos criticos ou limites (tangente horizontal) ocorre duas vezes ao
longo da trajetdria, sendo intercalada pelo acomodamento da estrutura em uma nova posi-
¢ao de equilibrio. Onde a partir desta passa a resistir novamente o carregamento até o final
da trajetoria de equilibrio. Assim como no exemplo do Poértico de Lee, a trajetéria de equili-
brio do Pértico Toggle apresenta o fendmeno de “Snap-Though”, que pode ser observado no

trecho entre os dois pontos criticos (tangente horizontal) presentes na Figura 3.13.
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Capitulo 4

SOLUCOES NUMERICS DINAMICAS

Nesta secao sdao apresentados exemplos numéricos dinamicos de estruturas planas,
no intuito de validar a eficacia da formulacao corrotacional descrita e implementada neste
trabalho em solucionar tais exemplos. As estruturas dos exemplos sdo constituidas de ele-
mentos de vigas planas, baseados no modelo de Euler-Bernoulli, segundo a descricao cine-

matica corrotacional apresentada neste estudo.

Para tanto implementou-se um programa computacional em linguagem Matlab®,
denominado “PPNLD.m”", desenvolvido sob os seguintes aspectos: faz uso da formulagao
corrotacional para elemento de viga plana e obtém a solucao das equacdes diferenciais nao

lineares de movimento por meio do método de integracdao implicita da familia de Newmark.

Os exemplos estudados a seguir foram retirados dos trabalhos de Hsiao e Jang (1989),
Behdinan, Stylianou e Tabarrok (1998) e Silva (2009). Na resolucdo dos exemplos os dois
primeiros autores empregam a formulacao corrotacional, ja o tltimo fez uso da formulacao
lagrangiana atualiza. Todos os autores basearam os elementos de viga 2D na hip6tese de
Euler-Bernoulli.

Os exemplos neste capitulo foram analisados por intermédio de dois tipos de diagra-
mas, sendo o primeiro a resposta dindmica transiente e o segundo o diagrama de plano fase,

ambos no dominio do tempo.

A resposta dinamica transiente é o grafico o qual expressa o deslocamento de um
ponto da estrutura, no sentido do grau de liberdade analisado, em funcdo do tempo. Por
intermédio da resposta dinamica transiente foi validada a implementacao feita neste traba-

lho (PPNLD), confrontando os resultados obtidos pela mesma aos de outras bibliografias.

O diagrama de plano fase representa a resposta dindmica no tempo sob a perspec-
tiva dos deslocamentos e velocidades de um ponto da estrutura no decorrer da andlise. Este
diagrama, objetiva avaliar a periodicidade da resposta dindmica, em funcdo dos desloca-

mentos e velocidades no sentido do grau de liberdade monitorado do ponto em anélise da
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estrutura, por meio da deteccao de “pontos fixos”. Pontos fixos podem ser definidos como
pontos coincidentes no diagrama de plano fase, detectados ao longo da evolucao da res-
posta dindmica no tempo, dotados de periodicidade. Caso nao seja detectado a presenca
de pontos fixos no diagrama de plano fase o movimento analisado é dito ndo periédico. De
acordo com Machado (1993), um movimento nao periédico em que a colecdo de pontos
seja geometricamente arrumada, indica a existéncia de um atrator estranho, onde em pro-
blemas de engenharia é também um atrator cadtico, que estd associado a caracterizacao do

movimento como sendo instavel.

4.1 VigaBiengastada

Este exemplo tem sua estrutura composta basicamente por uma viga na qual os nés
de ambas as extremidades sdo restritos quanto a movimentos verticais, horizontais e rota-
¢oOes, ou seja, os nos das extremidades possuem o vinculo de engaste. A estrutura a ser ana-
lisada pelo algoritmo implementado neste trabalho foi estudada por Hsiao e Jang (1989) no
intuito de avaliar as ndo linearidades geométricas presentes, utilizando a formulacao corro-
tacional. Para a andlise deste exemplo a estrutura foi discretizada em 10 elementos de viga
2D, com dimensao de 2 in cada, totalizando o comprimento de 20 in. As propriedades meca-
nicas empregadas nos elementos foram: drea da secdo transversal igual a 0,125 in?, médulo
de elasticidade longitudinal igual a 30.000 ksi, momento de inércia igual a 1,628 10™* in* e
densidade linear igual a 2,536 .10_4%. As dimensoes do vao da viga, vinculagdes, confi-
guracdo de carregamento e divisdo de elementos na estrutura, sdo expressos na Figura 30.
O n6 monitorado na estrutura foi o nimero 6. O carregamento aplicado foi feito de forma
continua durante todo o periodo da anélise, 500 ms, no valor de 640 [b. A tolerancia imposta

sobre o residuo foi de 1.10712. O tempo de analise foi dividido em 500 incrementos.

Figura 4.1 — Viga Biengastada
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A Figura 4.2 exibe a resposta dinamica vertical em funcdo do tempo, do né 6 sob re-

gime do carregamento aplicado.

Figura 4.2 — Resposta dinamica vertical: Viga Biengastada

Resposta dinamica vertical: Viga Biengastada
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Com relacao a solucao obtida pelo algoritmo implementado (PPNLD), quando com-
parado a solucao encontrada por Hsiao e Jang (1989), verifica-se concordancia razoavel en-
tre os resultados. Ambas as solucoes retratam comportamento oscilatério semelhante, di-
vergindo apenas por uma defasagem que se inicia a partir do instante 0,001 segundos da
andlise. Ainda que esta defasagem se faca presente até o final da anélise a mesma nao apre-
senta aumento de proporcao. Na figura 4.3 sdo representadas as evolucdes das respostas
dinamicas, linear e nao linear, conforme o aumento do carregamento imposto a estrutura

do exemplo.

Pode-se observar, logo no inicio das respostas dinamicas, a divergéncia entre as res-
postas lineares e as ndo lineares, indicando a presenca e deteccao de ndo linearidades geo-

meétricas no exemplo numérico analisado.

Nas Figuras 4.4 e 4.5 sdo apresentados o diagrama de plano fase e a resposta dinamica
vertical sobre a 6tica do deslocamento, velocidade e tempo, respectivamente, do né 6 sob

regime do carregamento aplicado.
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Figura 4.5 — Resposta dinamica vertical: Viga Biengastada

Resposta dindmica vertical: Viga Biengastada
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Analisado o diagrama plano fase apresentado na Figura 4.4, ndo foi detectado a pre-
senca de pontos coincidente na solucdo. A auséncia de pontos fixos no diagrama de plano

fase indica o movimento como sendo nao perioédico, dentre o espectro de tempo da anélise.

4.2 Vigaem Balanco

Esta estrutura possui ponto tnico de apoio, sendo formada por uma viga na qual o
vinculo do né da extremidade esquerda restringe movimentos verticais, horizontais e rota-
¢oes, ou seja, o n6 a esquerda estd engastado. Este exemplo foi discutido no trabalho de
Behdinan, Stylianou e Tabarrok (1998), onde se avaliou as nao linearidades geométricas ine-
rentes ao mesmo. A discretizacdo da estrutura foi feita por meio de 10 elementos de viga 2D,
com extensdo de 12 in cada, constituindo uma viga em balanc¢o de 120 in. Foram aplicadas
as seguintes propriedades mecanicas aos elementos: drea da secao transversal igual a 21.90

in?, médulo de elasticidade longitudinal igual a 30.000 ksi, momento de inércia igual a 100

. . . . _31h.s? . ~ . . .
in* e densidade linear igual a 4,567.10 315”751. As dimensdes do comprimento da viga, vincu-
lacGes, configuracao de carregamento e divisdo de elementos na estrutura, sdo expressos na
Figura 4.6 . O n6é monitorado na estrutura foi o nimero 11. O carregamento aplicado foi feito

primeiramente por aumento linear até 10° [b durante o periodo de 0,2 segundos, sendo em
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seguida mantido este valor ao longo do restante da anélise, de duracdo de I s. A tolerancia

imposta sobre o residuo foi de 1,10712. O tempo de anélise foi dividido em 500 incrementos.
Figura 4.6 - Viga em Balago
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Fonte: o Autor

A Figura 4.7 exibe a resposta dinamica vertical em funcdo do tempo, do n6 11 sob

regime do carregamento imposto.

Figura 4.7 — Resposta dindmica vertical: Viga em Balanco
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Comparado os resultados obtidos pelo algoritmo PPNLD com os resultados do es-
tudo realizado por Behdinan, Stylianou e Tabarrok (1998), constata-se boa concordancia do
comportamento das respostas dindmicas, ndo s6 como também a coincidéncia razodvel das
mesmas. Ambas as solucdes retratam o comportamento oscilatério regular no tocante da
amplitude e periodo de oscilacdo, a partir do instante 0,18 segundos, o qual se mantem até
o final da andlise. Existe a presenca de uma pequena defasagem entre as solucdes, onde a
resposta dinamica da bibliografia se posiciona em ligeiro atraso com relacao a obtida neste
trabalho. Apesar da existéncia desta defasagem entre as solu¢des, a mesma permanece es-
tavel durante todo o periodo da anédlise, de modo a ndo aumentar sua propor¢ao. Na figura
4.8 sdo representadas as evolucoes das respostas dindmicas, linear e nao linear, conforme o

aumento do carregamento imposto a estrutura do exemplo.

Figura 4.8 — Resposta dinadmica vertical: linear e ndo linear

Resposta dindmica vertical: Viga em Balango
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Ambas as solucoes, linear e ndo linear, apresentam as mesmas respostas dinamicas a
medida em que se aumenta o carregamento. Entretanto ao se atingir a totalidade da carga,
é possivel notar o surgimento de divergéncias entre as respostas linear e nao linear, indi-
cando a presenca de ndo linearidades no exemplo numérico analisado. Nas Figuras 4.9 e
4.10 sao apresentados o diagrama de plano fase e a resposta dindmica vertical sobre a 6tica
do deslocamento, velocidade e tempo, respectivamente, do n6 11 sob regime do carrega-

mento aplicado.
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Figura 4.9 — Diagrama de plano fase: Viga em Balanco
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Figura 4.10 — Resposta dinamica vertical: Viga em Balanco

Resposta dindmica vertical: Viga em Balango
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Obtido o diagrama de plano fase expresso na Figura 4.9, em sua anélise ndo foi cons-
tatado a manifestacdo de pontos fixos. O fato da ndo deteccdo de tais pontos no diagrama

de plano fase assinala a solu¢ao como nao periodica detre o intervalo de tempo analisado.

4.3 Portico de Williams

O Portico de Williams, também conhecido como Pértico Toogle, é frequentemente
utilizado para validar formulacoes que se propoe em lidar com os fendmenos de nao lineari-
dade. Esta estrutura é composta pela uniao de duas barras inclinadas formando um pértico
abatido, cuja os n6s das extremidades sdo restritos quanto aos movimentos verticais, hori-
zontais e rotagoes, ou seja, sao nds engastados. Silva (2009) analisa as nao linearidades do
Portico de Williams por meio da formulacao lagrangiana atualizada. Neste exemplo a estru-
tura foi discretizada em 20 elementos, de dimensdes equivalentes, de viga 2D. Foram apli-
cadas as seguintes propriedades mecanicas aos elementos: drea da secao transversal igual
a 1,1806 cm?, médulo de elasticidade longitudinal igual a 71,02 GPa, momento de inércia
igual a 0,036 cm* e densidade linear igual a 2714,5 Nm—iz As dimensdes do comprimento do
portico, vinculagdes, configuracao de carregamento e divisao de elementos na estrutura, sao
expressos na Figura 4.11. O n6 monitorado na estrutura foi o nimero 11. O carregamento
aplicado, de 67 N, foi feito de forma continua durante todo o periodo de anélise, que fora de
0.03 segundos. A tolerancia imposta sobre o residuo foi de 1,107'2. O tempo de andlise foi

dividido em 300 incrementos.

Figura 4.11 — Pértico de Williams
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A Figura 4.12 exibe a resposta dinamica vertical em funcao do tempo, do n6 11 sob

regime do carregamento imposto.

Figura 4.12 — Resposta dindmica vertical: P6rtico de Williams
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A solucdo fornecida pelo algoritmo implementado neste trabalho (PPNLD), sob a 6tica
da descricao cinemadtica corrotacional, demonstrou boa qualidade na representacdao do com-
portamento da resposta dindmica quando comparada a resposta alcancada por Silva (2009),
utilizando a descri¢do cinemadtica lagrangeana atualizada. Entre as solucdes encontradas ha
a presenca de uma leve defasagem que se mantem estavel durante o periodo de andlise. Ou-
tra divergéncia entre as solugdes se encontra no vale da terceira oscilacao, entre os instantes
de tempo 0,025 e 0,03 segundos, onde o algoritmo PPNLD detecta instabilidade neste trecho
da solucdo. Na figura 4.13 sao representadas as evolucoes das respostas dinamicas, linear e

ndo linear, conforme o aumento do carregamento imposto a estrutura do exemplo.

No decorrer da evolugdo das respostas dinamicas linear e nao linear, conforme o car-
regamento é acrescido, percebe-se o aumento da diferenciacdo entre as respostas linear e
ndo linear, de maneira a se identificar a presenca e proporcao de nao linearidades geomé-
tricas contidas no exemplo numérico analisado. Nas Figuras 4.14 e 4.15 sdo apresentados o
diagrama de plano fase e a resposta dinamica vertical sobre a 6tica do deslocamento, velo-

cidade e tempo, respectivamente, do né 11 sob regime do carregamento aplicado.
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Figura 4.13 — Resposta dindmica vertical: linear e ndo linear
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Figura 4.14 — Diagrama de plano fase: Portico de Williams
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Fonte: o Autor
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Figura 4.15 — Resposta dinamica vertical: Pértico de Williams

Resposta dinamica vertical: Portico de Williams

— PPNLD
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Fonte: o Autor

Examinado o diagrama plano fase apresentado na Figura 4.14, ndo foram encontrados
pontos fixos na solucdo. A inexisténcia de tais pontos no diagrama de plano fase caracteriza

o0 movimento como sendo ndo periédico.

4.4 VigaBiengastada

Este exemplo foi analisado em Behdinan, Stylianou e Tabarrok (1998), neste traba-
lho os autores apresentam uma formulacao corrotacional no intuito de valida-la no campo
da andlise dinamica nao linear, especificamente geométrica. A validacao foi feita compa-
rando os resultados obtidos pela formulacao corrotacional aos obtidos pela formulacao la-
grangeana atualizada. Esta estrutura se configura basicamente por uma viga cujo os nés da
extremidade se encontram impedidos de se deslocar nas dire¢oes verticais, horizontais e ro-
tacOes. Para a andlise deste exemplo a estrutura foi discretizada em 10 elementos de viga 2D,
com dimensao de 24 in cada, constituindo o comprimento total de 240 in. Foram aplicadas
as seguintes propriedades mecanicas aos elementos: drea da secao transversal igual a 21.90

in?, médulo de elasticidade longitudinal igual a 30.000 ksi, momento de inércia igual a 100
1b.s?
in*
configuracao de carregamento e divisdo de elementos na estrutura, sdo expressos na Figura

in* e densidade linear igual a 4,567 .1073

. As dimensodes do vao da viga, vinculacoes,
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4.16. O n6 monitorado na estrutura foi o nimero 6. O carregamento aplicado foi feito de
forma continua durante os primeiros 0,02 s da andlise, com intensidade de 10.000 [b, e em
seguida interrompido. A duracao total do periodo da anélise foi 0,11 segundos. A tolerancia

imposta sobre o residuo foi de 1,10712. O tempo de anélise foi dividido em 110 incrementos.

Figura 4.16 — Viga Biengastada

»v

LU F(lb
X, lF(t) (Ib) A
10*
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1I
120 in ! 0.00 0.02 ,('S)
240 in

Fonte: o Autor

A Figura 4.17 exibe a resposta dindmica vertical em funcao do tempo, do né 6 sob

regime do carregamento imposto.

Figura 4.17 — Resposta dindmica vertical: Viga Biengastada

Resposta dindmica vertical: Viga Biengastada
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0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Tempo(s)

Fonte: o Autor
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Examinado o resultado obtido pelo algoritmo PPNLD, se identifica que a resposta di-
namica encontrada foi bastante satisfatéria quando comparada a obtida por Behdinan, Sty-
lianou e Tabarrok (1998). A mesma demonstrou boa qualidade na representacdo do com-
portamento e da coincidéncia de resultados com relacdo a da bibliografia. No curto periodo
de andlise, ambas as solu¢cdes demonstraram comportamento oscilatério regular em relacao
aos aspectos de amplitude e periodo de oscilagdo. Na figura 4.18 sdo representadas as evo-
lucoes das respostas dinamicas, linear e nao linear, conforme o aumento do carregamento

imposto a estrutura do exemplo.

Figura 4.18 — Resposta dinamica vertical: linear e ndo linear

Resposta dindmica vertical: Viga Biengastada
T T T T T

——20% F(t) NLD |-
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—-—-40% F(t) Linear

60% F(t) Linear

80% F(t) Linear

—-—-100% F(t) Linear | |

Deslocamento em y (in)

0 002 004 006 008 0.1 012 014 016
Tempo(s)

Fonte: o Autor

Tanto a resposta dinamica linear quanto a ndo linear apresentam solucoes parecidas.
Porém conforme a evolucdo do carregamento, pode-se identificar o aumento proporcional
de divergéncia entre as respostas. Indicando leve nao linearidade geométrica presente no
exemplo analisado. Nas Figuras 4.19 e 4.20 sdo apresentados o diagrama de plano fase e a
resposta dinamica vertical sobre a 6tica do deslocamento, velocidade e tempo, respectiva-

mente, do noé 6 sob regime do carregamento aplicado.
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Figura 4.19 — Diagrama de plano fase: Viga Biengastada
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Figura 4.20 — Resposta dinamica vertical: Viga Biengastada

Resposta dindmica vertical: Viga Biengastada

— PPNLD

x 107

Velocidade(in/s)
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Tempo(s) 2
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Fonte: o Autor

Examinado o diagrama plano fase exibido na Figura 4.19, ndo foi constatado a existén-
cias de pontos fixos. O que sugere que o movimento seja ndo periddico, dentro do periodo

de andlise.
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Capitulo 5

CONCLUSAO

Seja pelo fator estético, economico ou de funcionalidade, as edificacdes e obras de
infraestrutura tém sido concebidas com estruturas cada vez mais leves e esbeltas, e con-
sequentemente de maior flexibilidade. Estruturas com o perfil descrito sdo susceptiveis a
apresentar deslocamentos significativos, ao ponto de alterar a configuracao de equilibrio e
consequentemente os esforcos das mesmas. A andlise capaz de prever tal alteracao € dita
ndo linear geométrica. De forma que, no ambito deste tipo de estrutura, é de suma im-
portancia o seu emprego. Tanto no campo da anadlise estdtica quanto dinamica nao linear
geomeétrica, se faz necessdrio o uso de uma formulacao capaz de descrever a cinemadtica da
estrutura ao ser aplicado o carregamento. As trés formulacoes mais utilizadas sdo a formula-
¢do Lagrangeana Total, Lagrangeana Atualizada e Corrotacional. Diferentemente das outras
duas formulacoes, a corrotacional apresenta a particularidade de separar os movimentos de
corpo rigido dos movimentos deformacionais em seu procedimento de célculo das posicoes

nodais e da deformacao do elemento.

Neste trabalho foi apresentado uma formulacdo corrotacional para lidar com nao li-
nearidades geométricas, no intuito de atestar sua eficacia diante de tal fen6meno. A formu-
lacao descrita neste estudo é empregada em elementos de viga 2D e baseia-se na hip6tese
de Euller-Bernoulli. Isto implica que a mesma considera somente os efeitos da flexdao para
determinar tensoes e deformacdes. A energia de deformacao utilizada para deduzir a matriz
de rigidez tangente parte do principio de que a formulacao admite que os elementos sofrem
deformacodes infinitesimais. Dessa forma, a energia de deformacao é obtida pela soma da
componente advinda da deformacdo axial com a componente de deformacao por flexao,
sem levar em conta os efeitos acoplados de ambas as parcelas. A dedu¢do da matriz de ri-
gidez ndo linear geométrica é desenvolvida de modo a ser decomposta em duas parcelas.
Sendo uma dita material, referente a forca eldstica do elemento, e a outra dita geométrica,

relacionada aos esforgos aplicados sobre o elemento.

A formulacdo descrita neste estudo € aplicada junto ao método dos elementos finitos.

Dessa forma foram implementados dois programas, em linguagem Matlab®, do método dos
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elementos finitos, baseados nas premissas anteriormente citadas, sendo um no tocante da
analise estdtica (PPNLG) e o outro da andlise dindmica (PPNLD). Ambos os programas tive-
ram seus resultados validados por meio de exemplos numéricos, comparando-os aos resul-

tados encontrados em estudos de outras bibliografias.

O programa de andlise estatica (PPNLG) foi desenvolvido utilizando o método de
comprimento de arco cilindrico como critério de controle de carga deslocamento, sendo
validado por meio de cinco exemplos numéricos. Todos exemplos analisados obtiveram re-
sultados satisfatérios quando comparados aos resultados das bibliografias. E importante
ressaltar que, a descricdo cinemadtica junto ao método de controle de carga-deslocamento
empregados, permitiram o PPNLG ultrapassar pontos limites na trajetéria de equilibrio ob-
tendo a continuacdo da resposta, deteccao de tanto fendmenos de inversao de equilibrio
(snap-back e snap-through) presentes no exemplos do pdrtico de lee e do pdrtico toogle,
quanto a presenca de pontos criticos, incidentes na maioria do exemplos. Dentre os exem-
plos numéricos, a viga em balango chamou atencdo visto que a mesma apresentou desloca-
mentos consideraveis, cerca de 80% do seu comprimento total, entretanto mesmo assim a

formulacdao empregada obteve sucesso ao determinar a trajetéria de equilibrio.

A implementacdo do programa de andlise dindmica (PPNLD) fez uso do método de
integracao direta implicita de Newmark, método empregado na resolucdo de sistemas de
equacoes diferenciais nao-lineares do movimento. Quatro exemplos numéricos foram utili-
zados para validar o programa. Todos exemplos analisados obtiveram respostas dinamicas
transientes satisfatérias quando comparadas as respostas dinamicas das bibliografias. Ha-
vendo a presenca de pequenas defasagens entre as solucdes que se mantiveram estaveis,
sem aumento de propor¢do durante o periodo de andlise, de alguns exemplos numéricos.
Além das respostas dinamicas, o PPNLD proporciona gerar os diagramas de plano fase, no
intuito de avaliar a periodicidade do movimento analisado em cada exemplo, por meio da
deteccdo de pontos fixos. Nos exemplos analisados ndao foram identificados pontos fixos,

caracterizando as solucdes obtidas como nao periddicas.

Avaliando os resultados dos exemplos numéricos, comprova-se a eficiéncia da for-
mulacdo corrotacional descrita neste trabalho, em lidar com a presenca de ndo linearidades
geométricas e a capacidade da mesma em detectar fendmenos que indicam provavel ins-
tabilidade estrutural. Vale ressaltar que os resultados obtidos com este estudo podem ser
utilizados para calibrar outros programas ou validar novas propostas de formulagoes e mé-

todos que se proponham em lidar com néo linearidade geométrica.
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