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RESUMO

Esse trabalho busca realizar um estudo de maneira detalhada sobre a teoria
de extensdes de corpos, buscando ferramentas para justificar de forma algébrica as
impossibilidades das construgoes por meio de régua e compasso dos trés problemas grego
classicos: Um quadrado de area igual a um circulo dado, um cubo com o dobro de volume
de um cubo dado e a terca parte de um angulo a partir de um angulo dado. Para
tanto, necessitamos explorar conceitos, proposicoes, teoremas e exemplos relacionados
abordando a teoria de extesoes de corpos e as construgoes com régua e compasso.

Palavras-chave: Extensoes de corpos.  Duplicacado do cubo.  Quadratura da
circunferéncia. Trisseccao do angulo.



ABSTRACT

This work aims to conduct a detailed study on the theory of field extensions, seeking
tools to algebraically justify the impossibility of performing, with ruler and compass, the
constructions involved in the three classical Greek problems: constructing a square with
the same area as a given circle, constructing a cube with twice the volume of a given
cube, and trisecting a given angle. To this end, we need to explore concepts, propositions,
theorems, and related examples concerning the theory of field extensions and ruler-and-
compass constructions.

Keywords: Field Extensions. Doubling the Cube. Squaring the Circle. Angle Trisection.
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Introducao

A escolha desse tema ocorreu durante a disciplina de Pesquisa em Educacgao
Matematica, considerando o meu interesse em ingressar no mestrado em Matematica
Pura. A partir disso, meu orientador me recomendou diversas leituras para que eu
pudesse encontrar algo que despertasse minha atencao. Das variadas recomendacoes
feitas, estava 14 os trés problemas classicos da geometria, no qual, me intrigaram bastante,
especialmente quanto ao motivo de ser impossivel, utilizando apenas régua e compasso,
realizar as seguintes construgoes: Um quadrado de area igual a um circulo dado, um cubo
com o dobro de volume de um cubo dado e a terca parte de um angulo a partir de um
angulo dado.

Esses trés problemas, apesar de serem simples de enunciar, ocuparam muitos anos
da historia da Matematica até serem resolvidos e, nesse processo, muita Matematica foi
revelada. Por exemplo, conta a lenda que o problema da duplicagdo do cubo surgiu em
429 a.C., quando os atenienses foram ao oraculo de Apolo, na ilha de Delos, pedindo uma
graga para que acabasse com uma peste que devastava a cidade. O oraculo, entao, exigiu
que fosse construido outro altar com o dobro do volume do primeiro, que tinha o formato
de um cubo. Os atenienses, acreditando resolver a questao, simplesmente dobraram o
comprimento da aresta inicial, mas acabaram obtendo um altar com oito vezes o volume
do primeiro. Como consequéncia, a peste continuou a devastar a cidade.

Todos esse problemas surge ainda na Grécia antiga, mas vieram a ser resolvidos apenas
entre os séculos XVIII e XIX, com o desenvolvimento da algebra moderna. Para esse texto,
exploraremos dos conceitos necessarios e suficientes para justificar tais impossibilidades
de construgoes geométricas.

Para isso, o texto se encontra organizado da seguinte maneira, o capitulo 1 conta
com os conceitos preliminares de algebra, como por exemplo, anel, corpo, polindmios e
nimeros complexos que serao de grande importancia para esse estudo.

O capitulo dois tem como objetivo explorar o conceito de anel de polinémios, isso a
partir de proposicoes e teoremas importantes com exemplos.

No capitulo trés sera apresentado a teoria de extensoes de corpos, que tem papel
fundamental para a compreensao das impossibilidades mencionadas.

No capitulo quatro, é voltado as construgoes envolvendo régua e compasso. Nesse
capitulo iremos entender as limitagoes de tais construgoes, e com isso finalizar
apresentando o porqué de ser impossivel realizar certas construgoes.

Para o tdltimo capitulo, foi elaborada uma sequéncia didatica envolvendo construgoes
geométricas por meio da ferramenta GeoGebra.
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1 Conceitos preliminares de algebra

Antes de darmos inicio a teoria de extensao de corpos, iremos relembrar alguns
conceitos basicos de algebra. Desse modo, serao apresentadas algumas definicoes e
variados exemplos para facilitar a compreensao do texto.

1.1 Anéis e corpos, definicoes e exemplos.

Definigao 1.1 Seja A um conjunto nao vazio. Uma operagao "® "(bindria) para A € uma
funcao
fiAXA— A

(z,y) —»z®y

Ou seja, para todos x ey € A , x ®y também estd em A.

Exemplo 1.1: A adigdo usual no conjunto dos naturais N é um exemplo de operacao
bindria em N, pois somando dois niimeros naturais resulta em um ntmero natural.

Exemplo 1.2: O mesmo nao ocorre para a subtracao em N, pois existem 5 e 7 que
pertencem a N, e quando subtraimos, 5 — 7 = —2, que nao pertence a N.

Definigao 1.2 Sejam A um conjunto nao vazio e @ ,® operagoes para A, chamadas de

adi¢io e multiplicagao. Uma terna (A, @, ®) € dita Anel quando obedece as seguintes

propriedades para a,b,c,x,y,z € A:

(A1) (xDy)Dz=xd (y® z) (Associatividade para a adi¢io)

(A.2) x ®y=1y®z; (Comutatividade para a adigio)

(A.3) Je € A tal que x e =x=e®x, Yo € A; (Existéncia de elemento neutro para a
adi¢ao)

(A.4) Yr € AJa € A tal que x B a=e=adx; (Eristéncia de elemento simétrico para a
adi¢ao)

(M.1) (2 @y)®z2z=12® (y® z2); (Associatividade para a multiplicagio)

(M2) b@(xdy)=0b02)bRy) e (z@By)Rc=(xr®c)PB(y®c). (Distribuicio com
relagdo da adig¢do)

Observagoes: i) O simétrico aditivo de x serd denotado por —zx.
ii) Um anel é sempre uma terna (A, @, ®), mas denotaremos apenas por A, as operagoes
somente serao explicitadas quando houver necessidade.

Exemplo 1.3: Os seguintes conjuntos numéricos, Z, Q, R e C com as operagoes de adigdo
e multiplicagao usuais sdo exemplos de anéis.
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Exemplo 1.4: O conjunto Q[v/2] = {a + bv2 : a,b € Q}, com as operacoes de adicio e
multiplicacao definidas da seguinte maneira,

+:(a+bv2), (c+dv2) — ((a+c)+(b+d)\/§)

(a4 bV2), (c+dV2) = <(ac + 2bd) + (ad + bc)ﬁ)

¢ um anel. De fato,

Sejam x = (a +bv2),y = (c+ dv?2) e z = (e + fV/2) elementos desse conjunto.
Comecaremos verificando a associatividade com relacao a adigao.

( (a+bV2) + c+d\/§)>+(e+ fV2)
= ((a+ )+ (b+ d)V2)+(e + [V2)

= ((a+o) +e)+((b+d) + f)V2
( c+e) <b+(d+f)>\/_
:(a+b\/§)+<(c+e)+(d+f)\/§>
z(a+b\/§)+<(c+d\/§)+(e+f\/§)>

=z+ (y + 2)

x+y

(Pela associatividade dos racionais)

Portanto, vale a associatividade para adigdo. Agora, veremos a comutatividade.

z+y=(a+bV2)+ (c+dV2)
=(a+c)+ (b+d)V2
= (c+a)+ (d+Db)V2
—(c+dV2)+(a+bV2) =y +uz

Logo, os elementos desse conjunto sdo comutativos com relacdo a adicdo. Agora
veremos se esse conjunto possui elemento neutro para adigao.

(a+bV2) + (c+dV2) = a+bV2
= (a+c)+b+dV2=a+b/2
<:>{“+C:“ Sc=0ed=0

b+ec=0b

Com isso, o elemento neutro da adicdo nesse conjunto é 0 + 0v/2. Agora, iremos
verificar a existéncia de elemento inverso aditivo.
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(a+bV2) + (c+dv2) =0+ 0v2
= (a+c)+(b+dV2=0+0V2

a+c=0
— =c=—-aed=—-b
b+d=0

Logo, dado a + bv/2 o seu inverso da adicdo nesse conjunto é —a — bv/2. Agora, iremos
verificar as propriedades com relacao a multiplicacao. Comecaremos pela associatividade
e, para isso, veremos se o lado esquerdo da igualdade (z-y) -2z =z - (y - 2) ¢ igual ao lado
direito.

(a—i—b\/_ c+d\/_)>-(e+f\/§)
(¢

(ac + 2bd) + ad—l—bc)ﬁ)-(e—i—fﬂ)

= (ac+ 2bd)e + (ac + 2bd) fv/2 + (ad + be)en/2 + 2(ad + be) f
= (ace + 2bde + 2adf + 2bef) + (acf + 2bdf + ade + bee)V/2
(

z-(y-2)=(a+bv2)- ((c—i—dﬁ)-(e—i—f\/@)
= (a+bV2)- <(ce+2df) + (cf+de)\/§)

= a(ce + 2df) + a(cf + de)v/2 + b(ce + 2df)V/2 + 2b(cf + de)
= (ace + 2bde + 2adf + 2bef) + (acf + 2bdf + ade + bee)V/2

Como o lado esquerdo ¢ igual ao direito, vale a associatividade para a multiplicacao.
Em seguida, daremos sequéncia a verificacdo da distributividade da multiplicacado com
relacao a adicgao.

x-(y+z):(a+b\/§)-((c+d\/§)+(e+f\/§))

— (0 +0V2)((e+e) +(d+ HV2)
a(c+e) +a(d+ f)V2+blc+e)vV2+2b(d + f)
< ac + 2bd) + (ad + bc)\/§>+<(ae +2bf) + (af + be)\/§>

(a+bV?2)- c+d\/_)) <(a+b\/§)-(e+f\/§))

=xy+ 2

Da mesma maneira, mostra-se que (z+y)z = xz+yz. Portanto, vale a distributividade
da multiplicacdo com relacao a adicao. Logo, esse conjunto com essas operacoes definidas
¢ um anel.

14



Definicao 1.3 Seja A um anel. Se, para todos os elementos de A, vale a propriedade
adicional
TRQY=yYQx

A é dito anel comutativo.

Exemplo 1.5: Considere o conjunto nZ = {n -z : x € Z}. Esse conjunto, com as
operagoes de adicao e multiplicagao de Z, é um anel comutativo.

Exemplo 1.6: O conjunto Q[v/2] com as operagdes definidas no exemplo 1.4, é um anel
comutativo. De fato,

Sejam z,y € Q[v2]

c+dv2)

z-y=(a+bv/2)-(
+ (ad + be)v2
+

= (ac + 2bd)

= (ca + 2db) + (da + cb)V/2
= (c+dV2) - (a+bV2)
—y-z

Logo, ¢ valida a comutatividade para a multiplicagao.

Exemplo 1.7: De modo geral, o anel das matrizes nao é um anel comutativo.

Definicao 1.4 Seja A um anel. Se existe 14 pertencente a A tal que

rR1lpg=14®zx =2, Vr € A

A € dito anel com unidade.

Exemplo 1.8: O conjunto Q[v/2], com as operacdes definidas possui unidade. De fato,
Sejam 7,y € Q[v2]

-y =(a+bV2) - (c+dvV2) =a+bV2
> (ac + 2bd) + (ad + bc)V2 = a + bv/2

ac+2bd = a
ad+bc=b

Iremos separar em alguns casos. Primeiro iremos considerar a # 0.

15



2
(Multiplicando a primeira linha por E) {bC + 22(1 =0
<~

ad +bc=b
— 2bd oo — 1 _ 2bd
c=1- p (Substituindo ¢ na segunda eq.) | C = 1 a
ad+bc=b ad+b— 24 =p
c=1-2M Do fato de tod : ionai 20
" “ (Do fato de todos esses:n;meros serem racionais) d=0oua—=-2—0
d(a - T) =0 a

= a% = 2b?, Como todos os nimeros sdo racionais, d = 0.

Substituindo d na primeira equagao, obtém-se ¢ = 1. Agora, considerando a = 0 e
como b ¢ um elemento qualquer dado, segue rapidamente que ¢ = 1,d = 0. Desse modo,
o elemento neutro da multiplicacao nesse conjunto é 1 4 0/2.

Definicao 1.5 Seja D um anel comutativo e com unidade. Se, em D, vale a sequinte
propriedade adicional
r®y=0=>2x=00uy=20

D é dito anel de integridade ou dominio de integridade.

Exemplo 1.9: O conjunto Q[v/2], com as operacoes definidas ¢ um dominio de
integridade. De fato,

Sejam =,y € Q[v/2]

z-y=0= (a+bvV2)- (c+dv2)=0+0v2
= (ac + 2bd) + (ad + bc)v/2 = 0 + 02

ac+ 2bd = 0
ad +bc=0

Vamos separar em alguns casos, primeiro iremos considerar a # 0

2b2d
(Multiplicando a pr'én;eira linha por b/a) be + Y = 0
ad 4 bc =0

c=—2d c= —2bd
= a = a
ad+bc=0 ad — 224 =

a

Resolvendo a segunda linha, d(a — %) =0=d=0o0ua-— % =0=ada =20’ =

a = +byv2

E isso é uma contradicdo. Portanto, d = 0 e, consequentemente, ¢ = 0. Agora,
2bd =0

iremos considerar a = 0. Segue entao, {b 0 , supondo b # 0, segue ¢ = d = 0.
C =

16



Agora, se b = 0, nao ha nada ser feito, pois estamos na situacao em que a = 0. Sem
perda de generalidade, se ¢ # 0, o argumento vale de forma similar, considerando ¢ = 0,
também pode ser feito o mesmo. Portanto, se (a + bv/2)(c + dv/2) = 0 + 0v/2, entdo
a+bv2=0+0v2ou c+dyv2 =0+ 02 como querfamos. Fica mostrado, entdo, que
de fato esse conjunto nao possui divisores de zero. Logo, esse conjunto, com as operacoes
definidas, é um dominio de integridade.

Exemplo 1.10: O anel Zg nao é um dominio de integridade, pois existem os elementos
2 e 3, tais que 2-3 = 0.

Definigao 1.6 Seja A um anel. Um subconjunto B de A € dito subanel de A quando

(i) YVa,be B=a®be B

(ii) YVa,be B=a®be B

Proposicao 1.1 Sejam A um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Entdo, B € um
subanel de A se, e somente, se a — b, ab € B, sempre que a,b € B.

Demonstracio. = Se B é um subanel de A, entao, evidentemente, temos que a—b € B
e ab € B, para todos a,b € B.

< Observe que, se ¢ € B, entao temos —x € B, pois —x = 0 — z. Isso significa que,
dados z,y € B, temos x+y = x — (—y) € B e, portanto, B é fechado para a adigdo. Pela
propria hipotese, B ja é fechado para a multiplicagao.

Como as propriedades associativa, comutativa e distributivas sao hereditarias, segue
imediatamente que B é um subanel de A.

Exemplo 1.11: Z[/2] = {a 4+ b\/2: a,b € Z} é um subanel de Q[/2]. De fato,
Sejam z,y € Z[v/2)]

r—y=(a+bvV2) — (c+dv2) = (a—c)+ (b—d)V2 € Z[V2
z.y = (a+bv2).(c+dv2) = (ac+ 2bd) + (ad + bc)V2 € Z]

>

Logo, Z[+/2] é um subanel de Q[v/2].

Definicao 1.7 Seja K um dominio de integridade. Se todos os elementos de K possuem
inverso multiplicativo, isto €,

Vee K Jye K tal que @y = 1g

K ¢é dito corpo.
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Exemplo 1.12: O dominio de integridade apresentado no exemplo 1.9 é um corpo. Para
isso, serd necessario e suficiente mostrar que, qualquer que seja o elemento a + bv/2 #
0+ 0v/2 dado, ele possui inverso multiplicativo. De fato,

Sejam x,y € Q[v/2]
r-y=1<= (a+b/2) (c+dV2)
=1+ 0V2 < (ac + 2bd) + (ad + bc)V2
=1+0v2

ac+2bd =1
ad +bc=0

a

ad +bc=0

< a a < a a
ad+bc=0 ad + b — 2% —

a a

. S b 20%d _ b
(Multiplicando a primeira linha por b/a) | CO + .

Resolvendo a segunda linha, d(a — %) =-btod=_.

Com isso, ¢ = —"55. Dessa forma, qualquer que seja o elemento (a + bv/2) dado,

existe o elemento <(a2_“2b2) + (=% )\/§> que ¢é o seu inverso multiplicativo. Nas contas

que foram feitas, foi considerado a # 0, para a = 0, o resultado é de facil verificagao.
Portanto, o conjunto @[\/Q] com as operacoes definidas, possui estrutura de corpo.

Definigao 1.8 Seja K um corpo. Um subconjunto L de K é dito subcorpo de K quando
L possui estrutura de corpo com relacdo as operagoes de K.

Exemplo 1.13: R é um subcorpo de C.

Definicao 1.9 Seja A um anel. Um subanel I C A chama-se ideal em A se, Vx €
I eVa e A tem-se
ar €l exael

Teorema 1.1 Seja A um anel. Se, em um subconjunto I C A, I # 0, tem-se:

(i) Ve,yel =x—yel;

(it) Ve € I eVa € A= ax e xza € 1.

Entao I é um ideal de A.
Demonstragdo. Imediato a defini¢ao.
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Exemplo 1.14: No anel Z, qualquer que seja o subconjunto nZ, para n € Z, é um ideal

de Z.

Defini¢ao 1.10 Sejam (A,+,-) e (B, ®,®) anéis. Uma funcio f : A — B é dita um
homomorfismo de A em B se satisfaz as sequintes condigoes:

(i) f(x+y)=flz)® f(y),Vz,y € A

Se f: A — B éum homomorfismo bijetivo, entao f é um isomorfismo de A em B.

Os homomorfismos de A em A sdo ditos endomorfismos, e o conjunto de todos

os isomorfismos de A em A sdo ditos automorfismos. Denotam-se, respctivamente,
End(A) e Aut(A).

Exemplo 1.15: A funcao identidade é um automorfismo.

Exemplo 1.16: Considere o conjunto Z[,/p] = {a + b\/p : a,b € Z} com p primo e fixo.
O Aut(Z[\/p]) = {1z 5,0}, onde,

o : ZI\/p] — Z[\/pl
a(a+byp) =a—by/p, Ya.b € Z[\/]

Vamos mostrar que as fungoes identidade e sigma sdo os tnicos isomorfismos. Antes de
tudo, observe que, se f é um automorfismo de Z[,/p], entao f(1) = 1, e dai segue que
f(m) =m,V¥m € Z. Portanto,

fla+byp) =a+bf(\/p),Va,beZ
Levando em consideracao que (,/p)* = p, temos (f(y/p))* = f(p) = p. Logo, existem
duas possibilidades para f(,/p) em Z[\/p], f(\/p) = /P ou f(\/p) = —/P- Na primeira,

obtemos f = Iz 5. Na segunda, obtemos f(a + b,/p) = a — b\/p. Portanto, de fato, os
tinicos automorfismos de Z[/p| sao a identidade e a funcao sigma definida.

Definicao 1.11 Sejam A um anel e I um ideal de A. Sobre A, definimos a relagdo de
congruéncia (mod I) para a,b € A,

a=b(mod )<= a—bel.
Exemplo 1.17: Sejam 3,5 € Z. 3 e 5 sao congruentes mod 27, pois 3 — 5 € 27Z.

Definicao 1.12 Sejam A um anel e I um ideal de A. Denotaremos porT ={y € A:y =
xz(mod I)} a qual chamaremos de classe de equivaléncia do elemento x € A relativamente
a relagio = (mod I).
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Exemplo 1.18: Considere o anel Z e o ideal 3Z. Na notacio apresentada, 2 =
{s,—4,-1,2/5,8,...}.

Observe que y € T < y —x € [ e, por isso, também denotaremos a classe
T=c+I={x+z:2z€l}.

Definig¢ao 1.13 Sejam A um anel e I um ideal de A. Chamaremos de conjunto quociente
de A pelo ideal I ao conjunto AJI ={T =x+1:x¢€ A}

Exemplo 1.19: O conjunto quociente Z/37Z = {0,1,2}.
Teorema 1.2 Sejam A e B anéis e f : A — B um homomorfismo. Entao,

(i) Im f={f(a):a € A} é um subanel de B.
(ii) N(f)={a€ A: f(a) =op} € um ideal de A, e f € injetiva <= N(f) ={0a}.
(iii) AIN(f) = Im f.

Demonstragio. (i) Temos que:

« 05 =f(0) € Im f.
o fla), f(b) € Im f= f(a) — f(b) = fla—b) € Im f.
o fla),f(b) € Im f= f(a)- f(b) = f(a-b) € Im .

Portanto, de fato, a Im f é um subanel de B.

(74) Vamos provar que o nucleo de A é, de fato, ideal de A. De fato,
« 0€ N(f), pois f(04) = 0
« a,beN(f)= fla—0)= f(a) — f(b) =05 — 0p =05
e Sejaxr € Aeac N entao,
fx-a)=f(z) f(a) = f(z) 05 =0g, e fla-x)= f(a) f(z) =0p- f(z) =05
Ou seja, ax € N(f) e xa € N(f). Assim, N(f) é um ideal de A.

(=) Se f é injetiva, segue imediatamente que N(f) = {0}.

(<) Se f(z) = f(y),z,y € A e N(f) = {0}, segue que, f(z) = f(y) = 0p = f(z —y) =
Op=x—y € N(f).E como N(f)={0} =x=y.
(731) Vamos comegar definindo uma fungao F': A/N(f) — Im f por : F(T) = f(z).
Observe que F estd "bem definida'e é bijetiva pois:
T =7y <z =y(modN(f)) < v —y e N(f) < f(z) - f(y) = 0p
= F(7) = f(z) = f(y) = F(7).
Imf={F@) :Te€ A/N(f)}={f(z):z € A} =Im f

Logo, A/N(f) é isomorfo a Im f.
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1.2 Polindmios em uma variavel

Nesta secao, abordaremos ideias gerais sobre polinémios.

Definicao 1.14 Seja A um dominio de integridade. Chamaremos de um polindémio sobre
A, em uma indeterminada z, a uma expressao formal p(x) = ag+ -+ a,z™ + ..., onde
a; € A,Vi € N e dn € N tal que a; = 0Vj > n.

Dados dois polindémios p(x) = ag+ -+ az™+ ... e g(x) = by + -+ + b,x™ + ... sobre
A, a adi¢do e multiplicacao entre eles ocorrem da seguinte maneira:

+: ((aot - +ana™+. ), (bt +bma™+..)) = ((ag+bo)+(ar+by)w+- - +(ai+b)a'+. .

(a0t ana™ 4 ) (bt b L)) e (ot b L)

onde ¢, = Z a;bj, m=0,1,2,...

m=i+j

Além disso, dois polindmios p(z) = ag+- -+ a,z"+...,e g(x) =bg+- - +bpx™+. ..
sobre um anel A sao iguais apenas quando, a; = b;,Vi =0,1,2,....

Seja A um dominio de integridade. Considere A[x] o conjunto de todos os polindmios
sobre A. O conjunto A[z], com as operagoes definidas acima, possui estrutura de anel e
é dito anel de polindmios em uma variavel com coeficientes em A.

Exemplo 1.20: Sejam p(z) = 3 + 11z + 42? + 22 ¢ g(x) = —7 + 42 + 62°. A adicio
desses dois polinémios ocorre da seguinte maneira,
p(x)+g(x) = (3—7)+(11+4)z+(4+0)2°+(04+6)2> +(2+0)2* = —3+150+42> +62°+22*
e a multiplicacao,
p(x) - g(x) = (34 11z + 4% + 22%) - (=7 + 42 + 62%)

— (3. (=T)+ ((11 (=T + (3-4))x+ ((4. (=7)) + (11-4)+ (3-0)>x2 + ((o- (=7)) + (4-
4)+(11-0)+(3-6))x3+ ((2~(—7))+(0-4)+(4-+0)+(11~6)+(3~O))x4+ ((o- (=7)) +

(2-4)+(0~4)+(4-6)+(11-O)+(3-0))355—1—((O-(—7))—|—(0-4)+(2-0)+(O-6)+(4-O)+
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(11~0)+(3-0)>x6+ ((0-(—7))+(0-4)+(0-O)+(2-6)+(0~0)+(4-0)—|—(11-0)+(3~0)>J;7
= —21 — 652 + 1622 + 342> + 52z + 322° + 1227

Observe, para a multiplicagdo entre polindomios pode ser aplicado a distributiva como
ja é conhecido.

Defini¢ao 1.15 Seja Alx] um anel de polinémios. Dado um polinomio p(x) = ag +
a1x... + apx” € Alzx] e um elemento u qualquer, define-se p(u) da sequinte maneira:
p(u) = ag + aju + ... + a,u™.

Exemplo 1.21: Considere Q[z] e p(z) = 2 + z + 22. Dado /2, temos que p(v/2) =
2 4+ v/2 + (v/2)? = 4 + /2. Perceba que nao é necessario que o elemento v pertenca ao
anel dos coeficientes do polindémio.

Exemplo 1.22: Considere A[z] e p(z) = ay + ez + ... + a,z™.  Sempre temos
p(x) = (x — u)q(x) + p(u) para algum q(z) € A[z]. De fato,

p(z) — p(u) = (ap + a1z + ... + a,z™) — (ag + a1u + ... + a,u")
ay(r —u) + ag(z® — u?) + ... + ap (2™ — u")

= (v —u)[ay + az(z —u) + ... + a, (2"t — w7
=(r—u

Yq(x) + p(u), onde q(x) = ay + ag(x —u) + ... + a,(z" ™t —u™ ).

> p(x)

Defini¢ao 1.16 Seja A um anel. Seja p(x) = ag+...+a,x™, a, # 0 um polinomio € Alx].
Um nimero a é dito raiz de p(x) quando p(a) = 0.

Exemplo 1.23: Dado o polindémio p(z) = 9 — 2?2, o niimero 3 é uma raiz desse polindomio.
Observe que um polinémio pode ter mais de uma raiz, por exemplo, nesse caso o nimero
—3, também ¢é uma raiz desse polinémio.

Proposigao 1.2 Se a uma raiz do polindmio p(x) = ag + ... + a,z", entdo existe algum
q(z) = by + ... + b1, tal que, p(x) = (v — a)q(x).

Demonstragdo. Imediato ao exemplo 1.20.
[ |

Exemplo 1.24: Dado o polindémio p(z) = 2% — 22% + 3x — 6 é de facil verificagdao que
a = 2 é uma raiz. De fato, existe o polindmio ¢(z) = 2%+ 3, tal que, p(z) = (z—2)(2*+3)

1.3 Numeros complexos

Nessa secao, serao relembradas algumas propriedades a respeito dos nimeros
complexos. Nao é objetivo deste texto construir formalmente a no¢do de nimeros
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complexos. Para o leitor mais curioso, recomenda-se o livro A construcao dos nimeros,
da colecao Textos Universitarios da SBM.

A forma algébrica de um ntimero complexo é (a + bi), tal que a,b € Re i? = —1. A
adicao e a multiplicacao dos ntimeros complexos ocorrem da seguinte maneira:

+:(a+bi),(c+di) = (a+c)+ (b+d)i
- (a+bi), (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i
Exemplo 1.25: (3+4i)+ (5 —2i) = (3+5) + (4 —2)i = (8 + 2i).
Exemplo 1.26: (2+6i) - (5+4i)=(2-5—6-4)+(2-4+6-5) = (—14 + 38i).

O conjunto dos nimeros complexos, com as operacgoes definidas, possui estrutura de
corpo. Para demonstrar isso, procede-se de modo analogo ao exemplo 1.4.

O elemento neutro da adigao ¢ (0+0i), e o elemento neutro da multiplicagio é (14 0i).
Além disso, dado qualquer ntimero complexo (a + bi), o seu inverso multiplicativo é

(2%2) + (35t

Definicao 1.17 Seja v = a + bi um nimero complexo. O numero @ = a — bi é dito
conjugado do niumero c.

Exemplo 1.27: 2 =3+ 5= Z =3 — 5i.

Algumas propriedades dos niimeros complexos:

e z4+zZ=(a+bi)+ (a—bi) =2a
e z—Z=(a+bi)— (a—bi)=2b
e z=Z<+=2z2¢cR
B Tm=E+H

* =212
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2 Anéis de polindbmios - Definicao, exemplos,
proposicoes e teoremas importantes com exemplos

Neste capitulo serdao tratados os anéis de polindmios. A fim de simplicidade,
definiremos sobre um dominio de integridade.

Definicao 2.1 Sejam A um dominio de integridade e f(x) = ag+a1x+-- -+ a,a" € Alz]
com a, # 0. Entao,

e O inteiro n se chama grau de f(x);

e O coeficiente a, se chama coeficiente lider,

e Quando o coeficiente lider for igual a 1, o polinomio é dito monico.
Exemplo 2.1: Considere o polindmio f(x) = 3+5x+102°+72°. O grau desse polindémio
€ 9 e o coeficiente lider é 7.
Exemplo 2.2: Considere o polindémio f(z) = 3+5x+ 5722+ 2°. O grau desse polinémio
¢ 5 e ele é monico.

Proposicao 2.1 Sejam A um dominio de integridade e f(z),g(x) € Alz].

o grau(f(z) + g(z)) < maz{grau(f(z)), grau(g(z))}

o grau(f(z).g(x)) = grau(f(z)) + grau(g(z)).

Exemplo 2.3: Sendo f(z) = 1+ 2%,¢g(x) = 2+ z € R[z], tem-se que f(z) + g(z) =
3+ z + 22, e nesse caso, o grau(f(z) + g(z)) = grau(f(z)).

Exemplo 2.4: Sendo f(z) =1+ 2% g(z) = 2+ x — 2* € R[z] o polindmio f(z)+ g(z) =
3+ x, e nesse caso o grau(f(x) + g(x)) = 1 < max{grau(f(zx)), grau(g(x)).

Exemplo 2.5: Sendo f(x) = 2 + 3z + 42%, g(z) = 3+ = + 22 € R[] o polindmio
f(z)g(z) = 6 + 11z + 152 + 823 + 621 + 825 e de fato o grau(f(x).g(z)) = grau(f(z)) +
grau(g(x)).

Defini¢ao 2.2 Seja A um dominio de integridade. Dados dois polinomios f(x),g(z) €
Alz], dizemos que g(x) divide f(x) se houver um polinomio h(x) € Alz|, tal que,

f(z) = g(z)h(x). Nesse caso, denota-se g(x) | f(x). Caso contrario, é dito que g(x)
nao divide f(x), e escreve-se g(x) 1 f(x).

Exemplo 2.6: Sejam p(x) = 2z + 323 + 2%, g(z) = 22° + 2? € Z[z]. O polinémio
g(z) | p(x), pois existe h(z) = x + 1 € Z[z| tal que p(z) = g(z)h(x).

Teorema 2.1 Seja K um corpo. Se f(x),g(x) € Klz|, entdo existem inicos q(x),r(x) €

K[z] tais que:
f(z) = q(x)g(x) + r(x)
onde r(x) =0 ou grau(r(z)) < grau(g(x)).
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Demonstra¢io. Sejam f(x) = ag + -+ + apa™ e g(x) = by + -+ + bpx™ com
grau(g(x)) = m.
Se f(z) = 0, basta tomar ¢(x) = r(x) = 0. Suponhamos agora f(z) # 0, assim,
grau(f(z)) = n, dessa maneira, temos duas situa¢oes a analisar: n < m e n > m.
Se n < m, basta que ¢(z) = 0, e portanto f(z) = r(x). Resta analisar n > m.
Para isso, definimos o seguinte polindémio: fi(z) = f(z) — a,b;,'z" ™g(x), observe que o
grau(fi(x)) < grau(f(x). Assim, procederemos por indugao sobre grau(f(x)).
Se n =0, como n > m entdo m = 0 e portanto f(z) = ag # 0,g(x) = by # 0 e teremos,
f(z) = aghy*g(x) e basta por q(x) = agby* e r(z) = 0.
Pela igualdade fi(z) = f(z) — a,b,!z" ™g(x) e do fato que grau(fi(z)) < grau(f(x)),
temos, pela hipétese de inducao, que: Jq;(x), () tais que:

filz) = q(z)g(z) + 71 ()

onde r(x) = 0 ou grau(ri(z)) < grau(g(z)). Dai segue que, f(z) = (q1(x) +
anbta" ™) g(z) 4 71 (x) e, portanto, tomando g(x) = qi(x) + a,blz" " e ri(z) = r(z),
sendo assim, provado a existéncia dos polinomios ¢(x) e r(z) tais que f(z) = q(x)g(z) +

r(z) e r(z) = 0 ou grau(r(z)) < grau(g(z)). Resta agora provar a unicidade. Sejam
@1(7), g2(x), 1 () € r2(x) tais que:

f(@) = q(@)g(x) + ri(z) = g2(2)g(x) + ra(2)

onde 7;(z) = 0 ou grau(r;(z)) < grau(g(z)),i =1, 2.

Dai segue que, (¢1(z) — g2(2))g(x) = ro(x) — ri(x). Observe que, se qi(x) # go(z) entao
o polinémio a esquerda tem grau maior ou igual que g(z), enquanto o grau do polinémio
a direita tem grau menor que g(z), o que é uma contradicao, logo, ¢:(z) = ¢(x) e dai
segue que r1(x) = ro(x).

Proposicao 2.2 Seja K um corpo. Se f(x) =ap+ -+ ap,a” € Klz| com a, # 0, entdo
o numero de raizes de f(x) em K é no mdzimo igual a grau(f(x)) = n.

Demonstragio. Se f(x) nao tiver raizes em K entao a proposicao estd provada.
Suponhamos que « € K seja uma raiz de f(x).

Assim, pela proposi¢do 1.2, temos que existe algum ¢(z) € K[z] tal que f(z) =
q(z)(x — a) com grau(q(x)): n—1.

Como nao existe divisores de zero em um corpo, segue que, se § € K é uma raiz de
f(z) entao, f(B) = q(f)(f —a) =0= = aouf étambém uma raiz de ¢(z). Assim,
as raizes de f(z) sdo « e as raizes de ¢(z).

Vamos usar indugao sobre grau ( f (x))z n.
Ora, se n = 0, entao f(x) ndo possui raizes em K e, portanto, nao ha o que demonstrar.
Agora, por inducdo, grau (q(x))< grau (f(x))z n, ¢(x) possui no maximo

grau (q(x)): n — 1 raizes em K e, portanto, f(z) possui no maximo n raizes em K.
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Exemplo 2.7: O polinémio f(z) = 2% — 1 € R[x] possui duas raizes em R[z], sendo elas
r=1lex=-1

Exemplo 2.8: O polindmio f(z) = x® + 1 € R[] possui apenas uma raiz em R, sendo

ela. x+ = —1. Perceba que, em C, esse polindmio possui outras duas raizes, a saber,
1+iv3 , 1-iV3
2 ¢ o -

Teorema 2.2 Se p(x) € Rlz| é um polindmio com grau n, entdo p(x) possui exatamente
n raizes em C.

Teorema 2.3 Seja p(x) = ag + ... + a,z™ € Rlz]. Se z € C € uma raiz de p(x), entdo z
também € raiz de p(x).

Demonstragio. Sejam z € C e p(x) = ag + ... + a,z"™ € R[] tais que p(z) = 0. Entao,
levando em consideracao as propriedades de nimeros complexos, temos:

pZ)=a+az+..+a,(z") =ag+a z+ ...+ a,(2") =ag F a1z + ... F a,2" =0 = 0.

Observagao: Todo polinémio p(x) = ag + ... + a,2" € R[z], com n {mpar, possui pelo
menos uma raiz real.

Exemplo 2.9: Considere o polinémio f(z) = 1 — 2®. Perceba que, z = ’HT“/g é uma
raiz desse polindmio é que o seu conjugado Z = _1%“/3 também ¢é raiz desse polindmio.

2.1 Irredutibilidade

Defini¢ao 2.3 Seja K um dominio de integridade. ~ Um polinomio f(x) € Klz]
¢ dito irredutivel sobre K se, toda vem que f(x) = g(x)h(z), tem-se g(x) =
a constante sobre K ou h(x) = b constante sobre K. Se f(x) nao for irredutivel sobre
K, entao ele € dito redutivel sobre K.

Observe que os polindmios irredutiveis sobre um dominio K tém papel andlogo aos
numeros primos em Z.
Exemplo 2.10: O polinémio f(z) = z*+4 ¢ irredutivel sobre R[z]. O mesmo polinomio

¢ redutivel sobre C[z], veja, f(z) = (x — 2i)(x + 21).

Teorema 2.4 Se f(z) é um polinomio irredutivel sobre Z|x], entao f(x) € irredutivel

sobre Q|x].

Demonstragio. Suponhamos que f(z) seja irredutivel sobre Z, mas que f(z) =
g(x)h(z), onde g(z),h(z) € Q[z] e 1 < grau(g(x)),grau(h(x)) < grau(f(x)).
Claramente, existe m tal que mf(z) = gi(x)hi(z), onde g1(x), hi(x) € Z[x].

Assim temos,
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gi(r) =ap+ ... + a,x®, a; € Z
hi(x) =bo+ ...+ ba", b; € Z

Suponhamos agora que p | m, p primo. Vamos provar que, p | a;¥Vi € {1,...,s} ou
D ’ bJVJ S {1, ...,7“}.

De fato, se 3i € {1,....,s} e Ij € {1,....,r} taisque ptieptj.

Como p | m, temos que p divide o coeficiente de 27 do polindémio mf(z) = g1(z)hy(x),
isto €, p | (botitj + ... + bivjao).

Pela escolha de i e j, temos que p divide cada parcela de, exceto b;a;, do coeficiente
59 de gy (2)h ().

Como p divide toda a expressao, segue também que p | a;b; e, como p é primo, temos
que p | a; ou p | b;, que é uma contradigao.

Assim, se p é primo e p | m, entdo p | a;Vi € {1,...,s} oup | b;Vj € {1,...,r}.
Sem perda de generalidade, suponhamos que p | a;Vi € {1, ..., s}.

Assim, g1(x) = pga(z), com go(x) € Z[z], e m = pm;. Temos, entdo,

pmy f(x) = pga(x)hy ()
my f(x) = ga()h(x).

Como o nimero de fatores primos de m ¢ finito, prosseguindo o raciocinio chegaremos
que:

f(z) = g*(x)h*(z) onde, g*(z),h*(z) € Z]z].

Com isso, temos que g¢g*(z) e h*(x) sdo multiplos racionais de g(x) e h(z),
respectivamente, contradizendo a irredutibilidade de f(z) sobre Z.

Teorema 2.5 Seja f(x) = ag+ ... + an,a, # 0 € Q[z]. Se existe um nimero primo p tal
que,

(i) p| ag,...,an_1

(ii)p { an, e p* {ag

entao f(x) € irredutivel sobre Q[x].

Demonstragao. Pelo teorema anterior, é suficiente provar que f(z) é irredutivel em Z.
Suponhamos, por contradi¢ao, que
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f(x) = g(x)h(x), g(x),h(z) € Zlz]
el Sgrau(g(x)),grau(h(x))< grau(f(x))z n

Seja,

g(x) =by+ ... + ba" € Zlx], gmu(g(x)): r
h(z) =co+ ... + cs2® € Zlx], gmu(h(az)): s

Assimn =1+ s.

Agora, bycy = ag, desse modo, p | by ou p | ¢y e como p* { ay segue que, p dividi apenas
um dos dois inteiro by, cg. Vamos admitir, sem perda de generalidade, que p | by e p 1 .

Dessa forma, a, = b,cs é o coeficiente de 2" = 2" 1% e, portanto, p{ b, e pt bg. Seja b;
o primeiro coeficiente que p nao divide.

Agora, a; = boc; + ... + bico e, como p | by, ...,b;_1,ptb;eptco=pta;,=1i=mnoque
¢ um absurdo, pois, 1 <71 <r <n.

Exemplo 2.11: O polindmio p(z) = 2+ 4x + 622 + 182° + 721 ¢ irredutivel sobre Q, pois
existe 2 que é primo, tal que, divide todos os coeficientes de p(z), exceto o coeficiente
lider, e 22 ¢ 2.

Proposicao 2.3 Seja p um nimero primo e seja Z, = {0, .. P — p—1} o corpo contendo
p elementos. Se f(x) = ap + ... + a,a™ € Z[z] vamos definir f(z) € Zy[z] da sequinte
maneira:

flx)=a+ .. +a,z"

Onde a; = a; + pZ ¢ a classe de equivaléncia modulo p, cujo representante € a; € Z.
Entao,

define um homomorfismo sobre Z[x] sobre o dominio Z,[x]. Se p { a, e f(x) ¢é
irredutivel sobre Z,, entio f(x) € irredutivel sobre Q.

Demonstragao. Iremos provar usando a contrapositiva.

Suponhamos f(z) = ag+...+a,2™ € Z[z] seja redutivel sobre Q, com gmu(f(:v)): n,
e que p 1t a,, onde p é primo. Entdo, sabemos que
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dg(x) = by + ... + bsa® € Z[x], com gmu(g(x)): s
Ih(z) = co+ ... + ¢;a” € Zlx], com gmu(h(a:)): r

Com 1 < s <r <mn, tais que, f(z) = g(z)h(z).

Das defini¢oes apresentadas segue que:

onde h(z),g(z) € Z,|z].

Mais ainda, como a,, = b,.cs € p{ a,, segue que, pt b, e p1 c,, logo, o grau(g(x)): se

grau (E(x)): r. Portanto, f(z) é redutivel sobre Z,[z].
|

Exemplo 2.12: Vamos mostrar que o polindémio p(z) = 2t + 23 + 2% + 2 + 1 é irredutivel
sobre os racionais. Antes de tudo, perceba que o teorema 2.5 nao se aplica a esse polinémio.

Agora, considere p = 3. Vamos reduzir esse polindmio a Zs[z|, isto é, p(x) =
zt + 2% + 22 + z + 1, supondo que P(z) seja redutivel em Zj[z], existem apenas duas
possibilidades, sendo elas o produto de um polindémio h(x) com grau(h(x))z 1 por um
outro polinémio g(z) com grau(g(m))z 3, ou o produto de dois polinémio h(z) e g(x)
com grau 2.

A primeira opcgao é de facil verificagdo quanto a sua impossibilidade, pois nenhum

elemento de Z3z é raiz de p(z), e fatorar por um polinémio de grau um é equivalente a
fatorar por uma raiz.

Para a segunda opcao, é necessario realizar a seguinte verificagao:

i+ +1=(ax?+bx+c)(dr?+br+ ) < adz* + (ab' + ba' )z + (ad +
b +ca )z + (bd +cb)r+cod =2t + 23 + 2+ + 1 =

aa =1
abll +ba' =1
ac +bb' +ca' =1
bd +cb =1
cd =1
Da primeira e ultima linha, temos algumas possibilidades que sdo a = o = 1,

a=ad=2,c=d=1ec=c =2.

Fazendo, a = o’ = c=¢ =1, isso implica em b =0 =2, oub=1¢e b = 0, para a
segunda e quarta linha, e isso leva a um absurdo para a terceira linha, no primeiro caso
0 =1 e no segundo 2 = 1.

Agora, a = d =1 e c = ¢ = 2, isso implica em valores diferentes para b e b’ na
segunda e quarta linha.
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E por fim,a =d =c=¢ =2, isso implicaem b=V =1, oub=2e b =0 para a
segunda e quarta linha, e isso, leva a um absurdo para a terceira linha, no primeiro caso
0 =1 e no segundo 2 = 1.

Logo, como p(x) é irredutivel em Zs[z], entao p(z) é irredutivel sobre os racionais.

30



3 Extensoes finitas:

Definicao 3.1 Dado dois corpos K e L, diremos que I € uma extensao de K, quando K
for um subcorpo de L. Iremos usar a sequinte notagao I O K.

Exemplo 3.1: Q[v/2] é uma extensdo de Q.

Definicao 3.2 Um elemento o € 1L é dito dlgebrico sobre K, se houver um polinomio
p(x) € K[z, tal que, p(a) = 0. Um elemento a é dito transcendental se ele nao for
algebrico.

Exemplo 3.2: A constante i € C ¢ dlgebrica sobre R, pois existe p(z) = 2% + 1 € R[z],
tal que, p(i) = 0.

Exemplo 3.3: Os numeros "e, 7"'sdo exemplos de elementos transcendentais sobre Q,
pois nao existe p(z) € Q[z], tal que, p(e) = 0,p(7) = 0. Nao iremos demonstrar esse fato,
mas usaremos ele futuramente.

Definicao 3.3 Se para todo oo € L. D K ele for dlgebrico sobre K entao a extensao L. D K
¢ dita dlgebrica.

Exemplo 3.4: A extensio Q[v/2] D Q é algebrica, pois qualquer que seja o elemento
a+ bv2 € Q[v/2] ele é raiz do polindmio p(x) = 2 — 2ax + a® — 2b* € Q[z].

Definicao 3.4 Seja o € L D K. Definiremos Kla] = {f(a) : f(z) € K[z]}.

Exemplo 3.5: Seja i € C D R, vamos mostrar que R[i] = C = {a + bi : a,b € R}. De
fato, por defini¢ao temos que R[i] = {f(i) : f(z) € R[z|}. Agora se f(z) € R[z], segue
pelo algoritmo da divisdo que existem ¢(z), r(z) € R[z] tais que f(x) = q(z)(z*+1)+r(z),
onde r(z) = a+ br,a,b € R, e dai vem que f(i) = q(i)(i* + 1) + (i) = a + bi.

Defini¢ao 3.5 Sejam « € L algébrico sobre K, e p(x) € K[x] mdnico, e de menor grau
tal que, p(a) = 0. Segue que, p(x) € o Unico polindmio monico e irredutivel sobre Kz],
tal que, p(o) = 0. Esse polindmio serd denotado por irr(a, K).

Exemplo 3.6: Seja i € C D R. Na notagio apresentada temos que irr(i,R) = 22 + 1.

Proposicao 3.1 Sejam L D K uma extensdo de corpo, e a € I algébrico sobre K. Se o
grau do polinémio irr(a,K) é n, entdo

a) Vf(z) € Klz], f(a) pode ser expresso de modo inico na forma f(a) = ag + ajo +
oo+ ap10™ L a; €KL

b) Kla] = {ag + ... + an_1a™1} € um subcorpo de I que contém K.
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Demonstragio. Seja p(z) = irr(z,K). Por hipdtese o grau de p(z) é igual a n.

(a) Se f(z) € Klz]| entdo pelo algoritmo da divisdo Jq(z),r(x) € Klz] tais que:
f(z) = q(x)p(z) + r(z), onde r(z) = 0, ou grau(r(x)) < grau(p(z)). Dessa forma
r(x) =ap+ ... + ap_12" ' a; €Ki =0,1,...,n — 1. Dai temos que,

fla) = a(@)p(e) +r(a) = r(a) = ag + .. + an_1"™"

Para demonstrar a unicidade temos que: se f(a) = ag + ... + a,_ 10" = by + ... +
bp_10™ Y a;, b, € K, Vi € {0,1,...,n—1} segue imediato que o polindémio ¢(x) € K[z] onde,
q(a) = 0, como irr(a, K) = n, segue que, g(z) = 0, e com isso, a; = b;,Vi € {0,1,...,n—1}.
(b) Consequéncia direta do item a.

Exemplo 3.7: Seja C D Q. Temos que v/2 € C é algébrico sobre Q, pois existe
p(z) = 2° —2 € Qz], tal que, p(v/2) = 0. Entdo pela proposicio apresentada,
Q[V2] = a+bv/2 + c(/2)%a,b,c € Q.

Exemplo 3.8: Seja C D Q[v2]. Temos que /3 € C é algébrico sobre Q[v/2], pois
existe p(z) = 2% — 3 € Q[v/2][], tal que, p(v/3) = 0. Entao pela proposicio apresentada,

Q[v2,V3] = a +bv/3;a,b € Q2. Isto é,

a+bV3 = (a1 + axv2) + (a3 + asvV2)V3
= (a1 + ag\/§> + (ag\/§+ G4\/§\/§)
=a;+ 612\/§ + as\/§+ a4\/6, ai, as, as, ay € Q

Teorema 3.1 Sea € L DK e se ¥ : Klz] —» L € definida por V(f(x)) = f(«a), entdo ¥
¢ um homomorfismo tal que.

i) Im¥ =K|a], L D Kla] D K.
i) « € transcendental sobre K <= N (V) = 0.

iti) Se a é dalgebrico sobre K e p(z) = irr(a,K), entao N(V) = K[z] - p(z) é um ideial
mazimal de K|z].

i) Klz]/N () = Klo].

Exemplo 3.9: Do exemplo 3.2, e pelos itens iii e iv desse teorema temos que,
R[z]/R[z](z* + 1) = C.

Considere a extensao de corpos . D K, ela pode ser vista como um espago vetorial
sobre o corpo K, a partir das seguintes operagoes:

LxL—esLeKxL—=L
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(u,v) = (u+v) (A u) — Au
A verificagao é imediato ao fato de K ser subcorpo de L.

Defini¢ao 3.6 A dimensao K-espago de L € denotada por [L : K] e é chamada de grau
da extensio L D K. Dizemos que L D K é uma extensao finita quando [L : K] < occ.

Definicao 3.7 Dizemos que os elementos By, B, ..., 0, € L formam uma base L. O K
quando for uma base K-espaco de L.

Exemplo 3.10: A extensido Q[v/2] D Q tem grau dois, e uma base para essa extensio é

{1.v2).

Exemplo 3.11: A extensdo Q[v/3,v2] D Q[v/2] tem grau dois, e uma base para essa
extensdo é {1,/3}.

Exemplo 3.12: A extensio Q[v/2] D Q tem grau trés, e uma base para essa extensio é
(1,92, (Y2},
Proposigao 3.2 [L:K]=1<«= L =K.

Demonstra¢io. = {1} é uma base de L D K, o € L = a = al para algum « em K,
com isso a = .

< Imediato ao fato de {1} ser a base de L. D K.
|

Proposigao 3.3 Se a ¢ algébrico sobre K, entio [K(a) : K] é o grau do polinémio
irr(a, K).

Teorema 3.2 Se M D L DK entdo [M: K] = [M: L|[L : K].

Demonstragdo. Sejam vy, ..., v, uma base de M sobre IL e seja u, ..., us uma base de IL
sobre K. Vamos provar que:

1=1,..,7

B = {"Uiu]-: _

] } ¢ uma base de M sobre K e isso demonstra o teorema.
j=1,..s
De fato, primeiramente vamos provar que § ¢ um conjunto L.I em M sobre K.
Seajj € K, 1<i<r1<j<s,eX avuy =0<= (aru + apuy + ... + agsug)vy +
Z7‘7
o F Uy 4 apoug + o+ apsug)u, =0

Ora como os 1’5 estao em L segue pela independéncia linear dos v's em M sobre L
J [ )
que:

11U + QpoUsg + ... + A1sUg = 0

Q91U + Qoolsg + ... + Qo5 = 0

QU1 + Qo + ... + apstig = 0
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Agora, como o0s a;js estao em K segue pela independéncia linear dos u}s em L sobre
K que cada aj;s = 0. Assim, 3 é L.I de Ml sobre K.

Agora, iremos mostrar que [ gera a totalidade de M sobre K. Seja y € M.

Sendo vy, ..., v, uma base de Ml sobre LL entao existem Ay, ..., A\, € L, tais que,

Y= MU+ ... + A\

Sendo cada A\; € L e uy, ..., us uma base de IL sobre K entao existem o;; € K, 1 <7 <
r,1 <5 < s, tais que,
)\i = QU] + ... + QU

E dai segue imediatamente que,

Yy = Z ;04,0 € K.

ihj
|

Exemplo 3.13: O grau da extensio Q[v/2,v/3] D Q é quatro, pois, do teorema 3.2, temos
aue [Q[vZ,v3] : Q= |Q[v2,v3] : QV2]|[Qlv2 : Q)= [QvZ,v3] : Q[v3]]|Q[v3] :
Q}. Perceba que, entre o corpo Q e Q[v/2,v/3] tem mais um corpo além de Q[v/2] e

/\
\/

Os elementos da base da extensio Q[v/2,v/3] D Q sdo {1,v/2,v3,6}.

Observagoes: Se M DL DK < oo entao [M : L] e [L : K] dividem [M : K]. Se [M : K]
for primo nao existe nenhum corpo estritamente entre M e K.

Corolario 3.1 Seja L. D K uma extensao de corpo finita de grau n. Seja o um elemento
algébrico sobre K. Entao, o grau do polinémio irr(ca, K) divide n.

Exemplo 3.14: Todos os polindémios irredutiveis sobre R|x] possuem grau 1 ou 2. Isso
pois, C = RJ[i] como vimos no exemplo 3.5, e portanto todos os elementos de C sao
algébricos sobre os R, logo, para cada « € C existe um polinémio irr(«,R), e de acordo
com o corolario 3.1 irr(a, R) tem que dividir [C : R] = 2.
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4 Construcoes envolvendo régua e compasso

Nesse capitulo iremos usar da teoria de extensao de corpo para entender de
uma maneira algébrica as construgoes envolvendo régua e compasso. Dessa maneira,
sera inicialmente apresentado variados exemplos de construgoes, para assim, ser dado
continuidade com teoremas relacionados, e assim, entender quando uma construcao é
possivel ser feita, isso é, quais sao os requisitos que elas devem cumprir. E por fim, concluir
que de fato é impossivel construir com régua e compasso os trés problemas classicos da
geometria.

Construgoes que provaremos ser impossiveis de serem construidas com régua e
compasso:

i) Um quadrado de drea igual a de um circulo dado;
ii) Um cubo com o dobro do volume de um cubo dado;

iii) Um angulo igual a um ter¢o de um angulo dado.

Para isso iremos considerar régua como um objeto sem quaisquer tipos de marcadores,
isto é, régua é a ferramenta que liga dois pontos distintos. E o compasso possui a regra de
ter a ponta seca e a ponta de grafite colocadas sempre em pontos ja "construidos', ou seja,
nao se pode fazer uma abertura qualquer do compasso. Essa tltima regra é equivalente a
dizer que obrigatoriamente as circunferéncias devem ter centro em pontos ja existentes e
também passar por pelo menos um ponto ja existente.

Definicao 4.1 Seja P um subconjunto do R? contendo pelo menos dois pontos distintos.
Dizemos que uma reta v de R? é uma reta em P se r contém dois pontos distintos em
P e dizemos que uma circunferéncia ¢ em R? é uma circunferéncia em P se o centro de
¢ pertence a P e um ponto de ¢ esta em P. Por definicio Py = {O,U}, onde, O =
(0,0) e U = (1,0).

Chamaremos os itens a sequir de operacoes elementares em P.

(i) Interse¢io de duas retas em P;
(ii) Intersegio de uma reta em P e uma circunferéncia em P;

(1ii) Interse¢io de duas circunferéncias em P.

Um ponto A € R? é dito construivel se for possivel determinar A a partir dessas
operacoes.
Denotaremos por < P > o subconjunto dos pontos de R? que sdao construiveis a partir

de P.

Exemplo 4.1: < Py >= {O,U, Ay, Ay, A3, Ay}. Pois por definigdo existe a reta que
passa por O e U, e também existem as circunferéncias com centro em U passando por O,
e com centro em O passando por U, desse modo, pelas operagoes (ii) e (iii) os pontos
Ay, Ay, Az e Ay sdo construiveis.
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Figura 1: Pontos construiveis a partir de Py

Agora, seja Py = {0, U}, P =< Py >, ..., Poy1 =< P, >,Vn € N.
Desse modo, Py C P; C ... C P, C Ppy1 C ... C R2.

Perceba que, usando o sistema
de coordenadas cartesiana A; = (2,0), Ay = (—1,0), A3 = (%,‘/73) e Ay = (%,—‘/7?’)
Isto é, P = {(0,0), (1,0),(—1,0),(2,0), (3,2), 3, —£)}.

Para melhor ilustracao, iremos fazer P,. Para isso comece fazendo as retas que passam

por Ay e Az, Ay e Ay, Ay e A3, Ay e Ay, perceba que até o momento nenhum novo ponto
foi construido.

Figura 2: Encontrando Ps

Agora, faca as reta que passam por O e Az, O e Ay, U e A3, U e Ay, Az e Ay. Perceba
que, ao fazer isso treze novos pontos apareceram.
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Figura 3: Encontrando Ps

Agora resta fazer todas as circunferéncias tendo os pontos de P, como centro e
passando por um outro ponto de Py.

Figura 4: Encontrando Ps

A fim de nao poluir a imagem os pontos de interse¢ao nao foram marcados, no entanto,
cada um deles pertencem a Ps.

Denotaremos por P, o conjunto de todos os pontos construiveis. Um niimero real
a é dito construivel se (a,0) € P. Perceba que o conjunto dos nimeros inteiros sao
construiveis. Basta fazer circunferéncias a direita e a esquerda de O.

Proposicao 4.1 Se A e B sao pontos distintos construiveis entao o ponto médio M
do segmento AB € construivel e as retas perpendiculares a AB passando pelos pontos
A, B e M também sao construiveis.

Demonstragcio. Primeira faga a reta que contenha os pontos A, B, chamaremos de
reta r. Em seguida faca duas circunferéncias, uma com o centro em A passando por
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B, e a outra com centro em B passando por A. Dessa maneira, teremos quatro novos
pontos de intersecao, sendo eles, dois das intersecao entre as circunferéncias, chamaremos
de C, D, e outros dois das intersecao entre circunferéncia e a reta r, denotaremos por
E, F. Fazendo a reta que passa pelos pontos C, D o ponto de intersecao dessa reta com
a reta r é exatamente o ponto médio entre o segmento AB, chame de M, e essa reta é
também a reta perpendicular de r. Perceba agora que A é ponto médio do segmento EB
e que B é o ponto médio do segmento AF, desse modo repita o processo, e terd as retas
perpendicular a r passando por A e B.

Figura 5: ponto médio M

Em particular, os eixos x,y sao construiveis.

Proposigao 4.2 Seja A er, respectivamente, um ponto construivel e uma reta construivel
tais que A € r. Se B e C sao pontos construiveis entao existe X tal que X € r e os
segmentos AX e BC possuem o mesmo tamanho.

Demonstrag¢io. Usando circunferéncias centradas em A e centradas em B podemos
assumir que A, B e C' pertencem a reta r, para ilustrar o porque podemos assumir A,
B e C na mesma reta, veja a seguinte figura. A distdncia BC' = BC'" = B'C"”, entao
demonstrar para B'C"” é o mesmo que para BC.

Figura 6: Construgdo proposicao 4.2
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Agora, seja M o ponto médio de BC' e N € r um ponto construivel tal que
AB = BN (para obter N basta fazer a circunferéncia centrada em B passando por
A). Assim, A, B,C, M, N € r sao pontos construiveis. Seja x o ponto de interse¢ao entre
a circunferéncia com centro em M passando por N e a reta r. Desse modo, NM = M X
e segue imediatamente dessa construciao que AB = BN = XC e portanto, AX = BC
como queriamos.

Figura 7: Transferéncia de segmento

Observe que a proposicao 4.2 esta garantindo a transferéncia de segmentos construiveis.

Proposicao 4.3 Sejam A, B e C' trés pontos construiveis nao alinhados. Entdo existe um
ponto D tal que, A,B,C e D formam um paralelogramo. Em particular a reta passando
por C' paralela ao segmento AB é construivel.

Demonstracio. Sejam 7 e s as retas suportes, respectivamente, dos segmentos AB e
CA. Aplicando a proposicao 4.2 para B € r encontramos um ponto construivel X € r
tal que BX = AC e aplicando o mesmo resultado para C' € s encontramos um ponto
construivel Y € s tal que CY = AB. Agora o ponto D é encontrado, interceptando as
circunferéncias C'; de centro B passando por X e (5 de centro C' e passando por Y.

Figura 8: Paralelogramo
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Proposigao 4.4 Um ponto A = (a,b) € R? é construivel se, e somente se, as coordenadas
a,b € R? sdo nimeros construiveis.

Demonstra¢io. = Seja A = (a,b) um ponto construivel e seja M o ponto médio do
segmento OA. Segue imediatamente da geometria elementar que o ponto Ag = (a,0) é

a intersecao a reta OU e da circunferéncia de centro M passando por A como na figura
abaixo

Figura 9: Ay = (q,0)

Achando o ponto Ay = (a,0) pertencente a reta &} podemos pela proposicao 4.2
encontrar o ponto By = (b,0) tracando a partir de 0 uma circunferéncia de raio AyA.
Portanto, dado um ponto A = (a,b) construivel os niimeros a, b sd@o construiveis.
< Reciprocamente suponhamos a, b construiveis, isto é, (a,0) e (b,0) € P,,. Lembres-
se que da proposicdo 4.1 o eixo y é construivel. Logo, dado (b,0) para obter (0,b) é
suficiente fazer uma circunferéncia centrada em 0 e passando por (b,0). Como sabemos

construir paralelas e perpendiculares segue imediatamente a construcao de (a, b) a partir
de (a,0) e (b,0).

Teorema 4.1 O conjunto dos nimeros construiveis Lr = {a € R : « construtivel} é um
subcorpo dos R.

Demonstragdo. Sabemos que Lr contém Z. Temos que provar que:

. Oé,ﬁG,C[Rﬁﬁ—O!E,CR;
e a,fB € Lr = P.a € Lp;

. O#QEERjéeAﬁR.
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Vamos assumir sem perda de generalidade 5 > o > 0. Sejam A = («,0) e B = (3,0).
Pela proposicao 4.2 segue imediatamente que podemos construir X a direita de O tal que
OX = AB e isso demonstra 3 — a. Agora seja r uma reta construivel como na figura
abaixo e sejam A;, B; € r construidos de modo que OA; = OA = « e o segmento BB,
seja paralelo ao segmento UA;.

Figura 10: .

Pelo caso angulo-angulo os triangulos AOA,U ~ AOB; B, logo temos que, ¢ = Ogl
e isso nos diz que OB; = af. Na mesma reta r podemos fazer U, tal que OU; =1 e
também pode ser feito X na reta que contém OU de maneira que XU, seja paralela a
UA\, sendo assim, temos a seguinte semelhanca de triangulos AOU; X ~ AOA,U (caso
angulo-angulo), e daf segue imediatamente que, OX = i, como podemos ver na imagem
seguinte.

A

U

Figura 11:

Q=

Perceba que essa demonstracao deixa evidente que o conjunto dos nimeros racionais
sao construiveis. A pergunta agora ¢é "sera que podemos construir nimeros nao racionais?",
e o proximo teorema mostra que sim, é possivel construir niimeros que nao sao racionais,
mais a frente entenderemos quais sdo possiveis, e quais nao sao.

Lema 4.1 Todo triangulo inscrito na circunferéncia tal que um dos lados coincide com
o diametro é retangulo.

Demonstracio. A fim de simplicidade, considere uma circunferéncia de centro na
origem e raio r. Portanto, a sua equacdo ¢ dada por 22 + y? = r2. Considere agora um
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triangulo qualquer inscrito nessa circunferéncia com um dos lados sendo o didmetro, e os
outros lados chame de a e b, como na imagem seguinte:

Figura 12: Tridngulo inscrito

Veja que a? = y? + (r + x)? e b* = y* + (r — x)?, por tanto,

4+ =y +(r+a)’+y*+ (r—a)?
=y +r? + 200 + 22 +r? — 227 + 2
=27 + 227 + 2r? = 2(y* + 2?) + 2?

2r® 4+ 2r% = 4r? = (2r)*.

Teorema 4.2 Se a > 0 é um nimero construivel entdo \/a é construivel.

Demonstrag¢io. Seja a um ntmero construivel. Do fato do conjunto dos ntimeros
construiveis possuir estrutura de corpo, a + 1 é um nimero construivel. Considere o
segmento de medida a + 1, agora pela proposicao 4.1 o ponto médio desse segmento pode
ser feito. Portanto, a circunferéncia com didmetro a + 1 é construivel. Logo, o triangulo
como o da figura seguinte é construivel:
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Figura 13: \/a

Os triangulos ACOD ~ ADOB. Considere DO = z, logo, £ = £, segue que, o
segmento DO mede +/a.

Vamos agora entender as limitacoes das construgoes envolvendo régua e compasso.
Como vimos acima, temos que o conjunto dos ntimeros construiveis possui estrutura de
corpo, e vimos também que, Py C Py C ... C P, C ... C R%

A cada conjunto P, de pontos chamaremos por A, o conjunto de nimeros das
coordenadas em P,. Dessa maneira, se o ponto (u,v) € P,, os nimeros u,v € A,,.
Exemplo 4.2: Como o conjunto P; = {(0,0),(1,0),(-1,0),(2,0), (3, ?), (3, —@)},
entdo, A; = {0,1,—1,2,1 ¥3 V31

Desse modo, ¢ valido a seguinte torre de extensdes Q C Q[Ay] C Q[A;] C ... C
Q[A,] C ... C Lg. Agora, pelas operagoes que temos, intersegdo entre duas retas,
interse¢do de uma reta com uma circunferéncia e intersecao entre duas circunferéncias,
isso equivale a resolver os seguinte sistemas de equagao:

Intersecao entre duas retas:
ar+by+c=0
dr+by+cd =0
Intersecao entre uma reta e uma circunferéncia:
2+ dar+by+c=0
dr+by+d =0
Intersecao entre duas circunferéncias:

P+l +ar+by+c=0 2+ +ar+by+c=0
P+ yP+dr+by+d =0 (@ —a)x+ b —=by+d—c=0
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Isso significa, que a cada construgao equivale a extrair no maximo uma raiz quadrada
de um elemento algébrico sobre os racionais. Munido dessas informacoes e do corolario
3.1, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.3 Lr é uma extensao algébrica dos racionais, tal que, para todo o € Ly
temos que o grau de Qo] : Q] é uma poténcia de 2.

Demonstracio. E bastante provarmos que Vo € L tem-se [Q[a} : Q} = 2" para algum
r e N.

De fato, seja a € Lr. Assim, existe n € N, tal que, a € Q[A,].

Como {@[a] : Q} divide {Q[An] : @} ¢ suficiente provarmos que {Q[An] : Q}: 2° para
algum s € N.

Portanto, iremos provar por indugao que [Q[.An] : (@} é uma poténcia de dois.

Se n = 1 temos que,

QLA Q] = [QI0,1,-1,2, 5
= [Qlv3: Q|=2

)

e o teorema ¢ valido.

Vamos supor por indugao que [@ [A;] @} é uma poténcia de dois V0 < i < n, e vamos
mostrar que [Q[.An] : Q} é uma poténcia de dois.

Como A,,_; C A, {@[.An] : @}: {@[An] : Q[An_lﬂ {Q[An,l] : @} é suficiente mostrar
que [Q[An] : Q[An—l]:| é uma poténcia de dois.

Para isso, sejam L = Q[A,] e Ly = Q[A,_;]. Dessa maneira, se A, = {1, ..,a;}
temos entao L = Lo[ay, ..., agl.

A fim de simplicidade iremos fazer o seguinte, Lo C L; = Lolay] C ... C L; =

Agora, é suficiente mostrar que {Li : Li_l} ¢ 1 ou 2. Seja o; € IL; como «; ¢é obtido a
parti de uma das trés operacoes definidas, temos entao que, o; é uma raiz de um polinémio
de grau no maximo dois sobre IL;_1, e isso nos diz que, [Li : ]Ll-,l}: 1 ou 2.

Exemplo 4.3: Dado um quadrado construtivel é possivel construir um quadrado com o
dobro de sua area. Isto pois, dado um quadrado de lado [ fazer um quadrado com o dobro
de sua &rea é equivalente a construir um quadrado de lado [v/2.

Proposicao 4.5 Dado um poligono reqular construtivel com n lados é sempre possivel
construir um poligono reqular com 2n lados.
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De fato, basta fazer a bissecdo dos angulos.

Exemplo 4.4: A partir de um quadrado dado, vamos fazer um octégono. Seja o quadrado
da imagem a seguir construtivel.

Figura 14: Quadrado

Faca as seguintes bissecoes:

Figura 15: Bissecoes

Em seguida, faca uma circunferéncia de centro no ponto de intersecao das bissetrizes e
raio maior que o segmento do ponto A ao centro. Com isso, agora basta fazer os segmentos
dos pontos de intersecao da circunferéncia e as retas de bissecao. Veja,
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Figura 16: Octagono

Em particular, todos os poligonos com 2" lados sao construtieis.

Agora iremos resolver os problemas de impossibilidades de construgoes com régua e
compasso.

Problema 1:| Quadratura do circulo.

E possivel, usando apenas régua e compasso, construir um quadrado com a mesma
area de um circulo dado?

Isso é equivalente a querer [? = 72, onde [? é a 4rea do quadrado que gostariamos de
construir, e mr? a area do circulo dado.

Portanto, resolver esse problema é o mesmo que construir um segmento | = r4/T,
e isso nao é possivel, pois, como vimos no capitulo anterior, m é transcendente sobre os
racionais e, de acordo, com o Teorema 4.3, o conjunto dos niimeros construiveis com régua
e compasso forma uma extensao algébrica sobre Q.

Problema 2:| Duplicagcio do cubo.

Dado um cubo com aresta [, é possivel, usando apenas régua e compasso, obter outro
cubo com o dobro de seu volume?

Construir um cubo com o dobro do volume equivale a obter um cubo de volume 2/3.
Isso implica construir uma aresta de comprimento (/2.

Como o polinémio ménico e irredutivel de /2 sobre Q é 2® — 2, temos pela Proposicio
3.3 que, [Q[v/2] : Q] = 3. Pelo Teorema 4.3, se a € Ly, entdo [Q[a] : Q] = 27,7 € N.

Como 3 nao é uma poténcia de dois, conclui-se que +/2 nao é construivel. Logo, o
segmento de comprimento {v/2 nao pode ser construido com régua e compasso.

Definicao 4.2 Um dangulo 0 é construivel se o cos € R é um numero construivel.

Problema 3:| Trisseccio do angulo.
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Dado um angulo qualquer, existe um algoritmo que determine sua terga parte?

Esse problema se resume a exibir um angulo que nao possa ser trissectado com régua
e compasso.

Consideremos a tentativa de trissectar o angulo de 60°. Seja o = cos(20°). Recorde
que, cos(30) = 4cos(6)*—3cos(f). Assim temos, 3 = 4a®—3a. Isso equivale a dizer que a é
raiz do polinémio p(x) = 823 — 62— 1. Como consequéncia, a também é raiz do polindémio
monico g(z) = 2* — 2z — £, Ambos os polindmios sao irredutivel sobre Q. Sendo, g(z)
monico e tendo a como raiz, segue pela Proposi¢ao 3.3 que [Q[a] : Q] = Irr(a, Q), logo,
[Q[a] : Q] = 3 # 2". Conclui-se, pelo teorema 4.3, que o ndo pode ser construido usando

apenas régua e compasso.
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Consideracoes finais

Esse trabalho apresentou a interessante maneira de entender construgoes com régua e
compasso por meio da teoria de extensoes de corpo. Além disso, forneceu as ferramentas
necessarias e suficientes para abordar e justificar a impossibilidade das construcoes
geométricas dos problemas classicos gregos.

A elaboracao deste trabalho possibilitou um maior aprofundamento em tépicos de
Algebra Moderna, contribuindo de maneira significativa para minha preparagao com vistas
a realizacao futura de um mestrado em Matematica.

Considerando que estou inserido em um curso de Licenciatura, optei por dedicar o
apéndice, com especial satisfacdo, a apresentacao de uma sequéncia didatica, envolvendo
construgoes geométricas, voltada ao Ensino Fundamental.
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Apéndice -
Sequéncia didatica - Construcoes geométricas com o
Geogebra

Para finalizar esse trabalho, elaboramos a seguinte sequéncia didatica envolvendo
construgoes geométricas com o software geogebra. Levando em consideracao que essa
SD sera para estudantes do 8° ano, iremos abrir mao do rigor das operacoes definidas
para régua e compasso no capitulo anterior.

TURMA: 8° Ano do ensino fundamental.
TEMA CENTRAL: Construgoes geométricas.
OBJETIVOS:

Compreender construcoes geométricas;

Compreender o que sao retas paralelas e perpendiculares;

 Construir angulos (90°, 60°, 45°, 30°) e poligonos regulares;

o Counstruir a mediatriz e a bissetriz.

UNIDADE TEMATICA: Geometria.
HABILIDADES:

o (EF06MA21): Construir retas paralelas e perpendiculares (com réguas, esquadros
e softwares).

« (EF07TMA24): Construir tridngulos, reconhecendo condigbes de existéncia e a
soma dos angulos internos.

+ (EFO8MA15): Construir mediatriz, bissetriz, angulos (90°, 60°, 45°, 30°) e
poligonos regulares.

RECURSOS DIDATICOS: Slides, Geogebra, régua, barbante ou compasso, pincel
e quadro.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS:

Aula 01: Para melhores resultados, comece essa aula revisando as habilidade
EF06MA21 e EFOTMA24. Faca isso investigando os conhecimentos dos estudantes da
turma, isto é, pergunte se eles sabem o que sao retas paralelas e perpendiculares. Em
seguida, defina esses objetos no quadro e coloque exemplos.

Dé continuidade perguntando se eles lembram qual é a condi¢ao quanto ao tamanho dos
segmentos de triangulo para que ele exista, isto é, que dado um tridngulo com segmentos
medindo a, b e ¢, deve ser obedecido as seguinte desigualdades:

e a<b+c
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e b<a+c

e c<a+b

E que em relagao aos angulos interno, a sua soma sempre deve dar 180°.

Prossiga com variados exemplos, desde, figuras que nao sao tridngulos devido nao
obedecer as desigualdades ou a soma dos angulos interno, até a figuras que de fato sdo
tridangulos. Nessa parte de revisdo, gaste ao maximo 20 minutos.

Agora, continue com a habilidade EFOSMA15. Defina o que sao mediatriz e bissetriz,
em seguida, construa esses objetos usando régua e compasso. Dé continuidade com a
construgoes dos angulos e finalize a aula 01 com a constru¢ao do quadrado.

Aula 02: Para essa aula, sera feito a construcao de retas paralelas, perpendiculares,
a mediatriz e a bissetriz de um angulo com o software Geogebra. Para isso, assumimos o
conhecimento prévio dos estudantes com a ferramenta Geogebra.

Comecaremos com a construcao de retas paralelas. Para isso, considere uma reta r e
um ponto A fora dessa reta, em sequéncia faga uma circunferéncia de modo que intercepte
a reta em dois pontos, isto é:

Figura 17: Construcao reta perpendicular

Para nao cometer erro em encontrar By e (5 use a ferramenta "Intersecao de dois
objetos", com isso, clique na reta r e na circunferéncia.

Agora, use a ferramenta "Compasso', clique nos ponto A e By, ao fazer isso vocé estard
determinando a medida do raio do seu compasso, em sequéncia, faca duas circunferéncias,
uma centrada em Bj e a outra em (1, isto é:
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Figura 18: Construgao reta perpendicular

A reta que passa por A e D3 é perpendicular a reta r.
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Figura 19: Construcgao reta paralela

Para fazer a reta paralela a r passando por A, comece fazendo uma circunferéncia que
intercepte a reta r em dois B; e Cy pontos, escolha um deles, sem perca de generalidade,

iremos escolher Cs, em seguida faca uma outra circunferéncia com o auxilio da ferramenta
compasso medindo tamanho de A a Cs e centrada em Cj. isto é,
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Figura 20: Construcao reta paralela

Agora, faga uma outra circunferéncia centrada em Cs de raio ADj, isto é,

Figura 21: Construcao reta paralela

A reta passando por A e E é paralela a reta r.
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Figura 22: Construgao reta paralela

Considere A e B dois pontos dados, para determina a mediatriz do segmento AB

faca duas circunferéncias, uma centrada em A passando por B e a outra centrada em B
passando por A, isto é,

Figura 23: Construcao mediatriz

A reta passando por C' e D é a mediatriz do segmento AB.
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Figura 24: Construcao mediatriz

Agora, para finalizar a aula 2, iremos fazer a construcao da bissetriz. Para facilitar
a visualizagdo, comece com trés pontos nao alinhados A,B e C, em seguida faca dois
segmentos de reta, AB e BC.

.—B‘_//’/.
Figura 25: Construgdo bissetriz

Agora, faga uma circunferéncia centrada em B.
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Figura 26: Construgio bissetriz

Usando a ferramenta compasso, faca outras duas circunferéncias com o mesmo raio
dessa primeira, um centrada em D e a outra centrada em F.

Figura 27: Construgao bissetriz

A semirreta de B passando por F' e a bissetriz do angulo dado.
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Figura 28: Construgao bissetriz

Aula 03:

Para essa aula, serd feito a construcao de alguns angulos e poligonos regulares. Como
na aula anterior foi ensinado a fazer retas perpendiculares e a construcao da bissetriz,
pega aos estudantes para que eles fagam a construgdo do angulo de 90° e 45°.

Em sequéncia, faremos as construgdes do angulo de 60° e do tridngulo equilatero:

Comece com um segmento de reta.

A B
@ ®

Figura 29: Construgdo angulo 60°

Agora, faga duas circunferéncias uma centrada em A passando por B e a outra centrada
em B passando por A.

Figura 30: Construcao angulo 60°
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Prossiga fazendo o segmento AC. O angulo ZC'AB mede 60°.

~ S -,
- ~

Figura 31: Construcao angulo 60°

Ao fazer o segmento BC' aparece um triangulo AABC), esse tridangulo é equilatero.

Figura 32: Tridngulo equilatero

Agora, faremos um hexagono regular, para isso, comece com uma circunferéncia e seu
didametro.
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Figura 33: Construgdo hexdgono

Em seguida faga outra duas circunferéncias, uma com centro em C' e passando por A
e a outra com o centro em B passando por A.

Figura 34: Construgdo hexagono

Agora, ao fazer os seguimentos C'D,CE, EB, BF, F'G e GC, aparecerd o hexagono
regular.

Figura 35: Hexdgono regular

Agora faremos o octagono regular. Para isso, comece com uma circunferéncia com
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centro em A e um dos didmetros BC. Em sequéncia use os conhecimentos adquiridos
para fazer a mediatriz do segmento BC'. Com isso, terd dois pontos de intersecao da reta
mediatriz e a circunferéncia, isto é,

Figura 36: Construgdo octdgono

Continue com a construcao das quatro bissetrizes nos angulos de 90°.

Figura 37: Construgdo octdgono

Finalize fazendo os seguinte segmentos de retas: C Ay, A1 D, DAy, AoB, BAs, AE, EA,
(S CA4
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Figura 38: Construgdo octdgono
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