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Resumo

Neste trabalho sdo apresentados o0s temas mais importantes da Matemética
Financeira para os alunos de cursos profissionalizantes, formacéo técnica de nivel
médio, publico-alvo desta proposta. O que se pretendeu aqui foi a abordagem
destes temas numa linguagem mais acessivel ao publico-alvo, uma vez que a
maioria deles veio a ter contato com a Matemética Financeira apenas ao
ingressarem num curso profissionalizante de formacéo técnica e outros ainda que
vieram de desastrosas experiéncias com a Matematica. A linguagem ndo é
carregada de termos técnicos e é trazida mais para o cotidiano dos alunos. As
férmulas iniciam a partir de ideias presentes em situacdes-problemas e vdo se
desenvolvendo até tomarem a forma algébrica propriamente dita. Os contetdos séao
apresentados em uma ordem diferente de muitos materiais didaticos disponiveis no
mercado, mas com a intencdo de que a aprendizagem se faca de forma espiral, isto
€, 0s conteudos sejam retomados de tempo em tempo e que a estrutura de um
conteudo sirva de base para construcao do contetdo seguinte.

Palavras-chave: Matematica Financeira, Ensino Profissionalizante, Aprendizagem de
forma espiral, Linguagem Algébrica.



Abstract

This paper presents the most important issues of Financial Mathematics for students
of professional courses, mid-level technical training, target of this proposal. What is
intended here was to approach these issues in a more accessible language to the
audience, since most of them came into contact with the Financial Mathematics just
to join a professional course of technical training and others who came from
disastrous experiences with mathematics. Language is not full of technical terms and
is brought closer to the daily lives of students. The formulas start from ideas present
problems-situations and will develop to take the algebraic form itself. The content is
presented in a different order from many textbooks available in the market, but with
the intention that learning is done spiral form, that is, the contents are reproduced
from time to time and that the structure of a content serve as basis for construction of
the following content.

Keywords: Financial Mathematics, Professional Education, Learning form spiral,
Algebraic Language.
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1. INTRODUCAO

Primeiramente faz-se necessério conhecer um pouco o publico-alvo deste
trabalho: os alunos dos cursos profissionalizantes de formacédo técnica de nivel
médio.

Quem sédo esses alunos? Que realidade eles trazem para a sala de aula?
Qual a relacdo desses alunos com a Matematica Financeira?

Os alunos dos cursos profissionalizantes tanto os de formacao continuada,
quanto os de formacéo técnica, cerca de 80% deles apresentam idade entre 30 e 50
anos e um periodo relativamente consideravel de tempo afastado de um banco
escolar. A grande maioria retorna as escolas técnicas porgue as empresas exigem
ou porque estdo desempregados e acreditam que um curso profissionalizante de
formacao técnica podera abrir portas antes fechadas pelo exigente e seletivo
mercado de trabalho.

Neste contexto lidamos com uma maioria que se vé obrigada novamente a
estudar e o que é pior, ter que apresentar um excelente resultado quer seja para o
patrdo, pois o curso foi exigéncia da empresa, quer seja para almejarem uma nova
ocupacdo no mundo do trabalho, porque com um histérico ruim ndo conseguiriam as
melhores vagas.

O Ensino Médio na modalidade Regular ou Educacdo de Jovens e Adultos,
ainda ndo consegue cumprir com uma das exigéncias prevista na Lei n° 5.692/71.

Do ponto de vista legal, ndo ha mais duas funcgdes dificeis de conciliar para o
Ensino Médio, nos termos em que estabelecia a Lei n® 5.692/71: preparar
para a continuidade de estudos e habilitar para o exercicio de uma profissao.
A duplicidade de demanda continuara existindo porque a idade de conclusao
do ensino fundamental coincide com a definicho de um projeto de vida,
fortemente determinado pelas condi¢cées econdmicas da familia e, em menor
grau, pelas caracteristicas pessoais. Brasil (1999).

Dando continuidade ao exposto acima, tem-se um nimero cada vez maior de
jovens recém-saidos do Ensino Fundamental ingressando no mercado de trabalho
sem a menor preparacdo um desempenho satisfatério, e ainda, o que é pior, nédo
conseguem dar continuidade aos seus estudos posteriormente, pois uma vez que
iniciam uma profissdo ndo mais se preocupam com sua formacgédo intelectual e
dedicam-se cada vez mais ao seu oficio trabalhando exaustivas horas.
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Dessa forma, quando retornam para as escolas técnicas, vém com grandes
dificuldades devido o longo tempo afastado da escola, a saber, muitos conteudos ja
esquecidos, a dificuldade de organizarem seus horarios de estudos dentro e fora da
escola (porque a jornada extensiva de trabalho n&o lhes permite muito tempo livre),
mente cansada depois de 8 horas de jornada de trabalho, transito conturbado e tudo
mais, que ndo ajuda muito no raciocinio e concentracdo nas atividades. Sentar num
banco escolar para estudar se torna algo nada facil.

Mais um agravante, a matematica nunca foi uma das disciplinas preferidas
pela maioria dos estudantes em qualquer nivel de ensino. Trazer a matematica para
sala de aula, principalmente nos cursos de formacéo técnica, € uma tarefa dificil,
porém possivel e prazerosa se for feita de forma a colocar o aluno no centro das
atencbes. E necessario fazer com que ele perceba a matematica no dia a dia,
presente no seu contexto de vida. Ele precisa saber lidar com estas informacdes e
conceitos para que possam lhe ajudar a compreender melhor o mundo que o cerca,
auxiliando-o na tomada de decisfes mais acertadas.

Apesar de o topico de Matematica Financeira fazer parte do curriculo da Escola
Bésica, este assunto nédo tem sido abordado de forma eficaz. Basta observar como a
maioria dos livros textos trata superficialmente o tema. No ensino Fundamental os
alunos aprendem porcentagem e juros simples. No Ensino Médio sdo abordados os
juros compostos, cuja férmula recai numa exponencial. Os problemas em geral séo
desligados da realidade, néo refletindo o que de fato acontece no cotidiano das
compras, pagamentos e empréstimos (NASSER, 2010, p. 01).

A Matematica Financeira ainda ndo é regularmente trabalhada nos curriculos
do Ensino Médio, o que faz com que muitos desses alunos cheguem até nés sem
nenhum conhecimento nesta area. Alguns, por conta dos noticiarios da TV, ja
ouviram falar de porcentagens, de inflagdo, de altas dos juros, dos juros abusivos
dos bancos e das empresas que operam cartdes de crédito. Outros ja fizeram
empréstimos em instituicbes financeiras, ja realizaram compras com pagamento
parcelado e, em tudo isso viram falar de taxas de juros, mas sequer sabem como 0s
calculos se deram. N&o sabem dizer, por exemplo, se o valor da parcela
apresentado pela empresa que liberou o empréstimo esta correto. Também nao
sabem acompanhar a evolugcédo do saldo devedor da divida contraida. Nao vamos
longe ndo, ndo sabem dizer se R$ 100,00 vale mais hoje ou daqui a uma semana.
Eles ndo sabem qual deveria ser o valor pago hoje de uma prestacdo que venceria
daqui a 30 dias, isto €, ndo compreendem e se compreendem néo sabem aplicar os
conceitos de desconto. E, o mais intrigante de tudo isso € que séo situacfes do dia a
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dia que eles ndo tém para onde correr. Todos estdo sujeitos a participar deste
cenario, vivenciar estes conceitos na pratica sem a menor formacao para tal.

Por conhecedor este cenario e diante da responsabilidade de ensinar
Matematica Financeira em cursos de formacgdo técnica de nivel médio € que foi
despertada a responsabilidade de dar alguma contribuicdo nesta area. Assim o autor
deste trabalho, incorporou seus conhecimentos adquiridos durante sua formacéao no
Mestrado Profissionalizante (PROFMAT) a sua experiéncia como professor de
matematica em turmas de Ensino Médio na modalidade de Educacdo de Jovens e
Adultos (EJA), e aplicou tudo isso na elaboracdo deste trabalho que agora deixa
disponivel a vocés para que possam fazer sua leitura e posteriormente suas
contribuicdes, pois ndo se trata de um trabalho pronto e acabado, mas de um
trabalho que ainda esta em construcdo e precisa de constante atualizacéo.

Nesta proposta teve-se sempre o cuidado para que os contetdos fossem
apresentados de uma forma mais simples para o aluno na intencéo de trazé-lo para
mais perto do assunto que esta sendo tratado.

A resolucdo de problemas é peca central para o ensino de Matemética, pois o
pensar e o fazer se mobilizam e se desenvolvem quando o individuo esta
engajado ativamente no enfrentamento de desafios. Essa competéncia néo
se desenvolve quando propomos apenas exercicios de aplicagdo dos
conceitos e técnicas matematicos, pois, neste caso, o que estid em acgédo €
uma simples transposi¢éo analdgica (...). Brasil (2002, p.112).

Sendo assim, 0s conceitos serdo apresentados a partir de questdes do dia a
dia e pouco a pouco estes conceitos vao sendo sistematizados até chegar a
formulagdo dos mesmos, isto €, as formulas tdo conhecidas de acordo com a
literatura matematica.

[...] proporcionar aos alunos uma diversidade de situacdes, de forma a
capacita-los a resolver problemas do quotidiano, tais como:[...] operar com
fracbes, em especial com porcentagens;[...] Por exemplo, o trabalho com
esse bloco de contelidos deve tornar o aluno, ao final do ensino médio, capaz
de decidir sobre as vantagens/desvantagens de uma compra a vista ou a
prazo; avaliar o custo de um produto em funcdo da quantidade; conferir se
estdo corretas informacfes em embalagens de produtos quanto ao volume;
calcular impostos e contribuigcbes previdencidrias; avaliar modalidades de
juros bancérios. (BRASIL, 2006, PCN, p. 71).

A ordem didatica escolhida - conhecimento em espiral, foi proposital, devida
ao fato de ser pensada, de quando em quando, a retomada de assuntos anteriores
como alicerces para a construgdo de novos conceitos e posteriormente suas
aplicacoes de forma mais clara e objetiva.
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Para se ter uma ideia do que vem a ser a aprendizagem em espiral, vejamos
0 conceito elaborado por Marques (2002), onde o conceito de aprendizagem em
espiral pode enunciar-se da seguinte forma: qualquer ciéncia pode ser ensinada,
pelo menos nas suas formas mais simples, a alunos de todas as idades, uma vez
que 0sS mesmos topicos serdo, posteriormente, retomados e aprofundados mais
tarde.

As definicbes e conceitos tiveram grande embasamento nos trabalhos de
Veras (2012) e Mathias (2007). No inicio de cada capitulo sdo descritos em um
quadro os principios norteadores do respectivo capitulo. As numeracdes das secdes
nao correspondem as numeracdes dos capitulos, pois os nimeros das secfes sao
relativos ao Trabalho de Concluséo de Curso (TCC) e dos capitulos correspondem
ao material didatico produzido no mesmo.

Do Capitulo 1 ao VII, emprega-se, no texto, a primeira pessoa do plural, pois
foi a forma encontrada pelo autor de se aproximar mais do aluno leitor. A conversa é
dirigida imediatamente ao seu interlocutor que é o aluno aprendiz.
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2. CAPITULOI

Este capitulo tem como objetivo apresentar alguns conceitos que sédo prevalentes na
Matematica Financeira que s&o: Razdo, proporcdo e porcentagem. Busca-se
abordar os conceitos a partir de exemplos do dia a dia do aluno, uma vez que o
dominio desses conceitos sera fundamental para a compreensdo do restante do

texto.

2.1. CONCEITOS INICIAIS

Antes de iniciarmos nosso estudo sobre Matemética Financeira, vamos
revisar alguns conceitos fundamentais que seréo necessarios como alicerce para a

construcdo de novos conhecimentos.

Séao eles: razdo, razdo centesimal, proporcédo, fator de aumento e fator de

reducao.

Razao

A palavra razado esta inserida em nosso contexto com variados significados

conforme o contexto. S6 na matematica ela aparece com alguns significados como:

e (uociente entre dois numeros (ou grandezas);
e diferenca entre termos consecutivos de uma progressao aritmética e

e (uociente entre termos consecutivos de uma progressao geometrica.

Neste primeiro momento vamos falar deste primeiro conceito.

Definicdo 1: Dados dois numeros reais a e b, com b ndo nulo, chama-se razdo o

quociente (ou relacdo) entre esses dois numeros (ou grandezas), que pode ser

. a
representado algebricamente por: a:b ou o’ b=0.
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Este conceito sera amplamente utilizado por nés em situagées como as que

seguem.

Situacao 1: Se um ano comercial tem 360 dias, encontre as fracdes do ano relativas

a.

a) 45 dias
b) 90 dias
c) 120 dias
d) 150 dias
e) 200 dias

Resolucédo: Basta dividir cada periodo dado em dias pelo equivalente a um ano (360

dias).

a) 45 dias = il ano -1 ano
360
b) 90 dias = 0 ano -1 ano
360 4
c) 120 dias = 120 ano -1 ano
360 3
d) 150 dias = 150 ano -3 ano
360 12
e) 200 dias = 200 ano =2 ano
360 9

Situacao 2: Se um més comercial tem 30 dias, encontre as fragdes do més relativas

a.

a) 10 dias
b) 18 dias
c) 24 dias
d) 75 dias
e) 130 dias
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Resolucao: Basta dividir cada periodo dado em dias pelo equivalente a um més (30

dias).

a) 10 dias = Emés -1 meés
30 3

b) 18 dias = gmés -3 meés
30 5

c) 24 dias = 24 més -4 més
30 5

d) 75 dias = o més -3 més
30 2

130 13

e) 130 dias = — més =—meés
30 3

Situacdo 3: Se um ano tem 12 meses, encontre as fracbes do ano referentes a:

a) 2 meses
b) 5 meses
c) 9 meses
d) 18 meses

e) 36 meses

Resolucédo: Basta dividir cada periodo dado de meses pelo equivalente a um ano (12

meses).
2 1
a) 2 meses = ' ano =—ano

b) 5 meses = > ano
12

9 3
C) 9 meses= —ano =—ano
12 4

d) 18 meses = 18 ano =3 ano
12 2

e) 36 meses = 36 ano _3 anos = 3 anos
12 1

Vamos agora, relembrar outra razao que para n0s é muito importante.
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Definicdo 2: Chama-se razdo centesimal o quociente onde o denominador € o

namero 100. Ela é representada algebricamente por: x:100 ou X

100

Esta razdo ainda pode ser representada simbolicamente por x%, também

conhecida como porcentagem (X por cento).

Definicdo 3: Quando duas ou mais razdes sdo iguais, chamamos essa igualdade de

proporcdo. Algebricamente podemos representar uma proporcédo  por:

X, X, X X
—1="2=-3=_=-"=k, onde k é uma constante real.
yl y2 y3 yn
Observe que as sequéncias: (2, 4, 6, 8) e (5, 10, 15, 20) sao proporcionais,

2 4 6 8
pois: == —=—=—=
5 10 15 20

Propriedade Fundamental da Proporcao: em toda proporgéo o produto dos meios

€ igual ao produto dos extremos.

H Xl X2 —_
Algebrigamente, temos: y— = y— =Kk = XY, =X,.Y,
1 2

Vejamos uma aplicacao destes dois conceitos juntos.

Situacdo 4. Marcos e Paulo sdo jogadores de basquete e tiveram 0 seguinte

desempenho em um treino:

e Marcos acertou 14 dos 35 arremessos que fez.

e Paulo acertou 19 dos 40 arremessos que fez.

Resolucdo: Iniciamente podemos até pensar que tiveram desempenhos iguais, pois
Paulo acertou 4 arremessos a mais, mas fez 4 arremessos a mais. Porém, este

raciocicio nao esta correto.

Vejamos as razbes de acerto de cada jogador, isto é, o desempenho de cada
um:
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e Marcos = E:g
35 7
e Paulo = 19
40

Observe que somente com as razdes obtidas acima n&o conseguimos

perceber qual deles teve o melhor desempenho.

Se, por outro lado, transformassemos esse desempenho expresso em razao
para a forma de porcentagem, poderiamos perceber facilmente qual deles teve

melhor desempenho.

Para tanto, podemos reunir o conceito de razdo ao conceito de razao

centesimal, criando uma proporgao.

Nés sabemos que a razdo de acertos para 0 numero de arremessos que

Marcos fez foi de 14_2 e que isso é igual a L, onde 35 (total de acertos)
35 7 100

representaria os 100%.

Queremos entdo achar a porcentagem (x%) correspondente aos 14

) , 2 X
arremessos que ele acertou, isto €: - =

100"
Aplicando a propriedade fundamental das proporcdes, temos:
7x=2.100 = x = 28,6%

Fazendo o mesmo procedimento com Paulo que acertou 19 dos 40

arremessos que fez, teremos:

Y _40.y=10.100>y=475%
40 100

Assim, concluimos que Paulo (47,5%) teve um desempenho melhor que o de
Marcos (28,6%).

Situacao 5: O salario minimo no Brasil em 2015 era de R$ 788,00 e passou a ser de
R$ 880,00 a partir de 1° de janeiro de 2016. Qual foi 0 aumento percentual deste

salario?
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Resolucdo: Podemos estabelecer uma relacdo de correspondéncia entre os dois

valores do salario minimo e suas respectivas porcentagens. Vejamos:
788 correspondem a 100%
880 correspondem a x%

Utilizando a definicdo de proporcdo e a propriedade fundamental da

proporcionalidade, teremos:

788 _100 _ .33 x=880.100 = x =~ 111.68%

880 X

Como o percentual inicial € de 100%, concluimos que o salario minimo teve

um acréscimo de, aproximadamente, 11,68%.

Situacdo 6: Uma mercadoria que custava R$ 450,00 foi vendida por R$ 315,00.
Qual foi o percentual de desconto?

Resolucdo: Neste caso também podemos estabelecer uma relacdo de
correspondéncia entre os dois valores da mercadoria e suas respectivas

porcentagens.
450 correspondem a 100%
315 correspondem a x%

Também utilizando a definicdo de proporgao e a propriedade fundamental da

proporcionalidade, teremos:

450 _100 _ 450 x=315.100 = x = 70%

315 X

Como o percentual inicial era também 100% e reduziu para 70%, podemos

dizer que o valor da mercadoria sofreu um desconto de 30%.

A porcentagem % =X%, também pode ser representada na forma decimal.

Vejamos alguns exemplos:

e 50p= i=0,05
100
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x10
o 132% = 13,2 — 132 =0,132
100 10 1000
x 100
. 0,17%20’17 17 =0,0017

100 ,10 10000

Os resultados acima podem ser comprovados apenas dividindo os

numeradores pelos respectivos denominadores. Confira usando uma calculadora.

2.2. CALCULANDO PORCENTAGEM DE VALORES

Para calcular uma porcentagem de uma quantia, basta multiplicar a quantia

diretamente pelo percentual desejado.
Vejamos alguns exemplos:

o 8%de500=i.500=M=4o ou 0,08.500=40

100 100

12,5 34 500

e 125%de 2760 = 100 ° 2760 = =345 ou 0,125.2760 =345

2.3. FATOR DE AUMENTO E FATOR DE REDUCAO

Fator de aumento

O valor inicial de qualquer produto é sempre equivalente a 100% (sem

aumento e sem desconto).
Suponhamos que um produto custava R$ 200,00 e tera um aumento de 15%.
O valor final (ap0s 0 aumento) podera ser calculado de duas maneiras:

12 maneira: primeiro calculamos o aumento de 15% sobre R$ 200,00.

15 590= 3990 _ 54
100 100
e a seguir adicionamos o aumento ao valor inicial: R$ 30,00 +

R$ 200,00 = R$ 230,00.
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22 maneira: podemos simplesmente calcular 115% sobre 200:

115 4 = 23000

—. =230
100 100

Podemos perceber, neste caso, que aplicamos 115% que é o valor inicial

acrescido dos 15% de aumento (100% + 15%).

Mas, se apenas multiplicassemos 200 pelo fator 1,15 (115% na forma

decimal) teriamos 0 mesmo resultado.
Portanto, 200 . 1,15 = 230.

O fator 1,15 usado neste exemplo recebe o nome de fator de aumento. Ele

permite obter direto o valor final ja acrescido do aumento.

Fator de reducéo

Suponhamos agora que um produto que antes custava R$ 200,00 tera um

desconto de 30%.
O valor final (apés o desconto) podera ser calculado de duas maneiras:
12 maneira: primeiro calculamos o desconto de 30% sobre R$ 200,00

30 500=8000_g¢4
100 100

e a seguir retiramos o desconto do valor inicial: R$ 200,00 — R$ 60,00 =
R$ 140,00.

22 maneira: podemos simplesmente calcular 70% sobre R$ 200,00:

70 200 = 14000

—. =140
100 100

Percebemos, neste caso, que aplicamos 70% que € o valor inicial diminuido
dos 30% de desconto (100% — 30%).
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Mas, se apenas multiplicassemos R$ 200,00 pelo fator 0,70 (70% na forma

decimal) teriamos 0 mesmo resultado.
Portanto, R$ 200,00 . 0,70 = R$ 140,00.

O fator 0,70 usado neste exemplo recebe o nome de fator de desconto. Ele

permite obter direto o valor final menos o desconto.

Vejamos mais algumas situagdes-problemas.
2.4. MAIS SITUACOES-PROBLEMAS

Situacdo 7: Um trabalhador, apos ter recebido um aumento de 25% no seu salério
mensal, passou a receber a quantia de R$ 1.000,00 mensais. De quanto era seu

salario inicial e quanto ele teve de aumento?

Resolucdo: Observe que o valor de R$ 1.000,00 ja esta com os 25% de acréscimo.

Entdo, podemos dizer que ele representa um percentual de 125%.

Representando o salario inicial do trabalhador por x, podemos equacionar o

problema acima da seguinte maneira:

125% .x=1000=1,25.x=1000 = x = %: R$ 800,00.

Portanto, o salario inicial do trabalhador era de R$ 800,00.

Situacdo 8: Um produto teve R$ 5,94 de desconto e o desconto anunciado foi de

18%. Qual é o valor original do produto? E quanto o cliente pagou pelo produto?

Resolugcdo: Tomando x como o preco original do produto, e extraindo as

informagdes do enunciado temos as seguintes correspondéncias:

R$ 5,94 correspondem a 18%

X corresponde a 100%
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O que nos leva a proporcao:

594 18

x 100
Onde, aplicando sua propriedade fundamental, temos:

18.X=5,94.100:>X:%jx=R$33,00

Entdo, podemos concluir que o valor original do produto era R$ 33,00 e 0
cliente pagou pelo produto R$ 27,06 (33,00 — 5,94).

Situagéo 9: Certa mercadoria, que custava R$ 12,50 teve um aumento passando a

custar R$ 13,50. Qual foi o percentual de aumento desta mercadoria?

Resolucdo: Semelhante a situacdo acima, temos as seguintes correspondéncias:
12,50 corresponde a 100%
13,50 corresponde a x%
Novamente utilizando proporc¢ao e sua propriedade fundamental, temos:

1250 _100 _ 4550, x=1350.100 = x = 2220 _ x = 108%

13,50 x 12,50
O que nos permite concluir que o produto teve um aumento percentual de 8%.

Observe que aplicando o fator de aumento 1,08 sobre preco original do

produto que é de R$ 12,50, obteremos o valor final do mesmo que é R$ 13,40.

Situacado 10: Numa loja, o preco de um par de sapatos era de R$ 140,00. Para iludir
0S consumidores, o dono aumentou o0 preco de todos os artigos em 50% e, em
seguida, anunciou um desconto de 20%. De quanto foi 0 aumento no pre¢o do par

de sapatos?



30

Resolucao: Dizer que teve um aumento de 50% no valor original implica aplicar um
fator de aumento de 1,5. Por outro lado, dizer que teve um desconto de 20% sobre

determinado valor, implica em aplicar um fator de reducao igual 0,8 sobre este valor.

Utilizando os fatores de aumento e de reducgédo descritos acima, podemos

solucionar problema da seguinte forma:
140.1,5.0,8 = 168 reais.

Logo, podemos dizer que o par de sapatos teve um aumento de R$ 28,00.

Situagdo 11: Uma mercadoria sofre um aumento de 23% e a seguir, como as vendas
estavam em baixa, sofre um desconto de 23%. Com base nestas informacdes

responda: o que aconteceu com o valor final desta mercadoria?

Resolucao: Considerando o valor inicial da mercadoria igual a x, podemos utilizar os
fatores de aumento e de reducdo para equacionar o problema acima da seguinte

maneira:
valor final da mercadoria = x . (100% + 23%) . (100% — 23%)
valor final da mercadoria = x . 1,23 . 0,77
valor final da mercadoria = x . 0,95 = 95% de x

Assim, podemos concluir que o valor final da mercadoria ficou,

aproximadamente, 5% menor que o valor inicial.
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3. CAPITULO I

Neste capitulo o objetivo principal é apresentar conceitos de juros, capital, taxa de
juros, periodo e montante. De posse desses conceitos torna-se mais facil para o
aluno a compreensdo dos significados dos principais termos da Matematica
Financeira, bem como as formulas utilizadas no calculo dos mesmos, aproximando-a

cada vez mais do cotidiano do aluno.

Para a elaboracdo dos conceitos e das definicbes aqui apresentados foram
utilizadas as referéncias: [7], [8], [9], [10] e [11].

3.1. SISTEMA DE CAPITALIZACAO SIMPLES

Para compreendermos melhor os sistemas de capitalizacdo e os conceitos
neles existentes, € preciso ressaltar o principal objetivo da Matematica Financeira
descrito na afirmacédo de Faro (1982, p. 13) com sendo o estudo da evolucdo do

dinheiro ao longo do tempo.
Questdes tais como:

Pretendo comprar uma mercadoria que custa R$ 2.000,00 e tenho em maos
essa quantia. A loja me oferece o produto pelo mesmo valor em até 5 vezes no

cartdo de crédito.
O que seria mais vantajoso:

e Pagar o valor a vista?
e Aplicar o valor que eu tenho em uma aplicacdo cuja taxa de juros é de
8% ao més e ir retirando, més a més, o suficiente para pagar cada uma

das 5 parcelas do cartdo de crédito?

Situagcbes como esta nos leva a refletir sobre o comportamento do dinheiro ao
longo do tempo. Precisamos entender como sera a evolucédo deste capital ao longo

deste periodo.

Para iniciarmos este estudo precisamos compreender primeiro os dois tipos

de capitalizacao financeira que sdo: os juros simples e 0s juros compostos.
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Mas, 0 que vem a ser juros?

Definicdo 4: Juros é o rendimento que se obtém quando se empresta dinheiro por

um determinado periodo.

Podemos também dizer que os juros sdo como o aluguel sobre o dinheiro. Ou
ainda a compensacao que o credor terd pelo tempo que ficou sem utilizar o dinheiro

emprestado.

Definicdo 5: Capital € a quantia em dinheiro que sera aplicada em uma operacéo

financeira.

Definicdo 6: Periodo € o intervalo de tempo pelo qual se realiza uma operacéo

financeira.

Definicdo 7: Taxa de juros é o percentual no qual se investe um capital por um

periodo de tempo.

Definicdo 8: Montante € o nome que se da a soma do capital com 0s juros

acumulados no periodo da operacéo financeira.

No sistema de capitalizacdo simples os juros recaem
sempre sobre o valor principal e ndo se juntam a este

para compor o capital do préximo periodo.

3.2. JUROS SIMPLES

Definicdo 9: Juros Simples s&do aqueles cuja taxa é aplicada sempre sobre o

capital inicial (principal).
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Situagdo 12: Uma pessoa pega R$ 5.000,00 emprestados a juros simples com taxa
de 6% ao més, durante 8 meses. De quanto serd a divida desta pessoa no final

deste prazo, supondo ndo haver pagamentos mensais até a quitacao da divida?

Resolucdo: Vamos construir a tabela 1 para acompanhar a evolucdo do capital ao

longo deste periodo:

Tabela 1: Calculo dos juros de cada periodo.

periodo juros divida
1 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 5.300,00
2 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 5.600,00
3 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 5.900,00
4 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 6.200,00
5 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 6.500,00
6 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 6.800,00
7 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 7.100,00
8 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 7.400,00

Fonte: elaborada pelo autor.

A divida no final do periodo (Montante) é de R$ 7.400,00.

Observe que os juros permanecem com valor fixo durante todo o periodo do
empréstimo (8 meses) e a divida contraida no periodo é o resultado da soma do
capital emprestado mais os juros do periodo.

Mas, se quiséssemos calcular apenas os juros daquele periodo na situacao
anterior, bastava observar que em se tratando de Capitalizacdo Simples a taxa de
juros recai sempre sobre o capital tomado emprestado (principal). Isso significa dizer

gue o valor dos juros em cada periodo € igual.

Os juros obtidos ao final do periodo é simplesmente a

soma dos juros de cada periodo.
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Em termos algébricos, temos:
j=hatiatistiat i
(“t” € o numero de periodos)
Como os juros de cada periodo séo iguais, podemos escrever:
j=Ci+C.i+C.i+..+Ci
(“t” parcelas iguais) ou simplesmente
j=C.it
Sendo assim, uma maneira mais pratica para obter o valor total dos juros a
ser pago no final de “t” periodos é utilizando a seguinte férmula:
j=C.i.t

onde:

j: s&@o os juros a ser pago (de todo o periodo)

C: é o capital inicial (que nao se altera durante todo o periodo)

i: € a taxa de juros (que deve estar na forma decimal e na mesma
unidade de tempo do periodo).

t: € o periodo (tempo que ird durar a operacao financeira).

Na situacdo que acabamos de mencionar, poderiamos obter os juros totais da

divida usando a formula anterior, vejamos:

(com taxa e tempo na mesma unidade)
j=5000x 0,06 x8
j=2400

Para ndo deixarmos duvidas, vejamos mais algumas situacdes.

Situagdo 13: Foi tomado um empréstimo de R$ 12.000,00 para ser quitado em
5 meses, com uma taxa de juros de 36% ao ano, no sistema de capitalizacao
simples. Quanto sera pago de juros?

Resolucao:

O que se deve observar primeiro é se a taxa e o tempo estdo na mesma
unidade.

Neste caso néo estdo! O tempo estd em meses e a taxa esta ao ano.
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Em si tratando de juros simples, sabemos que as taxas de juros séo aplicadas
sempre sobre o capital inicial (principal). Isto nos leva a valores sempre constantes
em cada periodo de tempo. Mais ainda, podemos dizer que 0S juros Sao
proporcionais ao tempo, 0 que nos faz concluir que as taxas de juros também séao
proporcionais.

Por essa razdo, em situacbes que envolvem célculos de juros simples,
podemos tanto reescrever o tempo numa unidade equivalente, como reescrever a

taxa numa unidade equivalente.

Nesta situagdo em questdo, podemos:
1° modo: (convertendo o tempo para anos)

e tempo =5 meses =5/12 ano = 0,417 ano

taxa = 36% ao ano = 0,36 a.a.

(com taxa e tempo na mesma unidade)

j=12 000 x 0,36 x 0,417
j=1801,44

2° modo: (Convertendo a taxa para ao més)
e tempo =5 meses

e taxa=36% aoano=0,36/12=0,03 ao més

(com taxa e tempo na mesma unidade)

j=12 000 x 0,03 x 0,5
j =1800,00

O 1° modo sé difere do 2° modo por conta do arredondamento feito no
resultado da fracdo: 5/12 = 0,416666666...
Por essa razdo recomenda-se, nestes casos, utilizar o procedimento que

apresentar valores mais exatos.
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3.3. MONTANTE

O conceito de montante ja foi trabalhado anteriormente, e vamos retomar ao
mesmo com 0 objetivo agora de exprimir esse mesmo conceito por meio de férmula.
Como montante € o resultado da soma de capital inicial (principal) e juros do
periodo, podemos escrever algebricamente esta sentenca como:
M=C+]j
Levando em conta que
=c.i)
teremos:
M=C+]j
M=C +C.i.t

M=C.(1+it) - M=C.(1+i.)|

Entdo, podemos obter a férmula do montante dependendo somente do

principal (C), da taxa (i) e do tempo (t).

3.4. APLICACOES

Vamos agora, ver situacfes do dia a dia que envolvem calculos de juros

simples.

Situacdo 14: Por quanto tempo deve ser aplicado a quantia de R$ 20.000,00 para
gue, com taxa de 5% ao més, adquira um montante de R$ 30.000,00, com juros
simples?
Resolucéao:

Tomando como unidade de tempo a mesma unidade da taxa, podemos
aplicar a férmula dos juros simples:

j=C.i.t

Mas, antes, devemos perceber que de R$ 20.000,00 para R$ 30.000,00,

espera um rendimento (juros) de R$ 10.000,00.
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Entao:
10 000 =20 000 x 0,05 xt
10 000 =1 000 x t

10000 =t—>t=10 meses.
1000

Concluséo: 10 meses é 0 tempo necessario para obter o que se precisa.

Situacao 15: Quanto devo aplicar inicialmente, no sistema de capitalizacéo simples,
para que no final de 6 anos, com taxa de 0,3% ao més, eu adquira a quantia de
R$ 2.918,407?

Resolucao:

Novamente, temos taxa e tempo em unidades diferentes.
E mais eficiente aqui a conversdo do tempo em meses.
t =6 anos = 72 meses
Cuidado com a taxa!
i =0,3% = 0,3/100 = 0,003
Também é mais conveniente aplicarmos a formula do montante, pois nao
temos informacdes sobre capital inicial (principal) e nem sobres 0s juros (j).

Sabemos que:

IM=C.(1+i.1)]

Ent&o, teremos:
2.918,40 = C . (1 + 0,003 x 72)
2.918,40 = C . (1 + 0,216)
2.918,40=C . 1,216

Logo,

_2.918,40

1216 — C =R$ 2.400,00
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Situagcdo 16: Um capital de R$ 5.000,00, aplicado a juros simples, durante um
periodo de 1,5 ano, acumulou a quantia de R$ 10.400,00. A que taxa de juros foi
aplicado este capital?

Resolucao:
Primeiramente, devemos colocar a taxa e o tempo no mesmo periodo. Assim,
o periodo de tempo 1,5 ano € equivalente a 18 meses.

Entdo, t = 1,5 ano = 18 meses, e, por conseguinte iremos adotar a taxa ao
meés.

Como temos capital inicial (C) e valor acumulado (montante), podemos usar a
férmula:

M=C.(1+i.t)|

10.400 = 5.000 . (1 +i . 18)
10.400 = 5.000 + 5.000 . i . 18
10.400 = 5.000 + 90.000 . |
10.400 — 5.000 = 90.000 . i
5.400 = 90.000 . i

5400 . . ._ 0,06 ou i=6% ao més.
90.000

Entdo, a taxa a qual o capital foi aplicado é de 6% ao més.

Observe que a féormula do montante ‘M=C.(1+i.t)|, nos permite calcular

gualguer um dos elementos que for desconhecido, basta conhecermos os demais.

Os juros, caso seja questionado é a diferenca entre (M) montante e (C)
Capital.
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4. CAPITULO Il

O objetivo deste capitulo € mostrar para o aluno que a Matematica Financeira € uma
via de mao dupla. Num sentido temos a capitalizacdo do dinheiro e no outro temos a
descapitalizacdo do mesmo. Fazer com que ele perceba a diferenca entre estes dois
sentidos: capitalizacdo e descapitalizagcdo é a motivacdo para a escrita deste
capitulo. No decorrer do mesmo pretende-se também, por analogia as formulas dos
juros simples, construir as formulas utilizadas nos célculos dos descontos simples:

comercial ou racional.

Para a elaboracdo dos conceitos e das definicbes aqui apresentados foram
utilizadas as referéncias: [7], [8], [9], [10] e [11].

4.1. DESCONTOS SIMPLES: COMERCIAL E RACIONAL

7

Quando contraimos uma divida, certamente é emitido um documento que
comprove aquela divida que temos com outra pessoa ou instituicao financeira, que

neste caso podemos chama-la de credor.

Este documento emitido € costumeiramente chamado de titulo. O titulo é uma
espécie de garantia na méo do credor para ele poder receber a divida ora contraida.
Neste titulo, entre outras informacdes, estara o valor nominal da divida, mas também

conhecido como valor de face.

Os titulos mais conhecidos no mercado financeiros sdo: as faturas, as notas

promissorias, as duplicatas, letras de cambio e os cheques.

Uma vez contraida a divida, € provavel que, em algum momento entre o
instante em que ela foi contraida e a data final para pagamento da mesma, haja
dinheiro em caixa suficiente para quitar a mesma. Porém, ndo € justo que o devedor,
uma vez que tenha como quitar a divida antes do final do prazo, pague por ela o

mesmo valor previsto no final da transagéo.

E ai que surge o conceito de desconto.
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Definicdo 10: Desconto € o abatimento financeiro que se fara sobre uma divida que
esta sendo quitada antecipadamente.

O desconto € chamado de simples, se utilizar o Sistema de Capitalizacao

Simples, aquele onde os juros incendiram sempre sobre o capital inicial (principal).

Temos dois tipos de descontos simples: o desconto comercial e o desconto

racional.

Definicdo 11: Desconto comercial simples ou Desconto simples por fora é
aquele onde a taxa de desconto incide sobre o valor nominal do titulo.

O desconto comercial simples € muito utilizado nas operacdes bancarias e

comerciais de curto prazo.

A formula para o calculo do desconto simples se assemelha a férmula do

calculo dos juros simples.

Vejamos:

> De=Nit

onde:

e Dcs — Desconto comercial simples

e N —valor nominal do titulo

e |-—taxa

e t— periodo de antecipacdo do pagamento

O valor atual do titulo (ou valor liquido “L”) pode ser obtido de duas maneiras:

L=N-D.s| (equacdo 1) ou ainda:

L:N—Dcs
L=N-N.i.t

(equacao )

A equacdo 2 nos permite calcular direto o valor liquido do titulo (L), ou valor

atual do titulo, sem necessariamente precisar calcular o valor do desconto.
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Mas, ha também outra forma de desconto simples: o desconto racional ou
desconto por dentro.

Definicdo 12: Desconto racional simples ou Desconto simples por dentro é

aguele onde a taxa de desconto incide sobre o valor liquido (L) do titulo.

Algebricamente podemos expressar:

Dos =L it

Mas, como sabemos que o desconto racional simples ou desconto simples
por dentro € a diferenca entre o valor nominal (N) do titulo e do valor liquido do titulo

(L) entdo, também é correto expressar:
Drs = N — L (equacéo 3)
Lembrando que podemos escrever:

por analogia a férmula do Montante no Sistema de Capitalizacdo simples, desta

formula obtemos:

N
(1+i.0)

(equacéo 4).

E uma vez que temos o valor nominal (N) e o valor liquido (L) encontra o

desconto utilizando a equacdo 3: Drs =N —L.

Como ficou definido que o desconto racional simples é aquele em que a taxa
recai sobre o valor liquido do titulo, ndo é possivel calcular o desconto sem que se

conheca o valor liquido do titulo, certo?

Ndo necessariamente. E possivel calcular o desconto racional simples ou

descontro simples por dentro com base no valor nominal (N) do titulo.

Vejamos, voltando a formula:
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e substituindo convenientemente o valor de L encontrado na equagao 4, teremos:

: N.i.t
Des =L.i.t] - Des = 2410

(equacéo 5)

Portanto, a equacdo 5 trds a formula para o calculo direto do desconto
racional simples ou desconto simples por dentro mesmo que se tenha sé o valor

nominal do titulo.

O que se precisa observar no desconto simples por dentro é que sédo
utilizadas formulas analogas as formulas dos juros simples, tanto na composicao do

valor nominal, quanto na composic¢ao do valor liquido do titulo.

4.2. APLICACOES

Situacdo 17: Considere um titulo com valor nominal de R$ 15.000,00, o qual
pretende-se que seja resgatado 4 meses antes da data do vencimento. Calcule o
desconto comercial simples a ser concedido, sabendo que a taxa de desconto de

6% a.m.

Resolucao:

Como estd sendo solicitado o desconto comercial simples ou desconto
simples por fora e conhecemos do enunciado o valor nominal do titulo e a taxa de

desconto, podemos utilizar a formula:

Dee =N.i.t

Dcs = 15.000 . 0,06 . 4
Dcs = 3.600
Se por outro lado ao invés de aplicar direto a férmula do desconto,
calculassemos o valor liquido:
L =15.000.(1-0,06.4)
L =15.000.0,76
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L =11.400
E, agora procedendo o célculo do desconto teriamos:
Dcs =N —-L =15.000 - 11.400 = 3.600
Pelo visto acima, qualquer uma das maneiras escolhidas nos levara ao
mesmo resultado.

Vejamos a mesma situagao com desconto racional simples.

Situacdo 18: Considere um titulo com valor nominal de R$ 15.000,00, o qual
pretende-se que seja resgatado 4 meses antes da data do vencimento. Calcule o
desconto racional simples a ser concedido, sabendo que a taxa de desconto de 6%

a.m.

Resolucdo: Agora, se trata de desconto racional simples ou desconto simples por
dentro.
Nele a taxa incide diretamente sobre o valor liquido (L) do titulo.

Mas, como este valor ndo é conhecido, temos dois caminhos:

1° caminho: calcular o valor liquido e assim encontrar o desconto.
O valor liquido (L) pode ser encontrado pela formula:

N
(1+i.t)

15.000  15.000

= = ~12.096,77
(1+0,06.4) 124

Ent&do, o desconto racional simples seré:
DRS =N-L
Drs = 15.000,00 — 12.096,77 — Drs = 2.903,23

2° caminho: calcular o desconto direto sobre o valor nominal utilizando a equacgéao 5.

R
RS T (14i)
Dpe = 15:0000,064 3600 _, 50 o

(1+0,06.4) 124
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Observe que tanto por um caminho, quanto por outro chegamos ao mesmo

resultado.

Situagdo 19: Um titulo de R$ 6.000,00 sera descontado a taxa de 2,1% a.m. e falta
45 dias para o vencimento do titulo, determine:

a) o desconto comercial simples

b) o desconto racional simples

c) o valor atual do titulo para o caso do desconto racional

Resolucao — parte a):

Primeiramente é preciso lembrar que a taxa e o tempo ndo estdo na mesma
unidade.

Como se trata do Sistema de Capitalizacdo Simples, as taxas sao
proporcionais, entdo tanto faz converter um ou outro.

Vamos converter o tempo em més!

t =45 dias =1,5 més i=2,1% a.m = 0,021 a.m.

Do =Nt

Dcs=6.000.0,021.1,5
Dcs = 189
O desconto comercial simples ou desconto por fora é de R$ 189,00.
Se calculassemos o valor liquido (L) pela formula: [L =N.(1-i.t)|, teriamos
encontrado esse valor e a diferenca entre o valor nominal (N) e esse valor (L) seria 0

desconto. Confiral

Resolucdo — parte b): Aproveitando a conversdo de tempo feita no item anterior,
podemos calcular o desconto racional simples ou desconto simples por dentro, direto
sobre o valor nominal, que é o que conhecemos segundo dados do exercicio.

Vamos utilizar a equagéao 5:

N.i.t
DRS = .
(1+1.1)

_ 6.000.0,021.1,5 189
RS = =

= ~ 183,23
(1+0,021.15) 10315
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Resolucao — parte c):

Este item da situacdo problema foi solicitado calcular o valor liquido (L) do
titulo ou valor atual, justamente para comparar a exatiddo do céalculo acima.

Vamos ao calculo do valor liquido (L) do titulo, usando a equacéo 4:

N
(1+1.0)

_ 6.000 _6.000
(1+0,021.1,5) 1,0315

=5.816,77

S0 por curiosidade:
Drs =N -L =6.000,00 — 5.816,77 = 183,23

Outro fator que é importante observar nas trés situacées problemas propostas
neste capitulo sobre os descontos € que o desconto comercial simples é sempre
maior que o desconto racional simples. Isto se explica pelo simples fato de que o
desconto comercial simples recai sobre o valor nominal, enquanto o desconto

racional simples recai sobre o valor liquido.
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5. CAPITULO IV

A essa altura o aluno ja estd de posse dos significados dos termos principais da
Matematica Financeira e s6 precisa agora de uma definicdo de juros compostos para
compreender o Sistema de Capitalizacdo Composta. Este € o objetivo deste
capitulo. A partir da definicdo de juros compostos, construir o significado para o
Sistema de Capitalizacdo Composta e ainda, a elaboracao de férmulas pertinentes a

esse sistema.

Para a elaboracdo dos conceitos e das definicbes aqui apresentados foram
utilizadas as referéncias: [7], [8], [9], [10] e [11].

5.1. SISTEMA DE CAPITALIZACAO COMPOSTA

5.2. JUROS COMPOSTOS

Definicdo 13: Juros Compostos sdo aqueles onde o montante de cada periodo se
transforma em capital para a composicao do montante do periodo seguinte.

Vamos exemplificar essa definicao.

Situagdo 20: Um capital de R$ 3.000,00 foi pego emprestado, no sistema de
capitalizacdo composta, com taxa de juros de 5% ao més, durante 6 meses. Nao
havera pagamento mensais. A divida toda sera quitada no final deste periodo. Qual

serd entdo o valor desta divida?

Resolucao: Vamos elaborar uma tabela para compreendermos a evolucao do capital

ao longo deste periodo.

Como iremos calcular a evolu¢do da divida periodo por periodo, podemos

utilizar a férmula do montante:

M,y = M,.(1+i.t)
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utilizada no calculo de juros simples quando o periodo de tempo é igual a unidade
(t=1). Procedendo dessa forma nos é permitido também conhecer qual sera o

rendimento (juros) obtido de um periodo de tempo para o outro.

Tabela 2: Calculo do montante de cada periodo — juros compostos.

periodo rendimento montante de cada periodo
3.000,00 x 0,05 = 150,00 3.000,00 + 150,00 = 3.150,00

3.150,00 x 0,05 = 157,50 3.150,00 + 157,50 = 3.307,50
3.307,50 x 0,05 = 165,38 3.307,50 + 165,38 = 3.472,88
3.472,88 x 0,05 = 173,44 3.472,88 + 173,44 = 3.646,52
3.646,52 x 0,05 = 182,33 3.646,52 + 182,33 = 3.828,85
3.828,25x0,05=191,44 3.828,25 + 191,44 = 4.019,69

OO WIN|F

Fonte: Elaborada pelo autor.

O valor da divida, ja capitalizada, no final do 6° més de empréstimo sera de,

aproximadamente, R$ 4.019,69.

Vamos compreender um pouco mais 0 que aconteceu nos trés primeiros

periodos desta tabela para que possamos compreender melhor os demais.
No final do 1° periodo tivemos:

e M;=C.(1+1i)=3.000x1,05=R$ 3.150,00
o J=3.150-3.000 = R$ 150,00

Lembre-se que como a divida e nem os juros dela ndo serdo pagos nem no
todo nem em parcelas antes do final do periodo de 6 meses, entdo 0s juros

(rendimentos) se acumulam ao capital inicial formando o 1° montante.

Como nédo havera pagamento nem da divida e nem dos juros (rendimentos), o

1° montante se transforma no novo capital (C = My).
No final do 2° periodo tivemos:

o M,=M;.(1+i)=23.150 x 1,05 = R$ 3.307,50
o J=3.307,50 - 3.150 = R$ 157,50
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Repare que nos R$ 157,50 de juros temos R$ 150,00 de juros sobre o capital
inicialmente emprestado e R$ 7,50 de rendimento sobre os juros gerados no 1°

periodo e que néo foi pago.

No final do 3° periodo tivemos:

e Msz=My(1+i)=3.307,50x1,05=R$3.472,88
o J=3.472,88-3.307,5 =R$ 165,38.

Repare que nos R$ 165,38 de juros temos R$ 157,50 de juros sobre o
montante do 1° periodo e R$ 7,88 de rendimento sobre os juros gerados no 2°

periodo e que ndo foi pago.
Nos demais periodos percebemos procedimento analogo aos anteriores.

Vocé pode constatar, pelo exemplo acima, que a expressao: juros compostos

sao juros sobre juros é verdadeira.

Pode-se ainda dizer que a cada periodo o capital ou montante daquele
periodo se soma aos juros obtidos nho mesmo periodo, para compor o montante do

periodo seguinte. Por isso se justifica o uso da formula:

M, =M,.(1+i)

(t+1)

gue é equivalente a:

M=C.(1+i)
Outro fato importante também a se observar no sistema de capitalizacao

composta € em relacdo a evolugdo dos juros. Eles ndo crescem de forma

proporcional.

Acompanhe o raciocinio na tabela 3 da pagina a segquir.
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Tabela 3: Acompanhando a evolucdo dos juros compostos.

periodo | montante |rendimento
acumulado

1 3.150,00 150,00

2 3.307,50 307,50

3 3.472,88 472,88

4 3.646,52 646,52

5 3.828,85 828,85

6 4.019,69 1.019,69

Fonte: Elaborada pelo autor.

N&o podemos dizer que os rendimentos sdo de R$ 150,00 ao més, pois no
acumulo de dois meses o rendimento foi de R$ 307,50. De forma semelhante no

acumulado de trés meses o rendimento foi de R$ 472,88, e assim por diante.

Outra forma de constatar a ndo proporcionalidade é dividir o rendimento
acumulado pelo nimero de periodos até 0 momento e veremos que as razdes

obtidas nédo forneceréo resultados iguais.

Na sessdo extra no final deste trabalho iremos discutir

sobre a evolucédo destes juros, com mais profundidade.

5.3. MONTANTE

Voltemos a tabela elaborada no exemplo anterior, mas antes tomemos o
cuidado de substituir os sucessivos montantes por: Mg = C, M1, Mz, M3, My, ..., M.
Algebricamente podemos reescrever o exemplo dado da seguinte maneira.
M;=C.(1+1)
My, =My.(1+i)= C.(L+i).(L+i) =C.(1+i)?
Mz =M (1+i)= C.(L+i)2@A+i)=C.(1+i)
Ms=Ms(1+i)= C.(L+i)>@+i)=C.(+i)*

3
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Mt = Mgop).(1 +0) = C.(L+i)"(Q +i) =C.(1 +i)
Assim, quando calculamos o montante do ultimo periodo teremos o valor total
da aplicacdo durante um determinado periodo, que pode ser representado pela
formula:

M= C.(1+i)'

Conforme exemplo anterior, siga a evolucao exibida na tabela abaixo.

Tabela 4: Calculo do montante de cada periodo usando fator de aumento.

periodo montante
1 3.000,00 x 1,05 = 3.150,00
2 3.150,00 x 1,05 = 3.307,50
3 3.307,50 x 1,05 = 3.472,88
4 3.472,88 x 1,05 = 3.646,52
5 3.646,52 x 1,05 = 3.828,85
6 3.828,25 x 1,05 = 4.020,29

Fonte: Elaborada pelo autor.

Mas, como muitas das vezes estamos interessados somente no montante
final, podemos utilizar a formula descrita anteriormente, pois além de tornar o
processo mais simples, economiza tempo.

Vejamos:

M= C.(1+i)"

M =3 000. (1 +0,05)°
M =3000 . 1,05°

M =3000.1,34

M = 4 020,00

5.4. APLICACAO

Vamos trabalhar mais as ideias e formulas vistas acima para compreender um
pouco mais as aplicacbes e ou operacdes financeiras que envolvem juros
compostos.
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Situacdo 21: Um capital de R$ 4.200,00 ser& aplicado por um periodo de 8 meses,
no sistema de capitalizagdo composta, a taxa de juros de 3,5% ao més. Qual sera o

Montante (final) e o valor total dos juros a ser pago?
Resolucao:

Podemos proceder de duas formas a resolucéo deste problema.

Mas, antes lembre-se que taxa de 3,5% ao més equivale a 0,035 como
unidade.

12 maneira: calculo passo a passo de cada periodo.

Tabela 5: Calculo passo a passo de cada periodo.

periodo rendimento montante
4.200,00 x 0,035 = 147,00 |4.200,00 + 147,00 = 4.347,00

4.347,00 x 0,035 = 152,15 | 4.347,00 + 152,15 = 4.499,15
4.499,15x 0,035 = 157,47 | 4.499,15 + 157,47 = 4.652,62
4.652,62 x0,035=162,98 | 4.652,62 + 162,98 = 4.819,60
4.819,60 x 0,035 = 168,69 | 4.819,60 + 168,69 = 4.988,29
4.988,29 x0,035=174,59 |4.988,29 + 174,59 =5.162,88
5.162,88 x 0,035 = 180,70 |5.162,88 + 180,70 = 5.343,58
5.343,58 x 0,035 = 187,03 | 5.343,58 + 187,03 = 5.530,61

[EEN

O IN OO WIN

Fonte: Elaborada pelo autor.

Somando os rendimentos da 22 coluna teremos os juros de todo o periodo:
j=R$1.330,61
O montante final € R$ 5.530,61 e o capital inicial € de R$ 4.200,00.

22 maneira: calculo utilizando a formula do montante final para capitalizacao

composta.

M = C.(1+i)'

M =4.200 . (1 + 0,035)®
M = 4.200 . (1,035)®
M= 4.200.1,31681

M = R$ 5.530,60
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Note que novamente encontramos dois resultados muito proximos um do

outro e um deles foi obtido de maneira mais simples e réapida.

A férmula do montante [M = C.(1+i)'|, além de muito simples e pratica, ela nos

permite calcular qualquer outro valor desconhecido na situacdo problema. Por meio
desta férmula podemos, por exemplo, calcular o capital, uma vez que conhecemos o

montante, a taxa e o tempo de aplicagéo.

Podemos também calcular o tempo ou a taxa em
féormulas de juros compostos, desde que 0s outros
elementos sejam conhecidos. Situacfes que envolvam o
calculo da taxa ou do tempo serdo encontradas na sesséo

extra no ultimo capitulo deste trabalho.

Situagdo 22: Uma pessoa deseja investir R$ 20.000,00, por um prazo de 9 meses,
com capitalizagcdo composta e taxa de juros de 15% ao trimestre. Qual 0 montante

que ela terd no final desta aplicagdo?

Resolucao: Primeiro, temos que nos atentar ao fato de que a taxa e o tempo néo
estdo na mesma unidade.

E outro fato relevante é que as taxas envolvidas em juros compostos ndo sao
proporcionais, isto é, uma taxa de 15% ao trimestre ndo renderd 0 mesmo que uma
taxa de 5% ao més, se o tempo de rendimento for, por exemplo, de 9 meses.

Vejamos:

e 1,05°21,55133 (5% ao més durante 9 meses)
e 1,15°=1,52088 (15% ao trimestre em 3 trimestres = 9 meses).

Para resolver esta situacao, podemos deixar a taxa com rendimento no prazo
indicado e converter o tempo para a mesma unidade.

Assim, t = 9 meses = 3 trimestres.

Vamos calcular o montante desta aplicagao:

M= C.(1+i)"

M = 20.000 . (1 + 0,15)°
M = 20.000 . 1,15°
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M = 20.000 . 1,52088
M = 30.417,60

Observe que o calculo acima feito com taxa de 5% ao més:

M= C.(1+i)'

M = 20.000 . (1 + 0,05)°
M = 20.000 . 1,05°

M = 20.000 . 1,55133

M = 31.026,60

O que nos daria uma diferenca de R$ 609,00.

Portanto, tome muito cuidado!

N&o converta taxas de juros compostos de forma proporcional como era feito
com 0s juros simples.

No proximo topico, iremos falar sobre as taxas equivalentes e sera explicada
a forma de como converter taxas de juros composto para diferentes unidades de

tempo.

5.5. TAXAS EQUIVALENTES

Definicdo 14: Duas taxas de juros sdo equivalentes quando, aplicando um mesmo
capital em ambas as taxas e pelo mesmo intervalo de tempo, o juro produzido € o
mesmo (SANTOS, 2012).
Lembra-se do que foi visto na situagao 227?
e 1,05°=1,55133 (5% ao més durante 9 meses)
e 1,15°=1,52088 (15% ao trimestre em 3 trimestres = 9 meses)
Vimos que 5% ao més (a.m.) e 15% ao trimestre (a.t.) ndo sdo taxas
equivalentes, pois aplicadas sobre um mesmo capital ndo produzem o mesmo
montante.

Entdo, fica a pergunta: qual € entdo a taxa mensal equivalente a 15% a.t.?
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Antes de responder a esta pergunta, vamos conhecer uma féormula que nos

permite a conversao que queremos:

q
i, = (L+i) -1

onde:
* ig =taxa que queremos
e | =taxa que temos
e (= periodo que queremos
e t=periodo que temos
A demonstragdo desta férmula sera vista ha sessao extra, o Ultimo capitulo.

Voltando a pergunta, podemos utilizar a formula abaixo:

q
i, = (L+i) -1

Usando q = 1, pois queremos 1 més e t = 3, pois a taxa esta em trimestres.

1

i, =(1+0,15)° -1
1
i, =(1,15)°-1= 1,04769-1 = 0,04769

Logo a taxa mensal equivalente é 4,769%.

Observe que (1,04769)° = 1,52088 é equivalente a (1,15)* = 1,52088.

Vimos que é possivel encontrar a taxa equivalente a unidade de tempo que
quisermos trabalhar. Porém, é preciso o uso da férmula acima para encontrar a taxa
equivalente. Por essa razdo, na maioria dos casos se torna mais conveniente
converter o periodo de aplicacdo na mesma unidade de tempo da taxa e deixa-la na
unidade que foi anunciada.

A taxa equivalente encontrada acima, também nos tira a davida de qual dos
dois calculos estaria errado na situacdo 22. Vimos aqui, sem sombras de duvidas,
que 5% a.m. ndo é a taxa equivalente de 15% a.t. e sendo assim o calculo feito com
a taxa de 5% a.m. esta errado, com aumento em relacéo ao valor real de R$ 609,00.

Vamos ver mais algumas situagcbes onde taxa de juros e periodo de

capitalizacao nao estao na mesma unidade de tempo.
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Situacgao 23: Determinar o valor dos juros pagos por um empréstimo de R$ 2.000,00
contratado a taxa efetiva de 5% a.m pelo prazo de 25 dias.

Resolucdo: J& vimos que taxa de juros e periodo de capitalizacdo ndo estdo na
mesma unidade de tempo.

Sobre as taxas efetivas: ocorrem quando o periodo de formacdo e
incorporacao dos juros ao capital inicial (principal) coincide com aquele a que a taxa
esta referida.

No enunciado acima, 5% € a taxa de juros ao més e era prevista capitalizacao
ao meés.

No entdo, queremos a capitalizacdo num tempo menor. Para isso vamos fazer
a conversdo da taxa mensal para a taxa ao dia, usando a férmula para taxas

equivalentes.

q
i, =(L+i)t -1

g =1, pois queremos 1 dia e t = 30, pois a taxa estd ao més.

1 1
i, =(1+0,05)* -1 —» i =(1,05%-1= 1,00163-1 = 0,00163
Uma vez convertida a taxa ao dia, vamos calcular o montante: (t = 25 dias)

M= C.(1+i)"

M =2.000 . (1 + 0,00163)%®
M =2.000 . 1,001628%
M=2.000.1,04156
M= 2.083,12
Os juros serao de, aproximadamente, R$ 83,12.
Poderiamos também ter convertido o periodo de capitalizacdo para més.
Assim, t = 25 dias = 25/30 = 0,83333.

Dai, teremos:

M= C.(1+i)'

M = 2.000 . (1 + 0,05)%83333
M = 2.000 . 1,05°%%%%

M = 2.000 . 1,04150

M = 2.083,00
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O que nos levaria a, aproximadamente, 0 mesmo juro.
Situagéo 24: Um capital de R$ 30.000,00 foi aplicado a juros compostos de 6% a.m.

(taxa nonimal), mas sera capitalizado semestralmente. Qual sera o montante

produzido por este capital em 2 anos de aplicagao?

Resolucdo: Primeiramente precisamos encontrar a taxa equivalente de 6% a.m.

(taxa nominal®) para a capitalizagdo em semestres.

q
i, =(L+i)t -1

g = 6, pois queremos 6 meses e t = 1, pois a taxa esta ao més.
8
i, =(1+0,06)* -1

i,=(1,06)°-1= 1,41852—-1 = 0,41852 (taxa efetiva)

Dai, teremos:

M=C.(1+i)' t = 2 anos = 4 semestres
M = 30.000 . (1 + 0,41852)*

M = 30.000 . 1,41852*

M = 30.000 . 4,04894

M = 121.468,20

Observe que se usassemos a taxa nominal de 6% a.m. e o periodo de

aplicacdo de 2 anos, isto €, 24 meses. E convertéssemos a capitalizacdo para
mensal, teriamos o seguinte resultado:

M= C.(1+i)" t = 2 anos = 24 meses
M = 30.000 . (1 + 0,06)**

M = 30.000 . 1,06%

M = 30.000 . 4,04893

M = 121.467,90

Uma diferenca de apenas R$ 0,30 entre os dois procedimentos.

Podemos entdo dizer que 6% a.m. é equivalente a 41,852% ao semestre
(a.s.). Novamente temos taxas equivalentes.

2 Taxa Nominal é quando o periodo de formacéo e incorporacéo dos juros ao Capital ndo coincide
com aquele a que a taxa estéa referida.
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6. CAPITULOV

De modo semelhante ao que foi feito em descontos simples, o objetivo deste
capitulo é reforcar a ideia de que a Matematica Financeira € uma via de méao dupla,
com capitalizagéo e descapitalizacdo e que a descapitalizagdo pode ocorrer tanto no
Sistema de Capitalizacdo Simples, quanto no Sistema de Capitalizagcdo Composta.

Para a elaboracdo dos conceitos e das definicbes aqui apresentados foram
utilizadas as referéncias: [7], [8], [9], [10] e [11].

6.1. DESCONTO COMPOSTOS: COMERCIAL E RACIONAL

Como ja se foi dito quando falamos dos descontos simples: comercial e
racional, a pessoa que contraiu uma divida tem direito a um desconto quando se vé
em condi¢des de quitar esta divida antes do prazo de vencimento.

Este desconto é motivado pelo fato que, quando se fez o calculo da divida,
fez a previsdo de gque a mesma seria liquidada em uma determinada data e,
portanto, as taxas de juros incidiram até aquele presente momento.

Uma vez que se é possivel liquidar esta divida antes do prazo, digamos a
titulo de exemplo, 2 meses antes, entdo devem ser retiradas as taxas de juros
desses ultimos 2 meses, ja que havera a antecipacdo do pagamento.

No sistema de Capitalizacdo Composta ha dois tipos de descontos: o por
dentro e o por fora.

A seguir veremos a definicdo de cada um deles.

Definicdo 15: O Desconto Comercial Composto (por fora) — Dcc € aguele em que
a taxa de desconto incide sobre o valor nominal (N) do titulo.

Definicdo 16: O Desconto Racional Composto (por dentro) — Drc € aquele em
que a taxa de desconto incide sobre o valor Liquido (L) do titulo.
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Vejamos como ficam as férmulas para os calculos destes dois descontos, que
como vimos acima, tem definicdo semelhante as dos descontos simples e o0 que
altera aqui é o sistema de capitalizacdo, que nos dois casos € composto.

Para tanto vejamos algumas situagfes praticas.

6.2 APLICACOES

Desconto Composto por Fora ou Desconto Comercial Composto

Situacdo 25: Suponhamos que temos uma divida de R$ 5.000,00 para ser saldada
em 10 meses, mas que serd quitatada faltando 2 meses para o término do prazo.
Sabemos que a mesma foi realizada no sistema de capitalizacdo composta e sera
aplicada taxa de desconto de 5% ao més. Qual serd o desconto composto por
fora desta divida faltando 2 meses para finalizar o prazo de quitacdo da mesma?

Resolugdo: Se ao término dos 10 meses a divida é de R$ 5.000,00, e sera liquidada
2 meses antes, devemos aplicar a taxa de desconto da seguinte forma:

5.000 . 0,05 = 250 (desconto do primeiro més de antecipacéo)
4.750 . 0,05 = 237,50 (desconto do segundo més de antecipacao)
O desconto referente aos dois meses de antecipacao é de R$ 487,50.

Observe que para sabermos o valor liquido da divida em cada més de
antecipacao, basta fazermos:

5.000. 0,95 =4.750 (1° més de antecipacao)

4.750 . 0,95 = 4.512,50 (2° més de antecipacao)
Para um calculo mais rapido poderiamos ter feito:

5.000 . 0,95 . 0,95 ou 5.000 . 0,954

Algebricamente podemos expressar a cituagdo acima como:

L=N.(1-i)'
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Utilizando a formula apresentada acima podemos calcular o valor liquido (L)
do titulo para a antecipacdo prevista e com base neste valor calcularmos o
desconto comercial composto (por fora) que sera dado por:

DCC:N—L

Dcc =N - N(l - I)t

De= N 1-(1-i)' |

Observe que se utilizarmos a férmula acima, chegaremos de imediato ao
desconto comercial composto (por fora).

Dec= N[ 1-(1-)' |

Dcc = 5.000 . [1- (1 — 0,05)?]
Dcc = 5.000 . [1 — 0,957

Dcc = 5.000 . [1 — 0,9025]
Dcc = 5.000 . 0,0975

Dcc = 487,50

Situac¢éo 26: Um titulo de valor nominal R$12.000,00 sera resgatado 3 meses antes
do seu vencimento. Se a taxa de desconto comercial composto (por fora) € de 8%
a.m., determine o valor deste desconto.

Resolucao: Usando a formula:

De= N 1-(1-i)' |

teremos:
Dcc = 12.000 . [1- (1 — 0,08)7]
Dcc = 12.000 . [1- 0,927
Dcc = 12.000. 0,2213
Dcc = 2.655,74
Se por outro lado, utilizassemos o seguinte procedimento:

v" valor liquido do 1° més de antecipacao
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12.000 . 0,92 =11.040

v" valor liquido do 2° més de antecipacao
11.040.0,92 =10.156,80

v" valor liquido do 3° més de antecipagéo
10.156,80 . 0,92 = 9.344,26

Isso nos leva ao valor liquido do titulo (L) 3 meses antes do vencimento e
sendo assim podemos concluir que o desconto comercial composto sobre o valor
nominal do titulo (N) foi de, aproximadamente, R$ 2.655,74.

Este mesmo valor poderia ser obtido se usassemos a formula para céalculo do
valor liquido:

L=N.(1-i)'

Vejamos:

L =12.000. (1 - 0,08)°
L = 12.000 . (0,92)°

L ~12.000 . 0,7787

L = 9.344,26

Desconto Composto por Dentro ou Desconto Racional Composto

Situacao 27: Suponhamos que temos uma divida de R$ 5.000,00 para ser saldada
em 10 meses, mas que sera quitatada faltando 2 meses para o término do prazo.
Sabemos que a mesma foi realizada no sistema de capitalizacdo composta e sera
aplicada taxa de desconto de 5% ao més. Qual sera o desconto composto por
dentro desta divida faltando 2 meses para finalizar o prazo de quitacdo da mesma?

Resposta: O primeiro fato a se notar € que agora esta sendo solicitado o desconto
por dentro, que segundo definicdo 16, a taxa de desconto recai sobre o valor
liquido (L) do titulo e ndo sobre o valor nominal (N) como foi feito na situagéo 25.

Outro fato muito importante a se observar é que os descontos por dentro ou
racionais, tanto no sistema de capitalizacdo simples, como no sistema de
capitalizacdo composta, o valor liquido do titulo € calculo por meio de uma inversao
da formula do célculo do montante destes citados sistemas.
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No Sistema de Capitalizacdo Simples o montante é calculado pela formula:
M=C.(@Q+i.n)
No Sistema de Capitalizacdo Composta o0 montante é calculado pela formula:
M=C.(@+i)"

Conforme foi dito acima, consequentemente os capitais (aqui valores liquidos)
podem ser calculados da seguinte forma:

SeM=C.(1+i.n) - Cc=_M
1+i.n
n M ~
SeM=C.(1+i) —» C= — (equacéo 6)
(1+1)

procedimento 1

A questdo que temos para resolver é encontrar o valor liquido (L) do titulo
acima, 2 meses antes de seu vencimento.

Logo, por analogia a equacao 6 acima, teremos:

L= N -
(1+i)
=500 5000, ...

(1+0,05)° 11025

E assim, encontramos o desconto pretendido que € de R$ 464,85, que é a
diferenca entre N e L.

Veja que o desconto comercial € sempre maior que o desconto racional, por
uma razdo muito simples, que é o fato do valor nominal (N) ser maior que o valor
liquido (L).

O desconto racional composto também pode ser obtido por meio de formula
prépria a qual iremos elaborar a seguir.

Ja é fato que o

Sabemos que C= e de maneira analoga L=

M
(1+1)’ (1+i)
desconto, seja ele qual for, é a diferenca entre valor nominal (N) e valor liquido (L)
do titulo. Portanto, teremos:
DRC =N-L
Drc=L. (1+i)n —-L
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Drc=L.[(1+)"—1] (equacdo 7)

procedimento 2

No exemplo anterior, podemos usar a equagao 7 para obter o desconto e
conferir os resultados encontrados.

Dre=L.[1+0)"-1]

Drc = 4.535,15 . [(1 + 0,05)* — 1]=
Drc & 4.535,15 . 0,1025

Drc = 464,85

Vocé deve ter percebido que qualquer um dos procedimentos acima
adotados, nos leva ao valor do desconto racional composto (ou por dentro).

Vamos a mais um exemplo de desconto racional composto (ou desconto
composto por dentro).

Situac¢do 28: Um titulo de valor nominal R$12.000,00 sera resgatado 3 meses antes
do seu vencimento. Se a taxa de desconto racional composto (por dentro) é de
8% a.m., determine o valor deste desconto.

Resolucao:

Primeiro, encontramos o valor liquido do titulo: L =

N
(1+i)
_ 12.000 - 12.000

(1+0,08)° 12597

= 9.526,08

Na sequéncia, encontramos o desconto racional composto:
DRC=N-L
DRC = 12.000 - 9.526,08
DRC =2.473,92

Apenas para conferir, usando a formula:

Drc=L.[(1+0)"—1]
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teremos:
Drc = 9.526,08 . [(1 + 0,08)* — 1]=
Drc = 9.526,08 . 0,2597

Drc = 2.473,92

Substituindo o valor liquido do titulo (L) na equacédo 7, obteremos a férmula
para o desconto racional composto, calculado direto do valor nominal do titulo:

N[y -1]

RC (l+ I)n

Voltando aos exemplos das situacdes 27 e 28, vamos calcular os descontos
racionais compostos direto do valor nominal dos titulos.

Na situacao 27

O valor nominal do titulo é de R$ 5.000,00, a taxa de desconto é de 5% ao
més e sera resgatado dois meses antes do prazo.

Substituindo os valores direto na formula:

o - N[ (@+i) -1]
_5.000.[(1+0,05)° ~1] 5000.0,1025
e > s ~ 464,85
(1+0,05) 1,1025

Na situacao 28

O valor nominal do titulo é de R$ 12.000,00, a taxa de desconto é de 8% ao
més e sera resgatado trés meses antes do prazo.

Substituindo os valores direto na férmula:

D - N.[(1+i-)“ -1]
(1+i)"

_12.000[(1+0,08)’ ~1] _12.000.0,2597
Re (1+0,08)° 1,2597

1N

=2.473,92
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7. CAPITULO VI

Até este momento, sempre que se pensava na capitalizacdo do dinheiro, seja huma
aplicacdo financeira ou empréstimo, ndo haveria, durante o periodo da divida
pagamento da mesma ou de parte dela. O objetivo deste capitulo € rever as
férmulas de célculo de juros e adapta-las as situacfes onde sera feito, apos contrair
um empréstimo, pagamentos sucessivos e peridédicos de parte da divida até sua

quitacao final.

7.1. SERIE UNIFORME DE PAGAMENTOS

Podemos compreender uma Série Uniforme de Pagamentos como sendo
um conjunto finito de pagamentos ou recebimentos de mesmo valor que serao
realizados em periodos sucessivos e iguais. Também pode ser chamada de renda
ou anuidade.

Cada um destes pagamentos iguais € designado pela sigla PMT que tem
origem na palavra inglesa: Payment.

Neste capitulo utilizaremos as siglas VP e VF para representarem,
respectivamente, os valores: atual (ou presente) e futuro de uma operacao

financeira.

Situagdo 29: Um empréstimo foi feito com taxa de juros compostos de 3% ao més,
com seis parcelas fixas de R$ 1.200,00, sendo a primeira para 30 dias da data do

empréstimo. Qual € o valor que foi tomado como empréstimo?

Resolucdo: Queremos nesta situacdo encontrar o valor presente (VP) da operacéo
financeira.

Para encontrarmos o valor atual ou valor presente (VP), precisamos retornar
cada prestacéo a data de origem que é a data do empréstimo.

Vamos utilizar a imagem do fluxo de caixa abaixo para representar 0s seis

pagamentos uniformes e sucessivos.
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Figura 1 — Série de pagamentos uniformes e sucessivos.

PV PMT: PMT, PMT; PMTs PMTs PMTs

periodos
0 1 2 3 4 5 6

Fonte: elaborada pelo autor.

Aqui temos uma série uniforme de pagamentos imediata e postecipada.
Imediata porque o primeiro pagamento corresponde ao primeiro periodo (30 dias
apos a operacao financeira) e postecipada porque 0s pagamentos ocorreram no
final de cada periodo de tempo (vencimentos).

Devemos lembrar que de um més para o outro, h4 uma taxa de juros

compostos de 3%, portanto:
_PMT, PMT, PMT, PMT, PMT, PMT,
= + + + + +
1,03 1,03* 1,03®* 1,03* 1,03° 1,03°

_1.200+ 1.200 N 1.200 N 1.200 N 1.200 N 1.200
1,03 1,0609 1,0927 1,1255 1,1593 1,1941

VP =1.165,05+1.131,12 +1.098,20 +1.066,19 +1.035,11+1.004,94

VP

VP =6.500,61

Observe que os valores atuais de cada parcela foram encontrados utilizando

0 desconto racional composto.
Percebemos ainda que cada parcela € um termo de uma progressao

geométrica decrescente de razdo q= 1+ .
i

O valor presente (VP) é a soma dos valores atuais destas parcelas. O que
significa dizer que é a soma dos termos de uma progressao geomeétrica.
Entdo, podemos escrever, algebricamente:

VP = PMT.{W}
iL(1+i0)"
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A partir desta féormula podemos calcular o valor presente uma vez conhecido
o valor das parcelas (fixo), o periodo (n° de pagamentos) e a taxa de juros.
Aplicando esta formula no exemplo anterior, teremos:

VP = PMT.{—(_H )" 1}
iL(1+0)"

B 6
vP=1.200| (11003 -1 }

0,03.(1+0,03)°

VP =1.200.

[ 1,1941-1
| 0,03.1,1941

0,1941
0,0358

VP =1.200.5,4218
VP = 6.506,16

VP =1.200.

Os valores ndo coincidem exatamente por conta dos arredondamentos que
sao feitos para duas ou quatro casas decimais.

Antes de iniciarmos o préximo topico, precisamos de uma férmula que permita
o célculo do valor das prestacdes de uma série uniforme de pagamentos.

Para obtermos tal formula, precisamos apenas inverter a férmula descrita
anteriormente.

Vejamos:

VP = PMT.{W}
L(1+0)"

L1+ | _ i.(1+0)

Situacao 30: Para exemplificacdo do uso da formula acima, vamos calcular o valor
das prestacdes para um empréstimo de R$ 6.500,00, com taxa de 3% ao més e
6 meses de prazo para quitagao.
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Resolucao: Usando a formula acima, teremos:

PMT = VP.{—L(“ )" }

1+ -1

PMT =6.500.

0,03.(1+0,03)°
| (1+0,03)° -1

PMT =6.500.

[0,03.1,1941
| 1,1941-1

0,0358
0,1941

PMT =6.500.

PMT = 6.500.0,1845 =1.199,25
Vimos que o valor das parcelas é, aproximadamente, igual a R$ 1.200,00.

A férmula;

PMT = VF>.[—L(1+ )" }
(1+i) 1

pode ser simplificada, dividindo numerador e denominador por (1+i)".

Assim, a férmula anterior passa a ser:

PMT = VP. .|
1-(@a+i)™

7.2. SISTEMAS DE AMORTIZACAO

Imaginemos que uma pessoa tenha feito um empréstimo ou que tenha feito

uma compra parcelada com iguais periodos de pagamentos.

Com certeza uma instituicdo financeira emprestou-lhe o dinheiro (nos dois
casos) e a pessoa comprometeu-se em pagar em periodos iguais e em parcelas o
valor que foi emprestado mais 0s juros compostos do periodo.

A forma como a pessoa ira restituir em parcelas a divida que foi contraida
mais os juros € chamada de Sistema de Amortizacao.
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7.3. SISTEMA FRANCES DE AMORTIZACAO - PRICE

Como diziamos acima, a forma como a pessoa ira restituir o que foi tomado
emprestado, mais os juros denomina-se Sistema de Amortizagao.

No Sistema Francés de Amortizacdo, as parcelas tém valor fixo e sado pagas
em periodos iguais de tempo a partir da data da operacgéao financeira.

Inicialmente, vamos falar dos pagamentos feitos de forma imediata e
postecipados.

S6 recordando os significados destes termos, estamos falando dos
pagamentos que irdo ocorrer da seguinte forma: o primeiro pagamento sera feito
30 dias apOs a data da operacéo financeira e todos 0os pagamentos ocorrerdo em
intervalos iguais e sempre no final de cada periodo de tempo.

Voltemos ao exemplo visto na situacao 30 e veremos como fica a evolucao
da divida e, consequentemente, o saldo devedor no final de cada periodo,
analisando as informacdes abaixo.

Ja sabemos que o valor das prestacfes sera R$ 1.200,00 e que serdo pagas
em periodos de tempos iguais e sempre no final de cada periodo. A taxa de juros é
de 3% ao més e sera calculada sempre sobre o saldo devedor estipulado no final do
més anterior.

Criamos uma tabela para melhor compreender o que ocorre més a més.

Tabela 6: Evolugéo do saldo devedor no Sistema PRICE — situacéo |

periodo juros \gfge?:: amortizacao d(sesledd%r
o | e e e 6.500,00
1 6.500,00 . 0,03 = 195,00 1.200,00 1.005,00 5.495,00
2 5.495,00 . 0,03 = 164,85 1.200,00 1.035,15 4.459,85
3 4.459,85 . 0,03 =133,80 1.200,00 1.066,20 3.393,65
4 3.393,65.0,03=101,81 1.200,00 1.098,19 2.295,46
5 2.295,46 . 0,03 = 68,86 1.200,00 1.131,14 1.164,32
6 1.164,32 . 0,03 = 34,93 1.200,00 1.165,07 0,75

TOTAL 699,25 7.200,00 6.500,75 |  -----

Fonte: Elaborada pelo autor.
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No final do primeiro periodo, a pessoa deve os R$ 6.500,00 mais os juros de
30 dias, com taxa de 3% sobre este valor, 0 que corresponde a R$ 195,00. Como
ele paga a primeira parcela de R$ 1.200,00, temos que R$ 195,00 deste valor é para
quitar os juros e o restante R$ 1.005,00 sdo usados para abater a divida principal
que sdo os R$ 6.500,00, assim, o saldo devedor passa a ser R$ 5.495,00.

No final do segundo periodo, com o saldo devedor de R$ 5.495,00, incide a
mesma taxa de juros, por igual prazo, o que corresponde a R$ 164,85. Da segunda
parcela de R$ 1.200,00, retiramos R$ 164,85 para pagar oS juros e O restante
R$ 1.035,15 sao utilizados para abater o saldo devedor vigente. O novo saldo
devedor passa a ser de R$ 4.459,85.

Este procedimento continua de forma ciclica, atualizando apenas o saldo
devedor ao final de cada periodo de tempo.

A diferenca entre o valor da parcela e os juros cobrados no periodo atual é o
gue chamamos de amortizacao. Este valor é abatido no saldo devedor do periodo
vigente.

Observe na tabela acima que:

e a soma de todas as amortizacfes é, aproximadamente, igual a divida
original e

e a soma dos juros de cada periodo dara, aproximadamente, o total dos
juros pagos pelo empréstimo concebido.

Para compreendermos melhor este procedimento, vamos ver mais alguns
exemplos.

Situagdo 31: Renato quer comprar um aparelho de TV que custa R$ 890,00 e quer
paga-lo em 8 parcelas fixas. A loja cobra taxa de 5% ao més. Qual sera o valor das
parcelas e como sera a evolugdo, més a més de seu saldo devedor pelo sistema
PRICE?

Resolucéao:

Primeiro, calculamos o valor das prestacdes utilizando a formula simplificada:

PMT = VP. .|
1-(1+)™"
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om = 890. 0,05 8
1—(1+0,05)

44,50
0,3231

PMT =137,70

Uma vez que ja sabemos o valor das prestacdes, vamos elaborar uma tabela
que nos permita acompanhar a evolucdo do saldo devedor ao final de cada periodo
de tempo.

Tabela 7: Evolugéo do saldo devedor — Sistema PRICE — situacéo |l

periodo juros \;)?::getlj:: amortizacéo d(sa\?:edd%r
o | e e e 890,00
1 890,00 . 0,05 = 44,50 137,70 93,20 796,80
2 796,80 . 0,05 = 39,84 137,70 97,86 698,94
3 698,94 . 0,05 = 34,95 137,70 102,75 596,19
4 596,16 . 0,05 = 29,81 137,70 107,89 488,30
5 488,30 . 0,05 =24,42 137,70 113,28 375,02
6 375,02 . 0,05 = 18,75 137,70 118,95 256,07
7 256,07 . 0,05 =12,80 137,70 124,90 131,17
8 131,17 .0,05= 6,56 137,70 131,14 0,03

TOTAL 211,63 1.101,60 889,97 | -

Fonte: Elaborada pelo autor

Podemos perceber que o valor de R$ 890,00, foi dividido em 8 parcelas fixas
de R$ 137,70, foram pago juros no valor total de, aproximadamente, R$ 211,60 e a
divida total (principal + juros) passou a ser de, aproximadamente, R$ 1.101,60.

SO para fixar, vimos que neste sistema de amortizacdo as parcelas sao
valores fixos e os juros sao calculados sobre o saldo devedor de cada periodo.

A amortizacdo de cada periodo de tempo é a diferenca
entre o valor da parcela e os juros pagos naquele periodo.
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Mas, este ndo € o unico sistema de amortizacdo. Vamos conhecer mais um
destes sistemas.

7.4. SAC - SISTEMA DE AMORTIZACAO CONSTANTE

No Sistema de Amortizacdo Constante (SAC), como o préprio nome diz, as
amortizacdes que acontecem sobre o valor presente (principal) sédo constantes.

Ao invés de ser calculado primeiro o valor da parcela, calculamos o valor das
amortizacdes que sera fixo. Este valor é obtido dividindo o valor presente (principal)
pelo nimero de periodos (prazo) estipulado para quitacdo da divida.

Para ter uma compreensdao de como funciona este sistema veremos o0
exemplo a seguir.

Situacado 32: Renato quer comprar um aparelho de TV que custa R$ 890,00 e quer
paga-lo em 8 parcelas fixas. A loja cobra taxa de 5% ao més. Qual ser& o valor das
parcelas e como serd a evolucdo, més a més de seu saldo devedor pelo sistema
SAC?

Resolucdo: O calculo do valor das amortizacdes, que é obtido dividindo o valor
presente (VP) da divida pelo nUmero de parcelas (periodo/prazo para quitacao).
Amortizacdo = % ~111,25

Uma vez de posse desse valor, elaboramos uma tabela para acompanhar a
evolucdo do saldo devedor no fim de cada periodo de tempo.



72

Tabela 8: Evolucéo do saldo devedor — Sistema SAC — Situacao |

periodo juros amortizacao \;Ji::)cre?aass dzsladd%r
o | e e e 890,00
1 890,00 . 0,05 = 44,50 111,25 155,75 778,75
2 778,75 . 0,05 = 38,94 111,25 150,19 667,50
3 667,50 . 0,05 = 33,38 111,25 144,63 556,25
4 556,25 . 0,05 =27,81 111,25 139,06 445,00
5 445,00 . 0,05 = 22,25 111,25 133,50 333,75
6 333,75. 0,05 = 16,69 111,25 127,94 222,50
7 222,50.0,05=11,13 111,25 122,38 111,25
8 111,25. 0,05 = 5,56 111,25 116,81 0,00

TOTAL 200,26 890,00 1.090,26 | ----

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que o saldo devedor de cada periodo é deduzido de uma
amortizacao (valor fixo) de R$ 111,25. A soma de todas as amortizagdes resulta no
valor presente (VP).

O valor de cada prestacao € a soma dos juros sobre o saldo devedor mais a
amortizacdo, ambos do periodo vigente.

A soma de juros de cada periodo resulta nos juros totais sobre a operacdo
financeira.

Se compararmos este exemplo com o anterior no sistema PRICE, vemos que
no sistema SAC paga-se menos juros e, consequentemente, a divida total fica
menor.

Outra vantagem do sistema SAC é que as parcelas vao caindo
progressivamente, apesar de que as primeiras parcelas tém um valor maior do que
agueles calculados no sistema PRICE.

Para nao ficarem duvidas de como este sistema funciona, vamos a mais um
exemplo.
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Situagdo 33: Um empréstimo de R$ 6.500,00 é feito com taxa de juros de 3% ao
mEés e sera quitado em 6 meses. Sera pago no sistema SAC com pagamentos em
intervalos de tempos iguais, sendo o primeiro pagamento para 30 dias apos a
operacdao financeira com as presta¢des vencendo no final de cada periodo.

Resolucdo: Como se trata do sistema SAC, vamos calcular primeiro a amortizagao
gue sera deduzida sobre o saldo devedor de cada periodo.

Amortizacdo = &600 ~1.083,33

J4 que sabemos do valor da amortizacdo, elaboramos uma tabela para
acompanhar a evolucéo do saldo devedor ao final de cada periodo.

Tabela 9: Evolucéo do saldo devedor — Sistema SAC — Situacao I

periodo juros amortizacao \;agfcre?:: dzsiaddoor
o | - e e 6.500,00
1 6.500,00 . 0,03 = 195,00 1.083,33 1.278,33 5.416,67
2 5.416,67 . 0,03 = 162,50 1.083,33 1.245,83 4.333,34
3 4.333,34 . 0,03 = 130,00 1.083,33 1.213,33 3.250,01
4 3.250,01.0,03= 97,50 1.083,33 1.180,83 2.166,68
5 2.166,68 . 0,03 = 65,00 1.083,33 1.148,33 1.083,35
6 1.083,35.0,03= 32,50 1.083,33 1.115,83 0,02

TOTAL 682,50 6.499,98 7.182,48 | = --—---

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vamos recapitular e ao mesmo tempo tentar resumir as principais
caracteristicas de cada um desses dois sistemas: PRICE e SAC.
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Tabela 10: Comparacéo entre os dois sistemas: PRICE e SAC.

Objeto Sistema PRICE Sistema SAC
E um valor fixo, calculado por .
meio da férmula: Os valores séo calculados
Parcela VP i somando a amortizacao
PMT = aos juros de cada periodo.

Séo calculados aplicando a taxa de juros diretamente sobre

Juros o saldo devedor vigente.

E a diferenca entre o valor | E o quociente entre o valor
Amortizac&o | da parcela e os juros de cada | presente (VP) da divida e o

periodo. namero de parcelas.
Saldo E a diferenca entre o saldo devedor anterior e a
devedor amortizacdo daquele periodo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

7.5 OPERACOES ANTECIPADAS

As séries uniformes de pagamentos antecipados sdo aquelas em que o0s
pagamentos acontecem no inicio de cada periodo, isto €, no ato da operacao
financeira e os periodos tém intervalos de tempo iguais.

Sao exemplos classicos destas operagfes antecipadas as
promocodes do tipo: “1 + n parcelas iguais”.

Vejamos um exemplo para compreender melhor este fato.

Situagdo 34: Uma pessoa ira adquirir um produto que custa R$ 690,00. Ira pagar
uma entrada e mais 9 parcelas iguais. A loja cobra juros compostos de 5% ao més e
0s pagamentos serdo feitos pelo sistema SAC. Elabore uma tabela com a evolugéo
do saldo devedor de cada periodo, determine os juros pagos e o valor total da
divida.
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Resolucdo: Observe que a primeira parcela sera paga no ato da compra, isto €, é a
entrada (periodo 0).

Logo, a férmula para o célculo das prestacdes em operacdes postecipadas:

VP.i

PMT=—— |
1-(2+i)™"

precisa sofrer alteracdo, acrescentando no denominador o fator (1+i), pois cada
pagamento estd sendo feito 30 dias antes do periodo previsto para as operacfes
postecipadas.

Assim, a férmula para operacfes antecipadas passa a ser:

VP.i
[1-(@+iy" |(1+i)

Cada prestacdo tem que voltar 30 dias na data, pois
estamos antecipando o pagamento, isto é, eles serdo
feitos no inicio de cada periodo.

O valor da prestacéo entdo sera:

VP.i
[1-(@+iy" [ (1+i)

690. 0,05
[1-(1+0,05)* | (1+0,05)

PMT =

3450 34,5000

= =~ =~ 85,10
0,3861.1,05 0,4054

J&4 sabemos o valor da prestacdo e, consequentemente, da entrada (12
parcela, paga no ato da compra).

Como a 12 parcela (entrada) esta sendo paga no ato da compra, o saldo
devedor do proximo periodo devera ser a diferenca entre o valor presente (VP) e o
valor da entrada. Logo o saldo devedor do primeiro periodo é R$ 604,90.

Por estarmos no ato da compra o valor presente (VP) nao pode sofrer juros.
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Dai por diante os demais periodos sao calculados semelhantes ao que se faz
nas operacoes postecipadas.

Veja tabela abaixo que ilustra a evolucdo do saldo devedor, bem como os
juros e amortizacfes de cada periodo a partir do periodo 1 (30 dias ap0s a compra).

Tabela 11 - Evolucéo do saldo devedor — Sistema PRICE — operacdes antecipadas.

periodo juros prestacéo amortizacdo | saldo devedor

R$ 690,00

0 R$ - R$ 8510 |R$ 8510 | R$ 604,90

1 R$ 30,25 | R$ 8510 |R$ 54,86 | R$ 550,05

2 R$ 2750 | R$ 8510 |R$ 57,60 | R$ 492,45

3 R$ 2462 | R$ 8510 |R$ 60,48 | R$ 431,97

4 R$ 2160 | R$ 8510 |R$ 6350 | R$ 368,47

5 R$ 1842 | R$ 8510 |R$ 66,68 | RS$ 301,79

6 R$ 1509 | R$ 8510 |R$ 70,01 | RS 231,78

7 R$ 1159 | R$ 8510 |R$ 7351 | R$ 158,27

8 R$ 791 | R$ 8510 |R$ 77,19 | RS 81,08

9 R$ 405 | R$ 8510 |R$ 8105| RS 0,04
TOTAL | R$161,04 | R$851,00 | R$ 689,96 | = ---—---

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na sessdo extra veremos casos de operaglOes
postecipadas com caréncias.
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8. CAPITULO VII

O objetivo deste capitulo € dar explicacbes mais detalhadas de alguns topicos que, a
primeira vista, parecem ter sido abordados superficialmente. A titulo de exemplo
podemos citar: a ilustracdo do surgimento de algumas férmulas tais como: da
conversdo entre taxas equivalentes, calculo da taxa e do tempo em capitalizacéo
composta e calculo de prestacfes e saldo devedor em operagdes postecipadas com

caréncia.

8.1. SESSAO EXTRA

Conforme foi pensado este material e descrito na introdugé&o, esta sessao foi
reservada para que seja dada continuidade em alguns tépicos nédo tratados em seus
referidos capitulos, para que os mesmos nao ficassem tao extensos.

Nao que tais topicos ndo sejam relevantes, mas a carga horaria de muitos
cursos é tao restrita e a dificuldade de alguns alunos em lidarem pela primeira vez
com a Matematica Financeira é tdo grande que ndo permite ao professor tempo
suficiente para abordar todos os conteudos que precisam ser trabalhados e/ou
trabalhar da forma como foram previstos.

Outro motivo para trazer tais topicos para esta sesséo se deve ao fato de que
nem toda turma tem o mesmo ritmo (rendimento) e por isso ndo é possivel esgotar
todo o tema. Assim, os capitulos anteriores tratam o que é de essencial e este
capitulo se reserva aos topicos considerados por mim como de aprofundamento no
assunto conforme tempo disponivel.

Vamos a eles!

8.2. JUROS SIMPLES X JUROS COMPOSTOS (EVOLUCAO)

Voltemos as férmulas para o célculo do montante dos dois tipos de juros:

e M=C.(1+i1)
e M=C.(@1+i)

Se pensarmos nas duas formulas em funcdo do tempo pode-se classificar a
férmula do montante para juros simples como funcao polinomial de 1° grau e a
férmula do montante para juros compostos como fun¢éo exponencial.
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As funcdes polinomiais de 1° grau, sao func¢des do tipo f(x) = ax + b, com
“a” e “b” numeros reais e “a” ndo-nulo.

Voltemos a tabela que foi elaborada na situacao 12, pagina 33.

Tabela 12: Retomando aos juros simples.

periodo juros divida
1 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 5.300,00
2 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 5.600,00
3 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 5.900,00
4 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 6.200,00
5 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 6.500,00
6 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 6.800,00
7 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 7.100,00
8 R$ 5.000,00 x 6% = R$ 300,00 R$ 7.400,00

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nesta tabela temos um valor presente (VP) de R$ 5.000,00, juros fixos de
R$ 300,00 ao més, ao longo de 8 meses e uma divida que evolui apenas por
acréscimo dos juros de cada periodo, pois 0s juros ndo se juntam ao capital para
formar mais juros.

A funcdo polinomial de 1° grau que pode ser associada a esta tabela de
valores é f(p) = 300.p + 5000, onde 300 sao os juros proporcionais ao periodo (p) e
5000 é o valor principal.

Veja abaixo o gréfico da evolucdo da divida em cada periodo:
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Figura 2 - Evolucao da divida no Sistema de Capitalizacdo Simples.

EVOLUCAO DA DiVIDA - Juros Simples

Valores
8.000,00
7.700,00
7.400,00
7.100,00
6.800,00
6.500,00
6.200,00
5.900,00
5.600,00
5.300,00
5.000,00
4.700,00
4.400,00
4.100,00

periodo

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: elaborada pelo autor.

Observe gue a curva € linear. Isso ocorre porque a diferenca entre um valor
seguinte e seu valor imediatamente anterior é constante. Em outras palavras temos
diferencas iguais em intervalos de tempos iguais. Essas diferencas sao o0s juros.

Sabemos que os juros séo fixos (valores constantes) e 0s mesmos nao se
juntam ao principal (VP) para capitalizar novos juros. Entdo, podemos dizer que o0s
juros sao proporcionais ao periodo de capitalizacéo.

Vejamos a tabela abaixo que ilustrara esta situagao.

Tabela 13: Juros simples por periodo.

periodo juros
1 300,00
2 600,00
3 900,00
n 300,00 . n

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Por essa razdo, podemos dizer que as taxas de juros sdo também proporcionais.
Podemos perceber, no exemplo acima, que:

e 6% ao més correspondem a 12% em dois meses;

e 6% ao més correspondem a 18% em trés meses;

e 6% ao més correspondem a 24% em quatro meses;

e 18% ao trimestre correspondem a 36% ao semestre;
e assim sucessivamente...

Ja as fungdes exponenciais, mais simples, s&o do tipo f(x) = k.a", onde “k” é
uma constante real, “a” € chamado de fator (ou base), um namero real ndo-nulo e “x”
é a variavel.

Podemos associar a formula M = C . (1+i)t a funcéo exponencial da seguinte
forma: f(t) = C . (1+i)', onde k =C e a = 1+i.

Voltemos a tabela da situacéo 20 da pagina 46:

Tabela 14: Juros compostos e montante por periodo.

periodo rendimento montante
1 3 000,00 x 0,05 = 150,00 3 000,00 + 150,00 = 3 150,00

3 150,00 x 0,05 = 157,50 3 150,00 + 157,50 = 3 307,50
3 307,50 x 0,05 = 165,38 3 307,50 + 165,38 =3 472,88
3472,88x0,05=173,44 3472,88 + 173,44 = 3 646,52
3 646,52 x 0,05 = 182,33 3 646,52 + 182,33 = 3 828,85
3828,85x0,05=191,44 3 828,25 + 191,44 = 4 020,29

OO |~ IW|DN

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que esta tabela descreve a evolucdo de uma divida com valor
presente (ou principal) de R$ 3.000,00, aplicados a juros compostos de 5% ao més
durante 6 meses (periodos).

Esta tabela mostra também que a composicdo do
montante (divida) de cada periodo se da pela soma do
montante do periodo anterior com o0s juros do periodo
vigente.
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E dai que decorre a expressao: “juros sobre juros”.

Da mesma forma que fizemos anteriormente, vamos associar a situacao
descrita na tabela acima a funcao exponencial f(t) = 3.000 . 1,05".

Vejamos o gréafico desta funcao:

Figura 3 - Evolucao da divida no Sistema de Capitalizacdo Composta.

EVOLUCAO DA DiVIDA - Juros Compostos

valores
4.100,00
4.000,00 /!
3.900,00
3.800,00 './
3.700,00
3.600,00 /
3.500,00 /
3.400,00 /
3.300,00 /
3.200,00
3.100,00 /
3.000,00 /

2.900,00

2.800,00 periodo
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que o crescimento do grafico ndo se faz de forma linear como nos
juros simples, mas de forma exponencial (juros compostos).

Por essa razdo dizemos que as taxas de juros compostos nao séo
proporcionais.

Vamos recordar: Qual seria a taxa equivalente de 24% ao semestre?

Inicialmente pensamos em 4% ao més, pois proporcionalmente dividindo os
24% por 6 meses € o resultado que obtemos.
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Porém, quando fazemos (1,04)6 =~ 1,2653 > 1,24.

Como o0s juros crescem exponencialmente, precisamos de uma funcgao
exponencial que nos permita calcular a taxa equivalente.

A férmula para o célculo da taxa equivalente é:

q
i, =(1+i,)' —1| (férmula exibida na pagina 54)

Vejamos o calculo desta taxa por esta formula:

a
Iy =(Q+i)" -1 (queremos ao més o que esta ao semestre)

1
i, =(1+0,24)° -1
i, = 8/(1,24) —1=1,0365

Logo, a taxa equivalente a 24% ao semestre €, aproximadamente igual a,
3,65% ao més.

Conferindo: (1,0365)6 =~ 1,24.

Mas, como se chegou a esta formula? E o que veremos no proximo topico.
8.3. CALCULO DA TAXA EM JUROS COMPOSTOS

Sabemos que a férmula do montante para juros compostos é M = C.(1+i)t.

Para obtermos a formula da taxa temos que inverter a formula anterior com a
finalidade de isolar a taxa “i”

Entdo, vamos la!

M = C.(1+i)'

%z (1+i)! (elevamos os dois membros da igualdade a 1/t)

[

(%]t =(1+i) (na sequéncia isolamos a taxa “i”)
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Com base no que ja fizemos acima e para testar a formula que acabamos de
elaborar, vamos resolver a situacao proposta a seguir.

Situacdo 35: Um capital de R$ 10.000,00, rendeu em um semestre, um montante de
R$12.400,00, aplicado a juros compostos. Qual foi a taxa mensal a qual este capital
foi aplicado?

Resolugdo: Aplicaremos a formula desenvolvida acima, levando em conta que um
semestre representa um periodo de 6 meses, vamos obter a taxa mensal da

aplicacéo.
1
iz(th—l
C

. (12.400
10.000

i 20,0365 0ou i = 3,65% ao més

1
6 1
ja —1=(1,24)s —1=1,0365—1=0,0365

8.4. CALCULO DO TEMPO EM JUROS COMPOSTOS

Para o calculo do tempo precisamos, primeiramente, conhecer algumas
propriedades dos logaritmos.

Vejamos a propriedade:

P1)logca.b=logca +log: b

Demonstracéo desta propriedade.

Suponhamos log. a . b = z. Pela definicdo de logaritmo temos:
e c’=a.b (equacdo 1)

Suponhamos também que logca=x e logc b =v.

e logca=x—-> c*=a

e logch=y—> c¢’=b
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Substituindo estes dltimos resultados na equacgéo 1, teremos:

y y

e c’za.boc’=c". " oc’=c""
O que nos leva a seguinte concluséo: logc a. b =logc a +logc b H
Uma propriedade decorrente da P, vista acima é descrita abaixo:

logca" =logca.a.a.a. ...a (“n”fatores iguais a “a”)
Aplicando a propriedade 1, temos:

logc a" = log. a + loge a + ... + logc a (“n” parcelas iguais a “loge a”)

logc a" =n . log; a (Py)

Esta ultima propriedade é a que precisamos para obtermos a formula para o
calculo do tempo.

Voltando a férmula do montante para juros compostos: M = C.(1+i)t, vamos
trabalhar esta equagao com a finalidade de isolar a variavel “t”, o tempo.

M = C.(1+i)'
M .
—=(1+1
o=+
Aplicando logaritmo nos dois membros, temos:
M At
log| — [=log (1+i
oY) -egtas
Usando a propriedade P, na formula acima, teremos:

|og(%j ~ t.log (1+1)

‘- log(M/C)
log (1+i)

Para verificarmos a eficiéncia desta formula, vamos ilustrar com a situacao
abaixo.

Situacado 36: Calcular o tempo que é necessario para aplicar R$ 10.000,00, a taxa
de juros compostos de 3% ao més e acumular um capital, aproximadamente, igual a
R$ 12.667,70.
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Resolucao: Usando a formula elaborada acima, temos:

‘- log(M/C)
log (1+1)

o log(12.667,70/10.000)
B log (1+0,03)

. 10g(126677) 01027
log(1,03) ~ 0,0128

N

8

Como a taxa esta ao més, o tempo estara em meses. Logo, sdo 8 meses.

Conferindo: M = C.(1+i)t
M = 10.000.(1 + 0,03)®
M = 10.000 .(1,03)®
M = 10.000 . 1,26677
M = 12.667,70

8.5. OPERACOES POSTECIPADAS COM CARENCIA

Nés ja falamos sobre as operacdes postecipadas imediatas, aquelas em que o
primeiro pagamento corresponde ao primeiro periodo (30 dias ap0s a operacao
financeira) e os pagamentos ocorreram no final de cada periodo de tempo
(vencimentos).

Agora, vamos falar das operacdes postecipadas com caréncia, isto €, o
primeiro pagamento ndo sera feito imediatamente apés 30 dias da compra. Havera
um periodo de tempo entre a data da compra e a data do primeiro pagamento (que
sera maior que 30 dias) o qual é chamado de caréncia.

Para compreender melhor como se d&o as operagfes postecipadas com
caréncia, vejamos alguns exemplos.

Situacado 37: Uma pessoa ird comprar um produto que custa, a vista, R$ 1.000,00, e
irA paga-lo em 11 presta¢des iguais, com juros compostos de 1% ao més, mas tera
90 dias de prazo (caréncia) para pagar a 12 parcela. Calcule o valor de cada parcela
e o valor da divida total contraida.
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Resolucao: Primeiramente observe que:

e da data da compra até o inicio do 1° periodo s&o 30 dias;
e do inicio do 1° periodo ao inicio do 2° periodo sdo mais 30 dias;
e doinicio do 2° periodo ao inicio do 3° periodo sdo mais 30 dias.

O que totaliza os 90 dias de caréncia.

Figura 4 — Pagamentos uniformes e sucessivos com caréncia.

PVo
PV, PMT: PMT, PMT; PMT,...
/

v

0 1 2 3 4 5 6 ..

> periodos

Fonte: elaborada pelo autor.

Conforme ilustrado no diagrama de fluxo de caixa acima, o primeiro
pagamento somente serd feito no inicio do 3° periodo, e dai, sucessivamente em
intervalos de tempos iguais, sempre no inicio de cada periodo. O que caracteriza, a
partir deste periodo, operacfes antecipadas.

Entdo, podemos dividir o problema em duas partes:

e 12 parte: a da caréncia onde o principal (VP) sera capitalizado com
juros compostos de 1% ao més até o final do 2°.

e 22 parte: 0s onze pagamentos da operacdo postecipadas a partir do
final do 2° periodo. Momento no qual sera possivel calcular o valor da
parcela.

Segundo o que foi dito acima, vamos calcular o montante até o final do
2° periodo:

M=C.(1+i)
M = 1.000 . (1,01)?
M = 1.020,10
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Agora gue temos o valor atualizado do capital no final do 2° periodo, podemos
calcular o valor das parcelas que serdo pagas a partir do final do 3° periodo
(operacao postecipada).

Veja: PMT = L‘_
1-(1+)™
PMT = 1.020,10. 0,01

~1-(1+0,0)™

10,20 _ 10,20

= = =98,40
1-0,8963 0,1037

Cada uma das onze parcelas a serem pagas no final de cada periodo a partir
do final do 3° periodo tera valor igual a R$ 98,40, aproximadamente.

A divida tera um valor total de R$ 1.082,40, sendo R$ 82,32 de juros e valor
presente apos caréncia (VP*) igual a R$ 1.020,18 (valores aproximados).

A tabela a sequir ilustra as duas partes do problema.

Tabela 15: Operacdes postecipadas com caréncia.

periodo juros prestacéo amortizacao dz\?:a?:i%r
0 | - | e e R$ 1.000,00 3
1 R$10,00| - | e R$ 1.010,00 g é
2 R$10,10| - | - R$ 1.020,10 S
3 R$10,20 | R$ 98,40 | R$ 88,20 | R$ 931,90
4 R$ 9,32| R$ 98,40 | R$ 89,08 | R$ 842,82
5 R$ 843| R$ 98,40 | R$ 8997 | R$ 752,85
6 R$ 753| R$ 98,40 | R$ 90,87 | R$ 661,98 ??5
7 R$ 6,62| R$ 9840 R$ 91,78| R$ 570,20 §
8 R$ 570 R$ 9840| R$ 92,70 | R$ 477,50 §
9 R$ 477| R$ 9840 | R$ 9363 | R$ 38387 G
10 R$ 3,84| R$ 9840 | R$ 94,56 | R$ 289,31 <,
11 R$ 2,89| R$ 9840| R$ 9551 | R$ 193,81 °
12 R$ 194| R$ 9840| R$ 96,46 | R$ 97,34
13 R$ 097| R$ 9840| R$ 97,43 |-R$ 0,08
TOTAL | R$82,32| R$1.082,40 | R$1.020,18 |  ------

Fonte: elaborada pelo autor.
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9. CONSIDERACOES FINAIS

Todos os cidadaos, e em particular os alunos publico alvo dos cursos que
envolvem a Matematica Financeira ndo tem para onde ir, querendo ou nao, todos
eles precisam conhecer e compreender 0s conceitos aplicados a ela e mais, saber
utiliza-los em situacdes do dia a dia.

Em seu papel formativo, a Matematica contribui para o desenvolvimento de
processos de pensamento e a aquisicdo de atitudes, cuja utilidade e alcance
transcendem o ambito da prépria Matematica, podendo formar no aluno a
capacidade de resolver problemas genuinos, gerando habitos de
investigacdo, proporcionando confiangca e desprendimento para analisar e
enfrentar situacdes novas, propiciando a formacdo de uma visdo ampla e
cientifica da realidade, (...) Brasil (2000, p.40).

Cabe aos professores de matematica, 0 exercicio do exposto acima,
trabalhando e orientando seus alunos para o desenvolvimento dos processos de
pensamento e aquisicdo de atitudes. Desenvolvendo neles a capacidade de resolver
problemas, motivando-os a ter confianca de que sdo capazes de aplicar os
conhecimentos adquiridos ndo s6 na mateméatica como em outras areas do
conhecimento. Deve-se estimula-los a tornarem-se capazes de agir e pensar por Si
préprios, tomando atitudes cada vez mais acertadas.

Um aluno, bem orientado e devidamente estimulado por seu professor, vai
mais longe, consegue ampliar sua linha de horizonte e passa a enxergar o mundo
por varios angulos e de diversas formas. Sente-se parte do contexto onde esta
inserido, sente-se ser atuante e transformador e ndo mais um mero expectador que
assiste a tudo passivamente sem nada opinar.

Ao longo de varios anos, com a experiéncia vivida pelo autor deste trabalho,
principalmente com alunos da Educacdo de Jovens e Adultos, o que mais se
registrou foi que muitos deles iniciarem seus estudos de matematica relatando o
guanto eram aversos a esta disciplina, mas a medida que se buscou a interacéo
entre aluno e conhecimento, através de atividades praticas interessantes e
pertinentes ao seu cotidiano, muitos deles mudam sua forma de pensar e encarar a
matematica. Alguns acabaram seguindo seus estudos nesta area. Se ndo optaram
pela graduacdo em matematica, optaram por cursos na area de exatas que tinham a
matematica como uma de suas principais ferramentas. Isso para mim é uma
recompensa e tanto.

Mas, o que faz afinal o aluno ter essa mudanca de atitude?

Sao varios fatores que contribuiram para isso, entre eles esta e é
consideravelmente um dos mais importantes a linguagem com que os conteldos
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sdo abordados; na sequéncia deve-se citar a relacdo professor-aluno e em terceiro
lugar o tempo necessario de amadurecimento, isto é, tempo para o aluno
compreender 0 que esta sendo exposto pelo professor e interagir o suficiente para
que possa “apreender” o que estéd sendo discutido.

O grifo feito acima foi proposital e tem a intenséo clara de diferenciar aprender
de apreender. O segundo termo deixa mais claro para o professor o que deve fazer
para conseguir que seus alunos realmente aprendam.

A aprendizagem eficaz da Matematica Financeira passa por este caminho:
muito didlogo entre professor e aluno, linguagem objetiva e clara, situacfes
problemas do cotidiano e orientacdo constante do professor quanto a elaboragéo
das férmulas (linguagem algébrica).

Mas, o professor também precisa ter interesse por seus alunos, se sentir
motivado em busca-los para proximo de si e da Matemética Financeira. Dividir com
eles suas experiéncias das mais simples as mais complexas, dialogando como
iguais, sem a prepoténcia de quem detém o conhecimento, mas com a qualidade de
guem compartilha seus conhecimentos em busca de novos conhecimentos.

Ser um estudioso das questbes de gestdo da sala de aula fara com que o
professor se sinta mais seguro para trabalhar metodologias alternativas que
possibilitem a aquisicdo de um conhecimento que sera compartilhado por todos.
Precisa-se ser um conhecedor das dinamicas de grupos, que uma vez aplicadas Ihe
permitirdo compreender como se dao as relacdes intrapessoais e interpessoais em
seus alunos para, contudo, saber lidar com pequenos grupos de trabalhos,
conquistando a simpatia de seus alunos nas atividades propostas.

No tocante a linguagem, quanto mais proxima ela for do cotidiano do aluno,
mais clara e objetiva, mas seguramente o professor vai conseguir atingir seu objetivo
geral que é fazé-los aprender e aplicar os conceitos da Matematica Financeira.

Da forma como foi elaborado este trabalho, do capitulo Il ao V, a preocupacao
principal, foi ir elaborando os conceitos pouco a pouco e sempre envolvendo
situacbes do dia a dia. Dos conceitos iniciais, foram surgindo conceitos mais
elaborados que finalizaram em representagfes por meio de férmulas, que conforme
se deu o processo tornaram-se mais compreensiveis para os alunos.

Seguir a linha de mao-dupla entre capitalizacdo e descapitalizacéo, fez-se
mais interessante, pois uma vez que o aluno compreende os conceitos ligados a
capitalizacado, fica mais facil de fazer o caminho inverso que é a descapitalizacdo
através dos descontos. Isso tanto no sistema de capitalizacdo simples como no
sistema de capitalizacdo composta.
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No capitulo VI, as séries uniformes de pagamento teve a finalidade de
apresentar para o aluno a forma como se compde a evolucdo de uma divida tomada
por empréstimo, com pagamentos iguais e sempre ao final de cada periodo. Desta
forma tornou-se possivel compreender a dindmica envolvida nos empreéstimos feitos
por instituicdes financeiras.

O capitulo VII teve como objetivo a retomada de alguns conceitos nao
aprofundados ao longo dos cinco primeiros capitulos. Quando estes sédo retomados
e aprofundados sdo cumpridas duas metas: a revisdo desses conteddos e a
compreensao de como estes se relacionam entre si, podendo explorar nestes
relacionamentos novos conceitos e abrindo-se novos horizontes para estudos
futuros.

Precisasse, também, atencdo total a interacdo com esses alunos, dialogar
com eles e auxilid-los a compreender essa area tdo importante da mateméatica que é
a Matematica Financeira. Por este motivo a experimentacdo através de atividades
praticas envolvendo questbes do cotidiano do aluno, foi desenvolvida ao longo de
todo esse material para que a aprendizagem dos alunos se desse de forma efetiva.

Diante de tudo que foi exposto e da forma como cada conteudo foi abordado,
partindo da situacdo problema, aprofundando-se o0s conceitos de tempos em
tempos, e finalmente chegando a elaboracdo final da férmula algébrica, fica a
certeza de que é possivel construir um material simples para alunos de cursos
profissionalizantes de formacdo técnica que lhes permita ingressar nos estudos
sobre a Matematica Financeira de forma mais criativa e prazerosa.
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